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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ДРОБНЫХ 
ИНТЕГРАЛОВ 

Введение 

Известны три способа получения асимптотического разложения дробного 
интеграла Римана — Лиувйлля 

< * ^ « - r - i - J ^ . R e . . > 0 , (1) 
о 

при х ^ + с о в предположении степенной асимптотики подынтегральной функ­
ции: 

со 

. / ( 0 ~ 2 , Р-1< •••< р_1 < 0 < f i 0 < Н т ( х й = -foo, при г*-»+со. (2) 
k~ — I A-s-CO 

Это восходящий к A. H. Тихонову, А. А. Самарскому [1] модифицированный 
метод последовательных разложений [2], [3] (т. 1, с, 323—324); метод, осно­
ванный на аналитическом продолжении преобразования Меллина и использо­
вании равенства Парсеваля [3] (т. 3, с. 271—272), [4], и метод теории обобщен­
ных функций [5]. Более полные литературные ссылки можно найти в книгах 
[3] ( § § 1 1 , 31, 32), [6] (§§ 16, 17). 

Первый из указанных методов применен в [2] для нахождения асимпто­
тического разложения интеграла свертки с переменным верхним пределом 

Q(x) = J" g ( x — t) h ( t ) d t при x—•-{-co при условии, что функции g ( t ) и h ( t ) 
'о 

имеют частный случай асимптотики (2): 
— 1 оо 

/ ( 0 ~ 2 а к Г ^ + 2 a k r k - * , 0 < р < 1, при + со. (3) 

k=-l и п 
Второй метод использован в \7] для получения асимптотического разложения 
при х'—*+со более общего, чем (1), дробного интеграла от функции / ( х ) 
по функции хр (см. [6], § 18): 

(в«S/> М = ц £ Re« > 0, „ > 0 , (4) 
о 

в предположении полиномиально-степенной асимптотики / (£): 
со 

/ (t) ~ e~at 2 ааГ1 1* при t— + о о , 

где a > 0 , {\xk} — монотонно возрастающая последовательность, lim { i f t = + о о . 

В случае степенной асимптотики (2) в [7] отмечено, что асимптотические 
представления для /%+.ХР/ будут различны в зависимости от того, 4TOp. f e =^ 
фр(/+ 1) ни при каких k, ; ' = 0 , 1, ... ичи же существует по крайней мере 
одна пара таких чисел k и у, что \xk = /?(/ + 1). При этом в первом случае 
найдено асимптотическое разложение для /Q+.XP/, а во втором — получен 
только первый член асимптотики. В работах [2], [7] (см. также [3]) не даны 
явные выражения для остаточных членов. Третьим методом в [5] установлены 
как асимптотические разложения дробного интеграла Римана — Лиувйлля (1), 
так и вид остаточных членов при условии простейшей степенной асимптотики 
(3) с a k = 0 , k = — l , - — 1 . 

Данная работа продолжает эти исследования. Мы применяем модифици­
рованный метод последовательных разложений для нахождения асимптотичес-
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ких представлений дробного .интеграла (4) в предположении асимптотики (2). 
Данный метод в отличие от метода работы [7] позволяет дать как полные 
асимптотические разложения для l £ + xp-f в случаях \xk ф р (у + 1) и р.А = /?(у+1), 
Так и вычислить явно остаточные члены этих разложений. В частности, при 
р = \ из наших результатов выводятся асимптотические представления и 
оценки для остаточных членов дробного интеграла Римана —- Лиувйлля (1) 
(см, далее замечания 1—4). 

Полученные результаты применяются для установления асимптотических 
разложений при |х|—>'+со многомерного дробного интеграла или потенциала 
Рисса 

с радиальной плотностью f (t) =.f (\t\), имеющей степенную асимптотику 
вида (2) при |^|—*+оо. При этом используется найденная в работе [8] связь-

' / ) С") = Г 2 — (УЙ; ^ " 2 (/ I 'f^ / ) ( Г ) , ( 6 ) 

потенциала Рисса (5) с радиальной плотностью с одномерным дробным ин­
тегралом (4) и .соответствующим правосторонним интегралом 

оо 

(£. Х Р / ) (х) = - Е - Г ' Р ~ ' / ( У „ , Re а > б, р > 0. ' (7) 
x 

Работа состоит из трех параграфов. В § 1 доказываются основные теоре­
мы об асимптотических представлениях дробного интеграла (4 ) . В § 2 уста­
навливаются оценки для остаточных членов этих представлении и на основа­
нии этого приводятся асимптотические разложения для дробных интегралов 
(4) и (1). В § 3 находится асимптотика дробного интеграла (5 ) . 

§ 1. Представления одномерных дробных интегралов 

Начнем исследование с простейшего случая, когда f i t ) имеет асимптотику 
(2) с РиФР0' + 1) ни при каких k , j £ N 0 - = {0, 1, . . . } . 

Т е о р е м а 1. П у с т ь ф у н к ц и я у (t) л о к а л ь н о и н т е г р и р у е м а н а (О, + со); 
и и м е е т а с и м п т о т и к у (2), п р и ч е м \хкф р (j + 1) н а п р и к а к и х k , у £ Д/0 -= 
= {0, 1, . . . } . Т о г д а д л я д р о б н о г о и н т е г р а л а (4) п р и л ю б о м н а т у р а л ь н о м N 
и м е е т м е с т о п р е д с т а в л е н и е 

< * • • ' ^ w - X + S £ тШ^ + « -

* = - / ft=0 J - v f t _ , 

о 
V M - 1 

;v - оо 

*/ft = jVft (0 f ' p ( J + 1 ) _ l l * - i _ 1 /%, у £7V 0, (10) 
6 

t*_ i=^_ 1 = 0, v f t=[(i f t/jp] ([ ] — ^ ? е я ч а с т ь ) , k £ N 0 , (11) 

2 = 0, если n < k-



/ о (t) = / ( ' ) - Ъ у - » * , А ( / ) = ^ / н ( / ) - Й 1 _ „ Ы , 2, ... (12) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Осуществляя замену t = х ^ ' р и-используя первую 
из формул (12), перепишем интеграл (4) в виде 

- 1 

* ^ W - H ^ ^ + f s M (13) 

/ И = | ( 1 - 0 " " 1 / о ( ^ 1 ' / ' ) Л . (14) 

где 

Введем обозначения 

(» = (1 - ! Т ' - £ ~ - г - * 1 , gW)=gk-x { t ) - g u { t ) , k = 0 , 1, (15) 

g o {t) - ( i - trl - J ^ * tfW==£ ^ 

- i 
;=o 

где (T)^ = т (т + 1)... (if -f ^ — 1) — символ Похгаммера, v& даются (11). В част­
ности, g_, ( 0 = g 0 (/) + tf(t) = (1 - 0 Е " 1 • 

Если v 0— 1 > N _ [ , т.е. \ \ > р , то согласно (11) и (15) 
V 0 - l „ ч v 0 - l 

( I — a ) t 

Л 

Так как в силу (12) f u ( t ) = t / t (г*) + Й 0 ] , ТО для интеграла (14) имеем 

J (х) = f / 0 ( x i 1 , p ) [g0 (<) + g 0

+ (t)\ d t = x~»° j Л ( x ^ ) g 0 ( 0 Г Ы Р d t + 
о 0 

1 1 

+ «o^"° f go С) ̂  ^ + (' / о go+ W dt. (16) 
0 . 6 

Если же v0 — 1 < v _ j , т .е . ц„ < p, то g 0 (t) = (1 — t f ' 1 , go" (0 = 0 и для J(x) 
также имеет место равенство (16). Продолжая этот процесс, приходим к пред­
ставлению интеграла (14) в виде 

/ ( х ) = х-*»] f N + 1 ( x t U p ) g N {t) Г ™ ' р d t + 
0 

N 1 N 1 

+ £ f l \ g k
 {£)eklPdt+lj^Sfk{xtl,P)g+k{t) rH'i'Pdt- (17) 

ft=o b k=o о 

Из (12) вытекает равенство 
N 

h (t) = 2 а т Г ^ + ^ - > + (t) Г » » + ^ - ' . (18) 
m=k 

Тогда согласно (15) и (18) получаем оценку 

1 + 
I f k ( x t i / p ) g k \ t ) r - ^ d t = ^ - ( - ^ - [ ^ . - . - ^ + « + 

y^-V^*-. _ ^-PU+n Г / Л , + 1 ( / ) ^ U + n - w - i d t 

LA j + 1 — Hm/P J 
(1.9) 
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где bJk даются (10). Подставляя (19) в (17), меняя порядок суммирования и 
учитывая (9), имеем 

N 1 к т 

(1 — а)/ 
ft=0 0 m = 0 J = » m _ 1 

(1 —a)jb]k ар 

Отсюда, используя (15), формулы (1.72), (1.77) из [6] и равенство 
Г (а —у) (1 — а)7- = (—1)у Г (а), получаем в силу (13), (14) формулу (8). Теорема 
доказана. 

С л е д с т в и е 1. Пусть функция / ( t ) локально интегрируема на (0, -f со) и 

/ (/) ~ 2 а к Г р { Ш ) , 0 < р < 1, / = 0, 1, . . . , при * -» + о о . (20) 
k=—i 

Тогда для любого натурального N 
N 

ZJ Г ( 1 + а + А - р ) 
ft=-/ 

+ S ^ ^ ^ " + R » < * (21> 
где. 

„ р ( а - Л Г - Р ) 1 

N . оо 

- S ^ ^ ( J / ^ w ^ + 1 " A M b l * ) ; ) e P ( ' " , " , ) ' (22) 

&FE = J / * + i W ^ ( 1 " P ) - 1 ^ , А - 0 , 1, (23) 
о 

/о 0 = / 0 - 2 « f e r ^ + p ) , Л ( 0 = ( 0 - , £ = 1 , 2 , ... (24) 
к=—1 

З а м е ч а н и е 1. Полагая в (8) р = 1 , получаем асимптотическое представ­
ление для дробного интеграла Римана — Лиувйлля (1): 

^ / ' « - Е д а ^ + Е S T & ' ^ + - ^ < 2 5 ) 

ft—/ ft=0 J = v A l 

где R N ( x ) , ' b j k , vft даются соответственно равенствами (9) (11) с p = l . B 
случае асимптотики (20) с р = 1 другая форма представления для / 0+ / и 
остаточного члена R N ( x ) получена в [5]. 

Перейдем теперь к рассмотрению более сложного случая асимптотики (2), 
когда существует по крайней мере одна такая пара k , j ^ _ N 0 , что p k = P ( J + !)• 

Т е о р е м а 2. П у с т ь ф у н к ц и я f (t) л о к а л ь н о и н т е г р и р у е м а н а (0, +оо) 
и и м е е т а с и м п т о т и к у (2), п р и ч е м д л я н е к о т о р ы х k0Vo с у щ е с т в у ю т т а к и е 
ч и с л а j k £ N 0 , ч т о |xft = p ( j k + ! ) • Т о г д а д л я л ю б о г о н а т у р а л ь н о г о N с п р а в е д ­
л и в о 
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( i 0 \ . , x P / ) (x) = m x Y' . <-'> V » д * - * Н > + 
УА-'Г (a— y & ) 

ft=0 

, у ( ~ \ V k p d k • ^ a - u - i ) , T V ' T I i—Wpbjk » ( a - j - i ) 

Z j / 4 ! Г ( a — Jk) ^ U Zj / ! Г ( a - / ) 
* - 0 j = v A _ , 

(26) 
k=-i 

г д е с у м м и р о в а н и е в 2 ' б е р е т с я п о т е м k £ N 0 , д л я к о т о р ы х с у щ е с т в у ю т 
т а к и е j k ^ N 0 , ч т о ^ = / > ( л г + 1 ) , а в — п о т е м k £ N 0 , . д л я к о т о р ы х 
V ' k ¥ = P ( J + 1) н и п р и к а к и х / ' £ N 0 . . 

З д е с ь R N ( x ) д а е т с я ф о р м у л о й (9), b ] k , \ , f k ( t ) — с о о т н о ш е н и я м и (10)— 
(12) с о о т в е т с т в е н н о ; 

1 сю 

t 
dt, K£NQ, (27) 

Г (1 + a -

У ! Г ( а - / ) ( / - г l - | W / > ) 
-, £ = 0, 1, ... (28) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Как и при доказательстве теоремы 1, исходим из 
представления (17) для интеграла (14). При тех &£Д/ 0 , для которых pk=f= p ( J + 1) 
ни при каких j £ _ _ N 0 , справедлива оценка (19). При тех же k £ N 0 , для которых 
существуют такие j k £ N 0 , что p k = p ( j k + 1), вместо (19) получаем оценку 

1 

s ( l - a ) y 

/ ! 
/ 7 Х 

^ / + 1 - VmlP J 
m=ft 

N 

/ft + 1 — Н/в//> . 
m=ft+l 

j J i z ^ ^ * - . - « + 1 > J 7 A + 1 (o t ^ - » ^ Pt, (29) 

где-rfft дается (27). Подставляя оценки (19) и (29) в (17) и рассуждая так же,, 
как и при доказательстве теоремы 1, приходим к формуле (26). Теорема до­
казана. 

С л е д с т в и е 2. Пусть функция / ( t ) локально интегрируема на (0, + с о ) и 

-P(l+ft) i __ 

Тогда для любого натурального N 

f (t) ~ £ a k r P K l + R > , 1 = 0 , 1, при t-++oo. 
k = - t 

(30) 
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где 

(/0%;̂ /)(*) = l n * ] g i ^ (31) 
ft=0 ' *'=-/ 

* « , < * » - и ' " ) «»w 
0 

J=0 

>. = £ Ь ^ , А = - / , - / + 1 , . , , - 1 , 

oo 

bk=akV - + dk, k = 0, 1, ... 
Lijl(j — k)T(a— j) 

(33) 

J. со i 

^ (' /ft Ф t"'X ^ + j [ Л (/) tp~l -a-f]dt, k = 0, 1, ... •, (34) 
b l 

Д(^) даются соотношениями (24) с fJ = l. 
З а м е ч а н и е 2. Полагая в (26) / > = 1 , получаем асимптотическое пред­

ставление для дробного интеграла (1): 
N , N 

*=0 ft=0 

ft=0 J = v f t _ ; * = - / 

где суммирование в 2'> 2 " берется так же, как в теореме 2, a RN(x), b}k, 
v f t, dk, ck даются соответственно равенствами (9) —(11), (27), (28) с р = 1 . 
В случае асимптотики (30) с р=\ другая форма представления для /о+ / и 
остаточного члена RN{x) получена в [5]. 

§ 2 . Оценки для остаточных членов и асимптотические 
разложения одномерных дробных интегралов 

Пусть функция f (t) удовлетворяет условиям теоремы 1. Учитывая (12), 
положим 

M N = sup | i W + 1 - W / W + 1 ^ ) | , / ^ + 1 ( 0 = ^ [ / ( ^ ) - 2 a f t r ^ ] . (36) 
/ 6 ( 1 / 2 , » ) k=-l 

Предположим, что величина M N конечна. Тогда из (36) вытекает, что 
| / т 1 ( 4 | < Ж / * + 1 + в д и, следовательно, 

[ f ^ ^ ' ^ d t < - f - J T — , 0 < y < v J V = [ ^ ] . (37) 

Согласно (15) величина L M = sup \r"NgN(t)\ конечна и | g N ( t ) I < L N f N . От-
i v / 6 ( 0 , 1 / 2 ) 

сюда и из (36) имеем оценку 
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1 i 
I f fft+i (XTVP) SN 0 t~bv'Pdt I < МйХ~*"+1+™ f I gA (t) I r^+ilP d t + 
о 1

 0 
1/2 

+ L N x ^ ~ p ^ + 1 ) \ \ f N + 1 (t) I ̂ i v + D - w - i d L ( 3 8 ) 

'o 
Из (37), (38) получаем оценку для остаточного члена (9) представления (8): 

1/2 

Lfj Л«—»jv—1) /• Р(»лг+1)-^ - 1 

' в 

^ . / ^ • ( ^ j i ^ w l r ^ - % < + ) g / | | r > _ j ) | | L [ ^ ( / . + i ) | ) . ( 3 9 ) 

Отсюда вытекает, что 

R N { x ) = О ( ^ < - ^ - Ч ) + О ( х ^ - ^ + 1 ) при J C — + оо, (40) 

и, следовательно, согласно (8) справедливо следующее асимптотическое раз­
ложение для дробного интеграла (4) при х—>+оо: 

оо оо v £ — 1 

( 7 о ° + ; / ) (х) ~ V **7Ыри\ х-"> +YV х*->-\ (41) 
Ш 0 т « - | Ч / Й - J <-J / 1 Г ( а - / ) V 

*="' *=<> 
где b ] k , vft даются соответственно формулами (10), (11). 

В частности, если f (t) имеет асимптотику (20), то для остаточного члена 
(22) представления (21) имеем оценку 

7 1 / 2 . 

| R N ( х ) |< _Ь у*-"-,)J,/n+ i ( 0 , ^ ( i - , - i d t + 

ii 

0 J=0 
где 

MN = sup I (О К + c o , / д , + 1 (0 = Л + 3 [/ ( 0 - 2 akr*k+% 
/6(1/2, oo) 

= sup \t NgN(t)\< + o o . 
/6(0,1/2/ 

(43) 

Из (42) следует, что ^ ( J C ) = О ( x P i a ' N - 1 } ) -f О ( д ^ — Р - " - 1 ) ) при х—+оо, и 
согласно (21) верно следующее асимптотическое разложение для дробного 
интеграла (4) при х - ^ + о о : 

оо оо 

(/oV хР / ) (х) ~ У Г ( 1 + * - р > а * x P i * - k - ' ] + . V - b t o s _ J C ^ * - 1 ' , (44) 

где постоянные b k находятся из равенств (23), (24). 
З а м е ч а н и е 3. В случае асимптотики (2) с / = 0 в работе \7\ получено 

равносильное (41) разложение 
со оо 

(/„V ХР Л \Х) - V V U ~ M l P ) a k х а Р - н , у p J - l ) k M [ f ; p(k + l)] P(,-*-i> ( 4 5 ) 

4 = 0 4 + 0 
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при х - ^ + о о , . где 9Л—преобразование Меллина. Однако в приведенной там 
формуле (1.9) допущены погрешности: во втором слагаемом отсутствует 
множитель р и вместо знака „ + " между двумя асимптотическими рядами 
в (45) стоит знак „ —" (последний факт отмечен в работе [5]). 

Из (25) и (40) вытекает следующее асимптотическое разложение для 
дробного интеграла Римана — Лиувйлля (1): 

^ м - Е И ^ ^ + Е Е т а ^ - <46) 

к—1 

где b j k , vft даются соответственно формулами (10), (11) с р = 1 . В случае 
простейшей асимптотики (20) с р = 1 равносильное (46) разложение получено 
в работе [5]. 

Пусть теперь функция / ( / ) удовлетворяет условиям теоремы 2. Если 
\^kiLP(JJri) ни при каких j ( ^ N 0 , то для остаточного члена R N ( x ) представ­
ления (26) остается верна оценка (39), а следовательно, и (40). Если же су­
ществует j N + 1 £ T V 0 такое, что p N + 1 = p ( j N + 1 + 1), то из (9) получаем следующую 
оценку для R N ( x ) : 

| D (х) 1 < + ^ Р - т + 1 

' N K ..Ar+1' 1 г ( * - / „ + 1 ) | 

vyv+1-2 i 

* Р - т + 1 1 у p I a i ,• J.—V-N+1-IP н А л -
+ x \M"bfl\Ti*-j)-wN+l-Pu+i))+ TW~\ N + l i ) 

j = 0 . 0 

"N+l-2 . . . 

, VI P 1 % N+l I p(a-]-l) , я v P ( "- V Af+l - 1 ) , p « ^ - W + 2 , . 7 ч 

+ 2jyi]r<«—yTl̂  + Л Л + ' ( 4 7 ) 

г д е v ^ j , d N + 1 , M Даются соответственно формулами (10), (11), (27), (36), 
А , В — положительные постоянные, опускаемые ввиду громоздкости. Из (39) 
и (47) вытекает, что при х-->•+oo 

'О ( л : ^ " ' ^ 1 _ 1 ) ) + о ( х а р ~ ^ + 1 ) , если {xN+lf= p ( j + \ ) ни при каких 

Ялг(*)Н (48) 
О ( j c p ( a _ v / v + i _ 1 ) ) + О ( J C ^ W 1 Inх), если p N + 1 = p ( j + 1) для некото­

рого j £ N 0 . 

Тогда из (26) получаем, что при х—>+оо 

{-1)1 ь Р<*к y P O - y i ) + YV (-Q^Wft jJ>(«-J f t-l) 
_ У*1 Г (« -jk) -U k=0 k=0 

со ' 0 0 

+ S ' I 1 ^ T / ' " H ' + S " / ' " " ' (49) 

ft=0 j = v f t _ [ ft--/ 

где суммирование в 2' ' 2" берется так же, как и в теореме 2, а b ] k , \ , d k , 
с к даются соответственно равенствами (10), (11), (27), (28). 

В частности, если f (t) имеет асимптотику (30), то для остаточного члена 
(32) представления (31) имеем оценку 

W > l < ( ^ + 1 ) ! | r ( a _ / v _ 1 ) r , . f c , . •••:[ N U / ! | : г ( а _ у ) 1 ^ + 1 - Л 



о 

где d N + 1 , M N находятся соответственно из равенств (34), (43), с—положи­
тельная постоянная. Из (50) вытекает, что R N (х) = О ( x p ( a ~ N ~ 2 ) In х ) при 
х — * + о о , и, следовательно, верно следующее асимптотическое разложение 
для дробного интеграла (4): 

(АГ+! х>Л{х) ~ Ш х JJ <-»*̂  + Jj , (51) 
й=0 й=-/ 

где Ък даются формулами (33). 
З а м е ч а н и е 4. В работе [7] дан первый член асимптотики (49) интегра­

ла (4) при условии, что функция f { t ) имеет асимптотику (2) с 1 = 0 и сущест­
вует такое m £ N 0 , что ^ 0 = р ( т + 1). 

Из (35) и (48) вытекает следующее асимптотическое разложение для 
дробного интеграла Римана—Лиувйлля (1): 

оо оо 

( /о + / ) (х) - ы х у ; +у.' г 1 " - 1 + 
i J i f t ! r ( a — Jk) Li УА.'Г(а— JK) 
ft-0 ft=0 

где суммирование в 2' ' 2" берется так же, как в теореме 2, a 6y f t, v f t, d k , c k 

даются соответственно формулами (10), (11), (27), (28) с р = \-
В заключение параграфа отметим, что правосторонний дробный интеграл 

(7) имеет более простую асимптотику, чем дробный интеграл (4). Непосред­
ственно доказывается следующая 

Л е м м а . П у с т ь ф у н к ц и я f (t) л о к а л ь н о и н т е г р и р у е м а н а (0, + с о ) и 
и м е е т а с и м п т о т и к у 

оо 

/ (*) ~ 2 о . к Г ^ , а р < ( л 0 < < . . . , l i r a p.ft = + С О яри + р о . 
ft=0 ft-*oo 

Т о г д а д р о б н ы й и н т е г р а л (7) и м е е т п р и х — * + о о с л е д у ю щ е е а с и м п т о т и ­
ч е с к о е р а з л о ж е н и е : 

N 

HI, х Р л (х) = у r ( - ; + * ; * f ) a * х"-**+Rn (х), ( 5 2 ) 
£J г Ш1Р) 

оо N 

г д е R N { x ) = ^ ^ р - х Р ) А - Ч р - 1 \ ^ { 1 ) - ^ Г 1 1 * Л = О { х л р ~ ^ + 1 ) п р и х - * + о о . 

§ 3 . Асимптотические разложения многомерного дробного интеграла 

Используя представление (6) потенцдала Рисса (5) через одномерные дроб­
ные интегралы (4) и (7) и принимая во внимание (41), (44), (49), (51) и (52), 
получаем следующие утверждения. 

Т е о р е м а 3. П у с т ь ф у н к ц и я f ( \ t \ ) л о к а л ь н о и н т е г р и р у е м а н а R" и 
и м е е т а с и м п т о т и к у 

/([*!•) ~ 2 а * | * Г , к * при И . - . + С О , (53) 



a < l*o < th < ••• < Ь-i < « — 2 < [^г< < . . . , l i m = + с о , 

г д е I — ц е л о е н е о т р и ц а т е л ь н о е ф и к с и р о в а н н о е ч и с л о . Е с л и p k * £ n + 2 j ни 
п р и к а к и х k = l , I + 1, . . . , i = 0, 1, т о м н о г о м е р н ы й д р о б н ы й и н т е г р а л 
(5) и м е е т п р и \х\—>+оо а с и м п т о т и ч е с к о е р а з л о ж е н и е 

У М 1 ' Z j * Г 0 V 2 ) Г ((а + / г - M ) / 2 ) 1 ZJ Z j у! Г ( а / 2 - у ) ' 1 

где 
DO 

= j Л (0 ^ + n - ^ - ' - 1 Л , j = 0, 1, ... , . k = l , I + l r . . . , (54) 
0 

ft. - i = V , = 0, 4 k = [ { H - n ) l 2 \ + I , k = l , 1 + 1, (55) 

A (0 = ^ - . - ^ - з / ^ , (/) - a k _ x , A = / + 1, / + 2, ... (56) 

С л е д с т в и е 3. Пусть функция / ( | * | ) локально интегрируема на R n и 
со 

f { \ t \ ) ~ ^ a k \ t \ - W ) , р > 0 , при U H + o o , (57) 

причем я/2 — / < \Ъ < n / 2 — I + 1 для фиксированного целого неотрицательного 
/ < « / 2 . Тогда многомерный дробный интеграл (5) имеет при \х\—>+оо асимп­
тотическое разложение ' 

оо оо 

( Г / ) ( | л - | ) ~ У a k г,(Р + * - » / 2 ) Г ( > , / 2 - р - й ) , г « - а у ± d V ^ _ , х j i 

где 

/, {t) = f — 2 ( 1 1 % f ) (i) - ' y j r(fe + P-« /z>** R 2 ( f t + P ) + N - 2 1 

Й = О Г ^ + ^ 

Д (t) = * 2 / f t - i (*) - ctk_x, k = /, / + 1, ... ' (58) 

Т е о р е м а 4. П у с т ь ф у н к ц и я f ( \ t \ ) л о к а л ь н о и н т е г р и р у е м а н а R " и 
и м е е т а с и м п т о т и к у (53), п р и ч е м д л я н е к о т о р ы х k = l , 1 + 1, ... с у щ е с т в у ю т 
т а к и е ц е л ы е н е о т р и ц а т е л ь н ы е ч и с л а j k , ч т о \ л к = п + 2 j k . Т о г д а м н о г о м е р ­
н ы й д р о б н ы й и н т е г р а л (5) и м е е т п р и | х | — > + с о а с и м п т о т и ч е с к о е р а з л о ж е ­
н и е 

(Г / ) ( | X | ) ~ In | X I У ' 2 ( - 1 ) ' * « * Г ( ( | Ц - , ) / 2 ) | х Гп-Щ + 

V , —1 

Z i У * ! Г ( * / 2 - / А ) 1 1 Z j У! Г(а/2 — У ) ' ZJ * . ' . 

г д е с у м м и р о в а н и е в 2 ' б е р е т с я п о т е м k = l , 1 + 1, д л я к о т о р ы х сущест­
в у ю т , т а к и е ч и с л а j k £ N 0 , ч т о ^ = / г + 2/ f t ; a б 2" ~ гао•/и^лг А = /, / . . . " » 
для к о т о р ы х p k = f c n + 2 j н и п р и к а к и х j £ N 0 [ b 1 k , v f t, / f t (* ) ' д а ю т с я с о о т * 
в е т с щ в щ н о р а в е н с т в а м и (54) — (56), 



1 оо 

~ V ° 4 ' d t , k = I f k ( t ) t ^ ^ - H - x - 1 d t + \ \ f h ( t ) t 2 h + n - 4 - r * _ *)/2)** 
J J Г (uW2) t 
"0 1 

_ Г ( ( р * - » ) / 2 ) Т ( ( в - и * ) / 2 ) 
Г W I ( ( « + « - № ) / 2 ) 

Г (PA/2) f 

a f e ) £ = 0, 1, .„„ /— 1; 

ZJ у! Г (В/2—у) (у - ( M - я)/2) Т(м/2) 

С л е д с т в и е \ . Пусть функция f { \ t \ ) локально интегрируема на R n и 
имеет асимптотику (57), причем § = n/2 — I для некоторого целого неотрица­
тельного /, т .е . 

со 

f { \ t \ ) ~ ^ a k \ t \ - * h - * - n при 1 Л - . + С О . 

Тогда многомерный дробный интеграл (5) имеет при |.эс|—>+оо асимптоти­
ческое разложение 

со оо 

K V l 1 1 ' i J £ ! Г ( а / 2 — k)V{k—l + nl2) 1 1 Zj * ' 1 

£ = / A = 0 

где 
Г ( * - / + ( п - а ) / 2 ) Г ( / - * ) 

* Г(Л — / + л/2) Г (a/2 + / — Ai) ft 

d = R ( ( " - A ) / 2 ) e j _ _ 2 f / / A T((n-a)l2)ai 
1 Г (л/2) Г £ У!УГ ( а / 2 - Л , П Г ( а / 2 - 0 j [ 1 W Г (и/2) f J 

СО 

d = г ( й - г + ( « - а ) / 2 ) y i ( - i y , 

к T(k~l + n/2) kLl у! ( У - й ) Г ( а / 2 - У ) J = 0 

2 ( - 1 ) * Г Г/ л / л Г (й - / + (и - а)/2) ак 

Г (fc — / + и/2) t 
л , £ = / + 2, 

даются (58). 
В заключение отметим, что полученные в теоремах 1 — 4 и следствиях 

1—4 результаты можно применить для нахождения асимптотического решения 
(см. [6J, § 16) интегральных уравнений первого рода Io+-xpf = g и / " / = £. 
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