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Рассматривается целая функция, коэффициентами которой являются произведения и част-
ные конечного числа гамма-функций. Вычисляется порядок и тип такой функции, извест-
ной как обобщенная функция Райта. Даются приложения для вычисления порядков и
типов обобщенной функции Миттаг–Леффлера с четным и нечетным числом параметров
и обобщенной гипергеометрической функции. Приводятся специальные случаи, включаю-
щие функции Райта, Миттаг–Леффлера и вырожденную гипергеометрическую функцию
Куммера.

Введение. Рассмотрим специальную функцию, определенную для целых неотрицатель-
ных p, q ∈ N0 = {0, 1, 2, . . .} (p2+q2 6= 0), комплексных ai, bj ∈ C и действительных αi, βj ∈ R

(αi, βj 6= 0; i = 1, 2, . . . , p; j = 1, 2, . . . , q) степенным рядом

pΨq(z) ≡ pΨq

[
(ai, αi)1,p

(bj , βj)1,q

∣∣∣∣z
]

=

∞∑

k=0

p∏

i=1

Γ(ai + αik)

q∏

j=1

Γ(bj + βjk)

zk

k!
(z ∈ C). (1)

При этом пустые произведения в (1), если таковые имеются, считаются равными единице. Эта
функция известна как обобщенная функция Райта [1, § 4.1, 2, § 1.11] по имени английского
математика Райта, исследовавшего ее свойства в [3–5].

Специальный случай функции (1) в виде

φ(β, b; z) ≡ 0Ψ1

[

(b, β)

∣∣∣∣∣ z
]

=

∞∑

k=0

1

Γ(b+ βk)

zk

k!
(z ∈ C) (2)

с b ∈ C и β ∈ R (β 6= 0) введен в работе [6] и называется функцией Райта [7, § 18.1]. Если
положить β = ω, b = ν + 1 и заменить z на −z, то функция φ(µ, ν + 1;−z) принимает вид

φ(ω, ν + 1;−z) =

∞∑

k=0

(−1)k

Γ(ν + 1 + ωk)

zk

k!
≡ Jω

ν (z). (3)

Jω
ν (z) известна как функция Бесселя–Майленда [8, (11.63)] или обобщенная функция Бес-

селя–Райта [9, (E.36)].
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Асимптотическое поведение функции φ(β, b; z) при z → ∞ исследовано в [10, 11], где
получены первые члены ее асимптотики в случаях β > 0 и −1 < β < 0 соответственно.
В работах [3–5] эти результаты распространены на обобщенную функцию Райта pΨq(z), z ∈ C,
при выполнении условия

q∑

j=1

βj −
p∑

i=1

αi > −1. (4)

Заметим, что соответствующие результаты для pΨq(z) в некоторых частных случаях установ-
лены в [12].

Свойства обобщенной функции Райта (1) изучены в [13–15]: в работе [13] доказаны усло-
вия существования pΨq(z) и установлены ее представления в виде контурных интервалов
Меллина–Барнса [1, § 1.19] и так называемой H -функции [16, гл. 1, 2], в [14] получены фор-
мулы дробного интегрирования и дифференцирования, а в [15] – формула дифференцирова-
ния pΨq(z). При этом в работе [13, теорема 1] доказано, что pΨq(z) есть целая функция от z
при условии (4); в частности, φ(β, b; z) — целая функция от z при β > −1.

Настоящая работа посвящена вычислению таких параметров обобщенной функции Рай-
та (1), как порядок и тип. Для целой функции f(z) ее порядок ρ и тип σ определяются
следующими формулами [17]:

ρ = lim
r→+∞

ln lnMf (r)

ln r
, σ = lim

r→+∞

lnMf (r)

rρ
, (5)

где Mf (r) = max
|z|=r

|f(z)|.
Доказываем формулы порядка и типа обобщенной функции Райта pΨq(z); в частности,

функций φ(β, b; z) и Jω
ν (z) в (2) и (3). Мы применяем полученные результаты для вычисления

порядка и типа обобщенных функций Миттаг–Леффлера [2, § 1.9; 18]

E((αi, βi)1,n; z) =

∞∑

k=0

zk

n∏

i=1

Γ(αik + βi)

(z ∈ C) (6)

и

Er((αi, βi)1,n; z) =

∞∑

k=0

(r)k
n∏

i=1

Γ(αik + βi)

zk

k!
(z ∈ C), (7)

где n ∈ N = {1, 2, . . .}; r, βi ∈ C; αi ∈ R (α 6= 0; i = 1, 2, . . . , n), (r)k (r ∈ C, k ∈ N) —
символ Похгаммера:

(r)0 = 1, (r)k = r(r + 1) . . . (r + k − 1) (k ∈ N),

а также для обобщенной гипергеометрической функции [2, § 4.1]

pFq[a1, . . . , ap; b1, . . . , bq; z] =

∞∑

k=0

p∏

i=1

(ai)k

q∏

j=1

(bj)k

zk

k!
(z ∈ C), (8)

где p, q ∈ N0; ai, bj ∈ C (i = 1, 2, . . . , p; j = 1, 2, . . . , q) и пустые произведения, если такие
имеются, считаются равными единице.

16



Как следствие, мы выводим формулы порядка и типа для функций (6)–(8) с n = 1,
n = 2 и получаем известные формулы для классической функции Миттаг–Леффлера [7, § 181;
19, гл. VI, §1]

Eα,β(z) =
∞∑

k=0

zk

Γ(αk + β)
(α > 0, β ∈ C; z ∈ C) (9)

и функции [19]

Er
α,β(z) =

∞∑

k=0

(r)k
Γ(αk + β)

zk

k!
(αi > 0, βi ∈ C; z ∈ C). (10)

Отметим, что в последнее время возрос интерес к изучению функций Райта (2) и Миттаг–
Леффлера (9), их обобщения (1) и (6), других обобщений и модификаций (2), (9) в связи с тем,
что в терминах таких функций выражаются явные решения дифференциальных уравнений с
обыкновенными и частными дробными производными [2, гл. 4–7].

1. Порядок и тип обобщенной функции Райта. Пусть p, q ∈ N0 (p2 + q2 6= 0),
ai, bj ∈ C и αi, βj ∈ R (αi, βj 6= 0; i = 1, 2, . . . , p; j = 1, 2, . . . , q). Введем обозначения

∆ =

q∑

j=1

βj −
p∑

i=1

αi, (11)

δ =

p∏

i=1

|αi|−αi

q∏

j=1

|βj |βj , (12)

µ =

q∑

j=1

bj −
p∑

i=1

ai +
p− q

2
; (13)

при этом пустые суммы в (11), (13) и пустые произведения в (12), если таковые имеются,
считаются равными соответственно нулю и единице.

Имеет место следующее утверждение.
Теорема 1. Пусть p, q ∈ N0 (p2 + q2 6= 0), пусть ai, bj ∈ C и αi, βj ∈ R (αi, βj 6= 0;

i = 1, 2, . . . , p; j = 1, 2, . . . , q) и пусть ∆ и δ даются формулами (11) и (12). Если ∆ > −1,
то обобщенная функция Райта pΨq(z) есть целая функция порядка

ρ =
1

∆ + 1
=

( q∑

j=1

βj −
p∑

i=1

αi + 1

)−1

(14)

и типа

σ =
δ−ρ

ρ
=

( q∑

j=1

βj −
p∑

i=1

αi + 1

)( p∏

i=1

|αi|αi

q∏

j=1

|βj |−βj

)1/(
∑q

j=1 βj−
∑p

i=1 αi+1)

. (15)

Доказательство. Условие ∆ > −1 равносильно условию (4) и поэтому, как указано во
введении, pΨq(z) есть целая функция от z ∈ C. Докажем формулы (14) и (15). Для этого
перепишем (1) в виде степенного ряда

pΨq(z) =

∞∑

k=0

ckz
k, ck =

p∏

i=1

Γ(ai + αik)

q∏

j=1

Γ(bj + βjk)

1

k!
. (16)
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Согласно [17, (1.05) и (1.06)], порядок ρ и тип σ целой функции
∑∞

k=0 ckz
k выражается через

коэффициенты ck :

ρ = lim
k→∞

k ln k

ln
1

|ck|
, (17)

(σeρ)1/ρ = lim
k→∞

(k1/ρ k
√

|ck| ). (18)

Для коэффициента ck, даваемого в (16), имеет место асимптотическая формула [13, (2.10)]

|ck| ∼ A

(
k

e

)−(∆+1)k

δ−kk−[Re(µ)+1/2] (k → ∞), (19)

где ∆, δ и µ даются (11)–(13),

A = (2π)(p−q−1)/2

p∏

i=1

|αi|Re(ai)−1/2

q∏

j=1

|βj |Re(bj)−1/2

.

Следовательно, на основании (19)

ln
1

|ck|
∼ (∆ + 1)k ln k (k → ∞).

Подставляя эту оценку в (17), имеем

ρ = lim
k→∞

k ln k

(∆ + 1)k ln k
=

1

∆ + 1
,

что доказывает (14). В силу (19)

k
√

|ck| ∼
(
k

e

)−(∆+1) 1

δ
(k → ∞),

и поэтому с учетом (16) имеем

lim
k→∞

(k1/ρ k
√

|ck| ) = lim
k→∞

[
k1/ρ

(
k

e

)−1/ρ 1

δ

]
=

1

δ
e1/ρ.

Подставляя это выражение в (19), получаем

(σeρ)1/ρ =
1

δ
e1/ρ

и, следовательно, σ =
1

ρ
δ−ρ, что доказывает (15). Теорема доказана.

Следствие 1. Если β > −1 (β 6= 0) и b ∈ C, то порядок и тип целой функции φ(β, b; z)
даются формулами

ρ =
1

β + 1
, σ = (β + 1)|β|β . (20)

Следствие 2. Если ω > −1 (ω 6= 0) и ν ∈ C, то порядок и тип целой функции Jω
ν

даются формулами

ρ =
1

ω + 1
, σ = (ω + 1)|ω|ω. (21)
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Доказательство. Согласно (2) и (3) параметры ∆ и δ в (11), (12) принимают соответ-
ственно вид ∆ = β, δ = |β|β и ∆ = ω, δ = |ω|ω. Поэтому (20) и (21) вытекают из (14) и (15).

2. Порядок и тип обобщенных функций Миттаг–Леффлера. Так как k! = (1)k
(k ∈ N0), то обобщенную функцию Миттаг–Лефлера (6) можно представить как обобщенную
функцию Райта (1) с p = 1 и q = n вида

E((αi, βi)1,n; z) = 1Ψn

[
(1, 1)

(βi, αi)1,n

∣∣∣∣z
]
. (22)

Параметры ∆ и δ в (11) и (12) для обобщенной функции Райта в (22) принимают вид

∆ = α1 + . . .+ αn − 1, δ =

n∏

i=1

|αi|αi . (23)

Поэтому из теоремы 1 вытекает следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть n ∈ N и пусть αi ∈ R, βi ∈ C (i = 1, 2, . . .). Если α1 + . . .+ αn > 0,
то обобщенная функция Миттаг–Леффлера E((αi, βi)1,n; z) есть целая функция порядка

ρ =
1

α1 + . . .+ αn
(24)

и типа

σ =

n∏

i=1

(
α1 + α2 + . . .+ αn

|αi|

)( αi
α1+α2+...+αn

)

. (25)

Следствие 3. Если α > 0, β ∈ C, то порядок и тип функции Миттаг–Леффлера Eα,β(z)
даются формулами

ρ =
1

α
, σ = 1. (26)

Следствие 4. Пусть α1, α2 ∈ R и β1, β2 ∈ C. Если α1 + α2 > 0, то порядок и тип
обобщенной функции Миттаг–Леффлера

Eα1,β1;α2,β2(z) =

∞∑

k=0

zk

Γ(α1k + β1)Γ(α2k + β2)
(27)

даются формулами

ρ =
1

α1 + α2
, σ =

(
α1 + α2

|α1|

) α1
α1+α2

(
α1 + α2

|α2|

) α2
α1+α2

. (28)

Замечание 1. Формула (26) порядка и типа классической функции Миттаг–Леффлера (9)
хорошо известна (см., например, [7, § 18.1, 19, гл. III, р. 1]).

Замечание 2. В случае α1 > 0, α2 > 0 формула (28) порядка и типа обобщенной функции
Миттаг–Леффлера (27) получены в работе [20].

Замечание 3. При αi > 0 (i = 1, 2, . . . , n) формулы (24), (25) порядка и типа обобщенной
функции Миттаг–Леффлера (6) доказаны в [21].

Обобщенная функция Миттаг–Леффлера (7) совпадает с обобщенной функцией Райта (1)
с p = 1 и q = n с точностью до постоянного множителя:

Er((αi, βi)1,n; z) =
1

Γ(r)
pΨq

[
(Γ, 1)

(βi, αi)1,r

∣∣∣∣z
]
. (29)
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Параметры ∆ и δ в (11) и (12) для обобщенной функции Райта (29) представлены форму-
лой (23). Поэтому из теоремы 1 получаем следующий результат.

Теорема 3. Пусть n ∈ N и пусть r, βi ∈ C, αi ∈ R (i = 1, 2, . . . , n). Если α1+. . .+αn>0,
то порядок и тип обобщенной функции Миттаг–Леффлера Er((αi, βi)1,n; z) даются форму-
лами (24) и (25).

Следствие 5. Если α > 0 и r, β ∈ C, то порядок и тип обобщенной функции Миттаг–
Леффлера Er

α,β(z) даются формулами (26).
Следствие 6. Пусть α1, α2 ∈ R и r, β1, β2 ∈ C. Если α1 + α2 > 0, то порядок и тип

обобщенной функции Миттаг–Леффлера

Er
α1,β1;α2,β2

(z) =

∞∑

k=0

(r)k
Γ(α1k + β1)Γ(α2k + β2)

zk

k!

даются формулами (28).
Замечание 4. Формула (26) порядка и типа обобщенной функции Миттаг–Леффлера (10)

доказана в работе [22].
3. Порядок и тип обобщенной гипергеометрической функции. Используя формулу

(z)k =
Γ(z + k)

Γ(z)
(z ∈ C, k ∈ N0),

представим обобщенную гипергеометрическую функцию (8) в виде обобщенной функции Рай-
та (1) с точностью до постоянного множителя:

pFq[a1, . . . , ap; b1, . . . , bq; z] =

q∏

j=1

Γ(bj)

p∏

i=1

Γ(ai)

pΨq

[
(ai, 1)1,p

(bj , 1)1,q

∣∣∣∣∣ z

]

. (30)

Параметры ∆ и δ в (11) и (12) для обобщенной функции Райта в (30) принимают вид

∆ = q − p, δ = 1.

Из теоремы 1 вытекает следующее утверждение.
Теорема 4. Пусть p, q ∈ N0 (p2+q2 6= 0) и пусть ai, bj ∈ C (i=1, 2, . . . , p; j=1, 2, . . . , q),

bj 6= 0,−1,−2, . . . (j = 1, 2, . . . , q). Если q−p > −1, то pFq[a1, . . . , ap; b1, . . . , bq; z] есть целая

функция от z ∈ C порядка ρ =
1

q − p+ 1
и типа σ = q − p+ 1.

Следствие 7. Если p ∈ N и ai, bi ∈ C (bi 6= 0,−1,−2, . . . ; i = 1, 2, . . . , p), то обобщенная
гипергеометрическая функция

pFp[a1, . . . , ap; b1, . . . , bp; z] =

∞∑

k=0

( p∏

i=1

(ai)k
(bi)k

)
zk

k!

есть целая функция от z ∈ C порядка ρ = 1 и типа σ = 1.
Следствие 8. Если q ∈ N и a, bi ∈ C (bi 6= 0,−1,−2, . . . ; i = 1, 2, . . . , q), то обобщенная

гипергеометрическая функция

1Fq[a; b1, . . . , bq; z] =

∞∑

k=0

(a)k
q∏

i=1

(bi)k

zk

k!

есть целая функция от z ∈ C порядка ρ =
1

q
и типа σ = q.
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В частности, вырожденная гипергеометрическая функция Куммера [1, §61]

1F1[a; c; z] ≡ Φ(a; c; z) =
∞∑

k=0

(a)k
(c)k

zk

k!

с a, c ∈ C (c 6= 0,−1,−2, . . .) есть целая функция от z ∈ C порядка ρ = 1 и типа σ = 1.

Работа выполнена в рамках проекта “Обобщенные гипергеометрические функции и их при-
ложения в математике и механике”, входящего в Государственную программу фундаменталь-
ных исследований “Математические модели”, и при поддержке Белорусского республиканского
фонда фундаментальных исследований (проект ФО8МC-028).
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A. A. Kilbas, V. V. Lipnevich

Orders and types of the Wright and Mittag–Leffler functions

Summary

An entire function, with coefficients involving products and quotients of a finite number of gamma

functions, is considered. The order and the type of such a function, known as the generalized Wright

function, are evaluated. Applications are given to evaluate the orders and types of the generalized Mittag–

Leffler functions will even and odd parameters and of the generalized hypergeometric function. Special

cases involving in particular Wright, Mittag–Leffler and the confluent hypergeometric Kummer functions are

presented.
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