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ОБОБЩЕНИЕ ТЕОРЕМЫ ХАРДИ-ЛИТТЛВУДА 
О ФУНКЦИЯХ С ПРОИЗВОДНОЙ ИЗ ПРОСТРАНСТВА Нг 

А. А. Пекарский 

Для функции /, аналитической в круге D={z: | s | < l } , p^(0, <»] 
я r e [0? 1) положим 

M p ( / , r ) = ^ J j / ( r e ^ ) | p ^ ) 1 / " при 0 < р < * е , 

М*о (А У) = max | / (геи) | при р = <х>. 

Согласно определению (см., например, [4]) / принадлежит простран­
ству Харди Яр, если 

| | / | | i r : = Н т Д / р ( / , г ) < с с . 

Указанный предел существует ввиду неубывания МР (/, г). Функция 
/ е # р почти для всех ze^Z> имеет некасательные предельные значе­
ния, которые мы обозначаем также через f(z). При этом Л/р(/, 1) 
совпадает с \\f\\Hp. 

Через Т обозначим факторгруппу K\2nZ, которая каждому #<=R 
ставит в соответствие класс x=x+2nZ, содержащий х. Топология в Т 
задается метрикой d(x, #)—min{ \x—у+2пк\: k^Z}. Пусть / — отре­
зок действительной оси или факторгруппа Т. Через Lp( /) , 0</?<°°, 
обозначаем пространство Лебега комплексных функций g на /, наде­
ленных стандартной квазинормой l|g||pHl?IUpe>-

В теории пространств Нр хорошо известна следующая теорема 
Харди — Литтлвуда (см. [1] и [2], а также [3]). 

ТЕОРЕМА 1. Пусть функция / е # ь g(t)=^f(ei() и o>(g, •) -модуль 
непрерывности g в £,(Т). Тогда следующие условия равносильны: 

(a) f еЯ,; 
(b) g п. в. на Т совпадает с некоторой абсолютно непрерывной 

функцией; 
(c) g п. в. на Т совпадает с некоторой функцией ограниченной ва­

риации; 
(d) (о(£, 6) =0(6) при 6-»0. 
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Наша цель дать обобщение этой теоремы для высших производ­
ных и пространств Нр. Для этого понадобятся следующие определе­
ния. Пусть / — отрезок, s«=N, 0<р^°° и 0<q<°°. Через 2?,-i(#, LP(I))> 
g*=Lp(I), обозначим наилучшее приближение g в LP(I) алгебраиче­
скими полиномами степени не выше s—1. Функцию g^Lp(I) назы­
ваем функцией ограниченной (р, s, q)-вариации, если существует 
такое число V>0, что для всех п=0, 1, 2, . . . и всех разбиений 

-oo<f u </ 1 </ 2 <^^ . . .^t2n<hn+i^t0+2n (1) 
факторгруппы Т выполняется неравенство 

[ X L Е'~1 {ёг Lp lt'ikt ' * + ^ * Г " < V' (2) 
Нижнюю грань чисел V, для которых верно (2) для всех разбиений 
(1), называем (р, s, q)-вариацией функции g и обозначаем через 
Vp,*,q(g)- Далее, g называем (р, s, q)-абсолютно непрерывной функ­
цией, если для любого е>0 существует такое б—б(е)>0, что для лю­
бого разбиения (1), удовлетворяющего условию 

неравенство (2) выполняется с У=е. 
Очевидно, функция (<», 1, 1 ̂ -ограниченной вариации ((<», 1, 1)-

абсолютно непрерывная) совпадает п. в. на Т с некоторой функцией 
ограниченной вариации (абсолютно непрерывной) в классическом 
смысле. Ранее понятия обобщенной вариации и обобщенной абсолют­
ной непрерывности встречались в работах Н. Винера, Я. Петре, 
Ю. А. Брудного, Е. П. Долженко и других авторов. 

Для g<=Lp(T), s«=N и й^О введем также 

V (g, х) = V " (-1)»-" C*g (х + kh) 
— s-ю конечную разность с шагом h и 

Wp,. (g, 6) = sup || Дл
в (gr, •) ||г (т) 

— s-и модуль гладкости в LP(T). 
Для функции /, аналитической в D, положим f[i}(z)=izf(z) и 

f8](z) = (f[s~l](z))[l] при 5=2, 3, . . . Иначе говоря, если z=re", то 
_/[e,(z)=d7(re")/(!**. Через #<Д 0<о^°°, обозначим множество функ­
ций / таких, что /и 1еЯ а . Согласно теореме Харди — Литтлвуда [2]? 

1 
[4] имеют место вложения Я0

5<=:Я00 при — < ^ s и На
8^Нр при 

1 1 
*0<СР<С°° И — = s Н • 

^ ^ о р 
Основным результатом данной статьи является 
ТЕОРЕМА 2. Пусть />е(0, °°], *eN, o « ( * + — )"*, / е Я в и 

=/ (е") . Тогда следующие условия равносильны: :88 



(a) /eff0-; 
(b) g — (p. s, а)-абсолютно непрерывна на Т: 
(c) g —функция ограниченной (/?, s, о)-вариации: 
(d) ©„,.($. 6)=0(6*) при 6 - 0 . 
3>амечание. Импликация (а) =^(d), хорошо известная для 0 ^ 1 , 

на случай о<1 была распространена Е. А. Стороженко [8] методом, 
отличным от данной работы. 

Доказательству теоремы 2 мы предпошлем теоремы 3, 4 и 
лемму I. с 

Действительнозначную функцию (р^Са~* (Т). seN. называем s-npo-
стощ если ф'*"1' абсолютно непрерывна и ф(в,е£0О(Т). Наименьший 
отрезок /с:/(ф). содержащий эиррф, будем называть опорным для ф. 
Причем если /=Т , то дополнительно предполагается существование 
точки ^ Т такой, что ф(^о)=ф'(^о)=.. .=фи^ь(/о)==0. Пусть /== 
eUo, / J , /„<*1^*о+2я. Тогда 

<Р W = (g—i)f S | / ' - ^ ^ W d T ' ' е [ ' • • '• + 2 дЬ (3) 

и, следовательно, 

11Ф11»<-Д-|/П1Ч*'Ч1-> <4> 

где (У|=|/(ф) | =/,—/,. — длина отрезка У. В дальнейшем важную роль 
играет величина 

^a(<p):=|/|T||v^|U ог>°-
Пусть seN и О<0^°°. Говорим, что функция g из £а(Т) принад­

лежит пространству 5(?Д если g(0=ssR©/(^')^ гДе / s # o s и Im/(0)—О. 
Очевидно, такая функция / единственна. Квазинорму в Ж« введем 
следующим образом: 

\Ш^-\\Г\\п«« 
ТЕОРЕМА 3. Пусть $€=К 0</><оо и о--= 1$ 4 | ' . Тогда 

функция g^L0(T) принадлежит Ж/ в том и только том случае, когда 
существуют постоянная aeR и последовательность {ф4?=1 s-простых 
функций, удовлетворяющих условиям 

а+ У 1 " Ф1г(0=вГ(0 п. в, на Т. (6) 

При этом 
il?ll$8 :=inf {(?: выполняются соотношения (5) z/ (6)} 

является квазинормой в Ж0\ эквивалентной | |g[!^. 



Эта теорема является следствием результата Р. Койфмана [5] об 
атомическом разложении пространства Re# c при о<1, см. также [7]. 

ЛЕММА 1. Пусть s, р и о те же, что и в теореме 3, ф —• s-простая 
функция и 

где %(£, У) —характеристическая функция отрезка / = / ( ф ) . Тогда для 
любого отрезка /с:Т имеет место неравенство 

£,_1(Ф^р(/))<(5 /А(<)°а<)1 /0 . (7> 

Д о к а з а т е л ь с т в о заключается в рассмотрении следующих 
случаев (а) /с :Т\ / ; (Ь) / с / ; (с) / с / ; (d) / П / # 0 , но 1Ф1 и / £ / . Слу­
чай (а) очевиден: ф(*)=0 на I и, следовательно, Е8-{(ц>, L p ( / ) )=0 . 
В случае (Ь) неравенство (7) немедленно следует из (4): 

Я,_х (Ф, Lp (/)) < || Ф ||р < (Ĵ  h (t? dtf 

В случае (с) имеем (см., например, [6, с. 163]) 

*н(?,£.№)<Д-||<Р»|и 

и, следовательно, 

^.1(9,Lp(/))<i-i/i,+^iiV(»)iu=(5^(o<'d<)1/0. 

В случае (d) предположим, например, что 7= [а, р], / = [f0, til 
и а« 0 <р<^1<а+2я. Тогда из (3) получим, что | Ф ( * ) | < 

< 7 f ( P — 'o)'llq>(,)IU ПРИ *е[*.»Р] и, значит, £ . 4 (<р,£,(/))< 

ТЕОРЕМА 4. Яуст-ь seN, 0 < р < » , а = (s + — \ * и g<=3@,: 
Тогда g^Lp(T) и существуют постоянная C=C(s, p)>0 и неотрица­
тельная функция AeZ-e(T) такие, что 

l № a ( T > < C | H l v (8) 

и для любого отрезка / с Т выполняется неравенство 

Е„ (g, Lp (/)) < (J h (ty itj'0. (9) 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Как отмечалось выше. Ha*aHv и, значит, 
g&LP(T). Пусть ср* — s-простые функции из теоремы 3. a hh — соответ­
ствующие им функции из леммы 1. Покажем, что 

* ( | ) :=[11^^ (' )аГв§ ' е т 

удовлетворяет условиям (8) и (9). Действительно. (8) следует из 
теоремы 3: 

| № ° = EL11 W = ̂ £ln**.ote*r<C°\\g\&l 

Для доказательства (9) положим g=min{l. p) и воспользуемся тео­
ремой 3 и леммой 1. Для любого отрезка /с:Т из (6) получаем 

Д м (g. Lp (/))« < V " Е,.х (ф„ Lp (/))« < V м (С hk (t)° dt 

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2 осуществляется по схеме (а)=*-
=̂  (Ь) =*• (с) =*• (d) =*- (а). Импликация (а) =*- (Ь) следует из теоремы 4: 
функции Re/(еи) и1т/(е") принадлежат Ж5 . Импликация (Ь)=>(с) 
очевидна: достаточно в определении (р, s, о)-абсолютной непрерыв­
ности положить 6=2л. 

(• 2л 1 Получим импликацию (с)=ф((1). Для hEz ( 0. —-̂ - положим т^ 

= [|Lb( = f2!/.Mli)ln// = f i ! / . 2» (/ + « + 1)1 
[ /г J ' L m m J L m m J 

Через Pj обозначим полином степени не выше 5—1 наилучшего 
Z>j (/;) -приближения функции g. Для к=0. 1, . . . ? s и /=0, 1, . . . , т — 1 

г 2л/ f l 2л(/-г1) , , , 1 г г-г имеем — — - Av*. -— г Атг = : Iji: CZ / , и. следовательно, 

IIV(*.-)IU"=^ |V(«r.*)|*dt = V'"~4 |Д,л*—/V)N'< 

<УГ_1\' (X* (Сгк(^А-л)-^с-ь^)И(1<< 
<(82уУ'"~Ч |«r(0-P;(0|"^. 

Согласно условию (с) g является функцией ограниченной (р, s, о)-
вариации? т. е. существует такое F^O, что неравенство (2) выполня­
ется при q=o для любого разбиения вида (1). Для &=0, 1, . . . , $ 
через Nh обозначим множество чисел /=0. 1. . . . . т—1. удовлетворяю­
щих условию /=fc(mod($+l)). Отрезки {/7},-Лд. пересекаются раз­
ве лишь по граничным точкам. Поэтому, применяя неравенство 
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Гёльдера, из (2) получим 

г-S-
<Z„\'.t>'«<*.L,W<(**±*)- 'V 

Таким образом, получаем импликацию (c)=^(d) 
\ i / a 

, л, IIАА' (g,. •) 11а < «2е ( £ [ = Л,)17" < С (., р) А V . 

Для доказательства импликации (d)=^(a) введем вспомогатель­
ную функцию 

Д, s(z)=YS (— 1)-* С / / (zeikh)r h > О, 

принадлежащую пространству #0. Согласно условию (&<,,* (g, б) = 
=0(6S) при 6-^0 и, значит, существует такое i£>0, что при всех А>0 
справедливо неравенство 

Ma(ks,i)<Kh°. 
Ввиду неубывания Д/а(/м» г) относительно г^[0, 1] отсюда получим, 
что 

Ma(h-8fhf8j r)^K при 0^г<1. 
Фиксируя здесь г^[0, 1) и полагая й-*0, будем иметь 

M9(F\ r)<ff." 
Пространства Ha

s и 36^ важную роль играют в задачах рацио-
нальной аппроксимации [9]. Теоремы 1, 2 и 3 позволяют ввести но­
вые эквивалентные квазинормы в этих пространствах. Например, 
имеет место 

Следствие . Пусть seN., Кр^оо^ а = ($Н J , g^Li(T) 
и g — сопряженная функция. Тогда g^3tHa

s в том и только том случае, 
когда выполняется хотя бы одно из условий 

||g ||£>.: = ИпТ 6~* [<оа, s (g, б) + (оа, s (g, б)] < оо, 

\\g\\%\°-- = Vp,St0(g) + Vp,s,«(g)<Coc. 

При этом ||;|| (~» и ||;||(~ * являются квазинормами в Э@а\ эквива-
лентными ||g||x 

*а* 
Гродненский государственный Поступило 
университет им. Я. Купалы 17.12.91 
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