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функция 
5936,2512

)(
2

−
=

z
zzg  отображает указанную область на верх-

нюю полуплоскость. Таким образом, функция 
90

)( ϕϕξ ogz ==  кон-

формно отображает область '
1D  на { }0Im: >ξξ . Значит, функция 

90 ϕξξ oaga ===  отображает область 1D  на полуплоскость { }0Im: >ξξ . 
Конформное отображение полуплоскости { }0Im: >ξξ  на полуполосу 1G  
найдено в разделе 2. Таким образом, функция 

9
)( ϕξ ooo gahhzww ===  конформно отображает область 1D  на полу-

полосу 1G . Как и в разделе 2, строим находим конформное отображение 
области D  на область G  с помощью принципа симметрии.  
Замечание. Рассматриваемая в работе задача связана с исследованием 

эффективных свойств двумерных композиционных материалов (см. [4]). 
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УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ ПОЛУНЕПРЕРЫВНОЙ ФУНК-
ЦИИ ПОЛЕЗНОСТИ НА ПРЕДУПОРЯДОЧЕННОМ МНОЖЕСТ-

ВЕ, СНАБЖЕННОМ ТОПОЛОГИЕЙ 

Е. В. Гирейко 

ВВЕДЕНИЕ 

Основное предположение, сделанное пионерами классической микро-
экономики такими, как Эджворт и Парето, заключалось в том, что ран-
жирование потребительских предпочтений может быть всегда измерено 
численно, связывая с каждым возможным набором товаров действитель-
ное число, которое измеряет его полезность. И только через несколько 
десятилетий была установлена наивность данного предположения эко-
номистами, первым из которых, по-видимому, был Вальд. Работа Вальда 
стала первой в длинной цепочке результатов этого типа, которые приве-
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ли к теоремам Дебре в 60 годы прошлого столетия, а также совершенст-
вованиям и обобщениям, появившимся позже. 
Впоследствии появилась общая математическая проблема, которая 

имеет приложения в экономике, теории меры и других областях, возни-
кающая естественно при изучении множеств, снабженных отношением 
упорядочения [3]: 
Для данного вида отношения упорядочения ≤  на множестве X  найти 

условия, которые обеспечивают существование функции полезностина 
X . Если, к тому же, на X  задана топология, найти условия, которые 
обеспечивают для этой функции полунепрерывность и непрерывность 
на X .  
В данной работе будет разобран только случай полунепрерывности. 

Более того, здесь будет разобран только случай полунепрерывной сверху 
функции полезности, поскольку случай полунепрерывной снизу функции 
полезности рассматривается аналогично. Для того чтобы получить ана-
логичные результаты по существованию полунепрерывной снизу функ-
ции полезности f , необходимо заменить f  на  f-  и затем применять 
теоремы по существованию полунепрерывной сверху функции полезно-
сти на множестве, снабженном обратным отношением. Для удобства из-
ложения работа разбита на разделы. 

1.ТЕРМИНОЛОГИЯ И ОБОЗНАЧЕНИЯ. 

Рефлексивное бинарное отношение ≤  на множестве X  будем назы-
вать отношением предпорядка, если оно является транзитивным. При 
этом пару ( , )X Ј  будем называть предупорядоченным множеством. 
Иррефлексивное бинарное отношение <  будем называть отношением 

строгого предпорядка, если оно является транзитивным.  
Симметричное бинарное отношение ≈  будем называть отношением 

эквивалентности, если оно является рефлексивным и транзитивным. 
Каждое отношение предпорядка X X≤⊂ ×  порождает на X  еще два 

отношения � отношение строгого предпорядка <  и отношение эквива-
лентности ≈ , которые вводятся следующим образом:  

( , ) ( , )x y x y y x< ⇔ ∈≤, ∉≤ . 

,x y x y y x≈ ⇔ ≤ ≤ . 
Пусть ( )X ,≤  � предупорядоченное множество, <  и ≈  соответственно 

отношение строгого предпорядка и отношение эквивалентности на X , 
сопровождающие ≤ , Q  � подмножество из X .  
Элемент 0x Q∈  называется < -максимальным элементом подмножества 
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Q , если не существует x Q∈  такого, что 0x x< . Множество всех < -
максимальных элементов подмножества Q  будем обозначать символом 

( )Max Q |< . 
Начальным отрезком ( )X ,≤  называется такое его подмножество I X⊂ ,  

которое удовлетворяет условию: для любого y I∈  и любого x X∈  такого, 
что x y≤  выполняется x I∈ .  
Семейство Σ , состоящее из начальных отрезков ( )X ,≤  назовем поряд-

ково плотным в ( )X ,≤ , если для любых ,x y X∈  таких, что x y<  сущест-
вует ,x yI ∈Σ  такой, что , ,,x y x yx I y I∈ ∉ . 
Предупорядоченное множество ( )X ,≤  называется порядково сепара-

бельным [1], если существует не более чем счетное порядково плотное 
семейство начальных отрезков ( )X ,≤ .  
Предупорядоченное множество ( )X ,≤  назовем порядково сепарабель-

ным в смысле Дебре, если в нем существует не более чем счетное под-
множество S , удовлетворяющее следующему условию: для всех ,x y XО  
таких, что x y<  существует s SО  такой, что x s yЈ Ј . 
Функцией полезности на предупорядоченном множестве ( )X ,≤  назы-

вается функция :u X → # , удовлетворяющая двум условиям: 
1. ( ) ( )u x u y<  для любых  ,x y X∈  таких, что x y< . 
2. ( ) ( )u x u y=  для любых  ,x y X∈  таких, что x y≈ .  
Отношением порядка на X  будем называть такое отношение  предпо-

рядка X X≤⊂ × , которое удовлетворяет следующему условию: x y≤  или 
y x≤  для любых x y X, ∈ . При этом пару ( , )X Ј  будем называть упорядо-
ченным множеством. 
Для множеств { }:x X x y∈ < , { }:x X y x∈ ≤  будем использовать соответ-

ственно обозначения 1 ( )y−< , ( )y≤ . 

2. КРИТЕРИЙ СУЩЕСТВОВАНИЯ ПОЛУНЕПРЕРЫВНОЙ СВЕРХУ 
ФУНКЦИИ ПОЛЕЗНОСТИ НА ПРЕДУПОРЯДОЧЕННОМ МНОЖЕСТВЕ, 
СНАБЖЕННОМ ТОПОЛОГИЕЙ. 

Теорема 1. Пусть ( , )X Ј  − предупорядоченное множество, снабженное 
топологией t . Следующие утверждения эквивалентны: 

(1) Существует t - полунепрерывная сверху функция  полезности на 
( , )X Ј . 

(2) Существует не более чем счетное семейство t - открытых  началь-
ных отрезков, которое является порядково плотным в ( , )X Ј . 

3. ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ ПОЛУНЕПРЕ-
РЫВНОЙ СВЕРХУ ФУНКЦИИ ПОЛЕЗНОСТИ НА ПРЕДУПОРЯДОЧЕННОМ 
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МНОЖЕСТВЕ, СНАБЖЕННОМ ТОПОЛОГИЕЙ. 

Пользуясь Теоремой 1 можно получить следующее.  
Теорема 2.1. Пусть ( , )X Ј  − порядково сепарабельное в смысле Дебре 

предупорядоченное множество, снабженное топологией t , причем  
1 ( )x-<  является t - открытым  для любого x XО . Тогда существует        

t - полунепрерывная сверху функция полезности на ( , )X Ј . 
Теорема 2.2. Пусть ( , )X Ј  − предупорядоченное множество, снабжен-

ное топологией t ; ( )xЈ  является t - замкнутым  для любого x XО ; суще-
ствует не более чем счетное подмножество S  из X  такое, что для всех 

,x y XО  таких, что x y<  существует s SО  такой, что x s y< Ј . 
Тогда существует t - полунепрерывная сверху функция полезности на 

( , )X Ј . 

4. КРИТЕРИЙ СУЩЕСТВОВАНИЯ ПОЛУНЕПРЕРЫВНОЙ СВЕРХУ 
ФУНКЦИИ ПОЛЕЗНОСТИ НА УПОРЯДОЧЕННОМ МНОЖЕСТВЕ, 
СНАБЖЕННОМ ТОПОЛОГИЕЙ. 

Пользуясь Теоремой 1 или Теоремой 2.1 можно получить. 
Теорема 3. Пусть ( , )X Ј  − упорядоченное множество, снабженное то-

пологией t . Следующие утверждения эквивалентны: 
(1) Существует t - полунепрерывная сверху функция полезности на 

( , )X Ј . 
(2)(i) 1 ( )x-<  является t - открытым  для любого x XО  
         ( ( )xЈ  является  t - замкнутым для любого x XО ). 
     (ii) ( , )X Ј  является порядково сепарабельным.   

5. КЛАССИЧЕСКАЯ ТЕОРЕМА РЕЙДЕРА. 

Пользуясь Теоремой 3 можно получить классическую теорему Рейде-
ра, формулировка которой впервые появилась в [6]. Следует отметить, 
что существует ошибка в доказательстве Рейдера, о которой написано в 
[5]. Для ознакомления с другими доказательствами теоремы Рейдера мы 
отсылаем читателя к статье [4]. 
Теорема 4(Рейдер). Пусть ( , )X Ј − предупорядоченное множество, 

снабженное топологией t , удовлетворяющей второй аксиоме счетности, 
причем ( )xЈ  является t - замкнутым для любого x XО . 
Тогда  существует t - полунепрерывная сверху функция полезности на 

( , )X Ј . 

6. ФУНКЦИИ ПОЛЕЗНОСТИ И МАКСИМАЛЬНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ. 
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Пользуясь Теоремой 1 и классической теоремой Вейерштрасса полу-
чаем следующее  

Предложение 1. Пусть ( , )X t  − компактное топологическое про-
странство, снабженное отношением предпорядка Ј ; выполнено условие 
(2) Теоремы 1. Тогда ( | )Max X < №Ж. 

Заключение.  
В этой работе представляется очень простой подход к изучению су-

ществования полунепрерывной функции полезности на предупорядочен-
ном множестве, снабженном топологией. Даются простые достаточные 
условия существования полунепрерывной функции полезности. Исполь-
зуя эти условия, была получена классическая теорема Рейдера и крите-
риальные условия существования полунепрерывной функции полезности 
на упорядоченном множестве, снабженном топологией. Дается простое 
достаточное условие существования максимальных элементов на ком-
пактном топологическом пространстве, снабженном отношением пред-
порядка. Для ознакомления с другими подходами решения данной про-
блемы отсылаем читателя в [2]. 
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О ХАРАКТЕРИЗАЦИИ РЕБЕРНЫХ ГРАФОВ 
 ОБОБЩЕННЫХ ХЭЛЛИЕВЫХ  

ГИПЕРГРАФОВ ОГРАНИЧЕННОГО РАНГА 

О. В. Глебова 

В работе рассматриваются конечные гиперграфы без изолированных 
вершин. Через ( )V H  и ( )E H  обозначаются множество вершин и се-
мейство ребер гиперграфа H  соответственно. Рангом гиперграфа назы-


