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Чебышевские рациональные приближения в круге, 
на окружности и на отрезке 

Пекарский А. А. 

Пусть Q — некоторое множество в комплексной плоскости С и й - его 
замыкание. Через C(Q) обозначим множество непрерывных на Q функ­
ций с нормой ll/IL,Q = sup{| / (2) | : 2&Q}. Если Q — область, то A(Q)— 
множество функций, аналитических в Q. Множество рациональных функ­
ций степени не выше п ( я^О) , полюсы которых могут принадлежать 
лишь C \ Q , обозначим через 5Z»(»Q). Введем'/?„(/, Q) =inf{||/—r|LtQ: гб 
£.0ln(Q)} —наилучшее равномерное приближение функции / множеством 
$2„(Q). Введем также D+={zdC\ | z | < l } , Я_ = С\Л+ и Г={|€С: |£ | = 
= !}• 

Е. П. Долженко [1] показал, что если fdC(T) и 2 Rn(f, ^ ) < ° ° , то 
функция / абсолютно непрерывна на Т. Им же было установлено, что 
Rn(f, T) для абсолютно непрерывных функций / могут стремиться к нулю 
как угодно медленно, т. е. результат из [1] не допускает обращения 
(см. [2]). В работе [3] Е. П. Долженко рассмотрел аналогичную задачу 
для функций f£A(D+)f]C(D+). Было показано, что если ^ Rn(f, D+) <С°°, 
то / ' принадлежит пространству Харди Him Таким образом, была по­
ставлена задача: что можно сказать о поведении /?„(/, D+) при п-^оо 
для функций fGA(D+)f)(D+) таких, что /'G#i? В работе автора [4] для 
таких функций была получена оценка: Rn(f, D+) = О (In3 п/п). Позже [5] 
удалось заменить In3 n на Inn. Совершенствуя примененный в [5] метод, 
мы получим такой результат: если f£A(D+)f)C(D+) и f'dHu то 

Rn(f, D+)^cn-W\\Hl ( n > l ) * . (1) 
Доказательство (1) основано на применении атомического разложения 
пространства ЯеНи введенного Р. Койфманом [6] (см. также [7]) ра­
циональных операторов типа Джексона, построенных В. Н. Русаком [8], 
[9], и полученного нами неравенства, связывающего наилучшие рацио­
нальные приближения в D+ и на Г [10]. На основании результатов из 
[11] о наилучших рациональных приближениях в пространстве Hi здесь 
же неравенство (1) обобщается, например, на пространство Бесова 
В^/а ( а ^ 1 ) функций в круге•/)+, на окружности Т и на отрезке [ — 1, 1]. 
Полученные результаты окончательно улучшают прямые теоремы чебы-
шевских рациональных приближений Ю. А. Брудного [12], В. В. Пел-
лера [13] и автора [11]. В сочетании с известными обратными теорема­
ми В. В. Пеллера [13], С. Семмеса [14] и автора [15] результаты на­
стоящей статьи дают описание множества непрерывных функций, наи­
лучшие рациональные приближения которых стремятся к нулю со сте­
пенной скоростью. 

1 Здесь и ниже через с, с\, с2, ... обозначаем абсолютные положительные постоян­
ные в разных местах, вообще говоря, разные. Аналогично через с ( . . .) , с{ ( . . . ) , 
с2 (...)» ••• обозначаем некоторые положительные величины, зависящие лишь от ука­
занных в скобках параметров. 
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Основные результаты настоящей работы анонсированы в [16] и до­
кладывались на заседании Всесоюзной школы по теории функций и при­
ближений в Саратове в феврале 1986 г. 

§ 1. Леммы о простых функциях 

Действительнозначную функцию ф, определенную на R, называем 
п р о с т о й , если она абсолютно непрерывна, ||<р' L ^ < оо и существует 
(конечный) интервал /(ф), такой, что зиррфс=/(ф). Поскольку интервал 
/(ф), который мы называем о п о р н ы м для ф, определяется неодно­
значно, то ниже, говоря о простых функциях, мы будем подразумевать, 
что для них одновременно задается и некоторый вполне определенный 
опорный интервал. Важной характеристикой простой функции является 
величина |Х(Ф)= | / (ф) | • ||ф/||00,к<00» гДе |Дф) I —длина /(ф). Тождест­
венно равную нулю функцию также будем называть простой. 

р 

Л е м м а 1.1. Пусть f(x)= V фь(*)> где ф̂  — простые функции та-
k=i 

р 
кие, что /(ф!)=)/(ф2)=)... =э/(фр). Положим ^. 1л(фь)=Р. Тогда для лю-
бого п^б (n6N) существуют простые функции г|эь г|)2, . . . , tyq (q^n), 
удовлетворяющие условиям: 

а) /м-З^/М -1— при х б R, 
п 

/=1 I 

Ь) /(*) - 2 * / W = 0 при л?б/(ФР) U IRVfoi)], 

/ = 1 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для р ^ б лемма очевидна, поэтому считаем 
р > 6 . Не ограничивая общности можем также считать, что /(фА) = 
= (—ah, bk), k = l-r-p9 где а л ^ 1 , b f e^l и ap = bp=l. При у > 0 введем про­
стую функцию Ay(x)=max{0, l — \x\/y}, для которой /(ДУ) = (—г/, г/) и 

о 

р,(Ду)=2. Положим yk = min{ak, bk}, <pk(x) =yk(x)- щ(0) АУк{х) и M*) = 

= 2 Ф ^ ( 0 ) Д ^ (Я), /2W = 2 9 * ( X ) - Зафиксируем некоторое mGN. Пока-

жем, что существуют действительные числа hiy h2i . . . , hmi и положитель­
ные г/1 = г 1 > 2 2 > . . . >zmi = yp=l ( m 1 ^ 2 ( m + l ) ) , удовлетворяющие ус­
ловиям: 

I mi \ 
M*)-2 f t/M*) 

m i 

^ V |Ф л(0) | при X6R, 
m ^ 

/ г = 1 

а') 

b') /i (*) — 2 А/А«/ W = о при х б [—1,1 ] U [R\(— л , &)], 
/ = 1 

till Р 

Действительно, пусть сначала все ф&(0)^0. Тогда функция fi(x) явля­
ется четной, выпуклой вниз на [0, оо), линейной на [0, 1] и равной нулю 
на [уи оо). Определим числа zu z2, . . . , zm+i (mi = m+l) из условия, что 

87 



изменение функции Д(х) на каждом из отрезков [zj+i, г,] (j—l^-m) не 
l p 

превышает— "V фл(0). Геометрически легко найти неотрицательные 
т *-* 

hu h2> . . . , Лт+i такие, чтобы условия а')—с') выполнялись. Очевидно, в 
этом случае в условии а') можем положить с3=1. В общем случае вве­
дем функции 

П(х)= 2 , 4k(0)*yk(x)9 /Г(*) = S (-Ф*(0))Л^(*). 
Ф^(0)>0 0>yfe(0)<0 

Тогда fi(x)=fi+(x)—/г(#) и нужно рассмотреть каждую функцию 
fr+(x) и fr(x) отдельно. Условия я/)—с') будут выполняться с mi = 
= 2(m+l) и с3 = 2. 

Перейдем к рассмотрению функции f2(x). Определим на R непрерыв­
ную функцию 1+(х). Положим g+(±2 j) = [l + ( - l ) j ] /2 (/ = 0, 1, 2, . . . ) , а 
на интервалах ( - 1 , 1), (2j, 2j+1) и (-2 j+1, - 2 0 (/ = 0, 1, 2, . . .) функцию 
g+(x) считаем линейной. Положим g~(x) = 1—£+(х). Тогда /2(я) = /2+(#) + 
+/у-(х), где 

Р о 

f?(x) = % m(x)l±(x), 
о о о 

Из условия (pft(0)=0 следует, что функции <рк(х)1+(х) и <рА(#)£"(#) раз­
лагаются соответственно на сумму простых функций tyt,c(x) (i=l-t-s+) 
и Ф1,*(#) (/= 1-7-5"). При этом интервалы, на которые делится (—аи Ь4) 
нулями функций £+(х) и £~(я), являются соответственно опорными для 
tfk,i (x) и ty~k,i(x). Можем считать, что каждая система функций 
{^?ff}d и {ypkti}s

i==1 при фиксированном значении / имеет один и тот же 
опорный интервал. Легко найти, что 

З ^ Ф м ^ ^ Ы » й = 1 ч - р . (2) 

Введем простые функции 

Нетрудно заметить, что 
s± 

Рассмотрим, например, функцию U+(x). Можем считать, что г^+ прону­
мерованы так, что I(tyi

+) = ( -2, 2) и [г(^2
+)^|ыОфз+) ^••'>Р>(}&)- Из 

+ 
(2) получаем, ч т о ^ I1 (tyt) ^c^v и, следовательно, 

t=i 

f*(1>*X<V/(*—1), J = 2 - - S + . (3) 
Для выбранного ранее m€N положим /n2

+ = min{m, s+}. Учитывая нера­
венство (3), а также то, что интервалы 7(%+) (/=l~j-s+) попарно не пе­
ресекаются, получим: 

а") tf(*)-2i*(*) 
/ = 1 

С5У 

;— л/?и хек, 



Ь") / J W - 2 1>Т(*) = 0 при *6 [ - l , П U [R\(-f t , Ьх)], 

о 2 Ш)<с#. 
Очевидно, аналогичные соотношения имеют место и для функции /2~(*). 
Итак, из соотношений а')—с') и а")—с") следует лемма 1.1. 

Л е м м а 1.2. Пусть выполнены условия леммы 1, р ^ 2 и \<^kv<i 
<&2<>--<&d^p—1 —некоторые натуральные числа. Тогда для любого 
rcGN существуют простые функции я^, г^, . . . , tyq {q^n+6(d+l)), удов­
летворяющие условиям: 

а) f(x)~2b(x) 
ч 

CjV при xgR, 

.^(/(q^VK+O) и Ь) fix)— 2 * / W = 0 n/>u *€Ц<рР)1) 

UlR\/(ii)], 
Q 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Цоложим &0 = 0, kd+i = p и, предполагая, что 
а=7̂ 0 (при и = 0 лемма очевидна), для i=l-f-d+l введем следующие объ­
екты: 

М*) = 2 Ф *М' ^ = S ^ ^ ^ nc = [Vin/v] + 1 2. 

Согласно лемме 1.1 для любого i=l-^rd+l существуют простые функции 
ytyij ( /= 1-=-̂ 7г, Ч^Щ + 5), удовлетворяющие условиям: 

а,) /*(*)-2 *'-/W 
/ = 1 

Я,- Я 

0̂ М*) —2 **./(*) = ° ПРИ *e/(9*,)U[RV(qwi)]> 

Из условий аО—ад следует, что функции %:i(x) ( t=l4-rf+l, /=1-=-^) 
d+i 

являются искомыми. При этом их количество q — 2 qi^n+6(d+l). 

Лемма 1.2 доказана. 
р 

Л е м м а 1.3. Пусть f{x) = V qk{x)y где qk —простые функции такие, 
! = 1 

что любые два интервала /(<pft) u 7(<p/) яри £ = &' либо не пересекаются, 

либо один из них вложен в другой. Положим 2 М«(ф*) =0. Тогда для лю-
2 [а] есть целая часть числа а. 
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бого n£N существуют простые функции г|}ь г|э2, . . . , г|)д (q^n), удовлетво­
ряющие условиям: 

/W~S */W < ~ ^ 6̂R, (4) 

2 > O M < < V - (5) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем функцию 

^ 1 К(Ф*)1 

где Хи{х) —характеристическая функция интервала I(q)h). Зафиксируем 
некоторое mdH ( m ^ 2 ) и через (g0, gm) обозначим наименьший интер-

р 
вал, содержащий |J /(<pft). Заметим, что Q(x)^0 при всех #GR, 6 0 0 = 0 

при x£R\(£ 0 , lm) и J 0(x)dx = O. Поэтому можем определить точки 

такие, что J Q(x)dx = v/m (i = 0^-m— 1). Множе-э 1 \ ** \ b m - l " 

ство {1, 2, . . . , р) разобьем на подмножества Gs (s=l-f-m): 

Gi = {ft: Ei6/(ФА)}, Gs = {*:b6/(?ife)}\U Gf (s = 2 ^ m - l ) , 
m - i 

G „ = { 1 , 2 , . . . , p } \ L)G». 
S = l 

Введем также функции 

/sW= 2 <ы*)- (6) 
A6GS 

Если какое-либо множество Gs = 0, то соответствующую функцию fs(x) 
считаем равной нулю тождественно. Нетрудно заметить, что 

\\fm\L^v/m. (7) 

Предположим сначала, что все й5Ф0 (/= 1ч-/п— 1). Простые функции 
фА, входящие в разложение /а по формуле (6), обозначим через Tsi (i = 
= 1 -f-ps). Как следует из построения множеств Gs и условий леммы, мо­
жем считать, что I (TSI1)ZDI (Ts>2)^--Z) I (Ts,Ps). Положим /s = / ( rS i l ) . Для 
каждого s=l4-m—1 определим множество Esczls следующим образом. 
Считаем £s = 0 , если интервал /s не содержит никакого отличного от 
себя интервала Is>. Если же такие /^ существуют3, то Es определим как 
объединение всех интервалов /s*S^s, удовлетворяющих условию: не су­
ществует интервала / s - такого, что / s*5/S"$/s. Очевидно, если Е3Ф0У то 
Es есть объединение некоторых попарно непересекающихся интервалов 
/(фА)- Количество таких интервалов I(cpk) обозначим через ds. В случае 
Es = 0 положим ds = 0. Нетрудно заметить, что 

di+dz+'-'+dm-i^m. (8) 

s Согласно условию лишь два рассмотренных случая возможны. 
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Предполагая, что v^O (при v = 0 лемма очевидна), введем 

ms = [mvs/v] + 1, us = ^\i (TSti). 

Согласно лемме 1.2 существуют простые функции tySti(x) (j=\-^-qHy qs<C. 
^m s +6(r f s +l ) ) , удовлетворяющие условиям: 

«S I 

^s) 
ОД 

/72 

S - ClV гГ> 

—— при A: £ R, 
т 

bs) fs(x)— 2 4>s./(*) = 0 при xg£ s U(RVs) , 
/ = 1 

?s Ps 

/ = 1 t = l 

Из условия 6S), способа построения множеств Es и функций fs получаем, 

что при фиксированном jtGR разве лишь одно из чисел М * ) ~ 2 ^ ^ ' W 

(s=l^-m—1) отлично от нуля. Поэтому из условия as) получим 

max 
s=i- | -m-i 

2 /»w- 2 2^->(*> 
5 = 1 S = l / = 1 

С учетом условия (7) находим 
m-i Qs 

/s м — 2 **./ (x) 
/ = 1 

-̂ — при x£R. 
/72 

m 

(9) 

(10) 
oo,R S = l / = 1 

Из условия ce) получаем также, что 
т—\ #s m - i 

S = l / = 1 S = l 

Из неравенства (8) находим, что общее число слагаемых в двойной сум­
ме соотношения (10) равно 

т—1 т-\ 

2 < 7 , < 2 K + 6 ( d s + l ) ] < 1 4 m . (12) 
s = i s = i 

Если некоторые Gs = 0 (l^s^m— 1), то в приведенных выше рассуж­
дениях следует рассматривать лишь функции /s, для которых Gs^0. 
Если же все Gs = 0 для s=l-f-m— 1, то (10) —(12), очевидно, будут вы­
полняться, например, при всех qs=\ и простых функциях г|>м, равных 
нулю тождественно. Итак, соотношения (10) —(12) всегда выполняются, 
из них и следует лемма 1.3. 

§ 2. Леммы о рациональных операторах 
типа Джексона 

Пусть zh (k= l-т-п) — точки, принадлежащие верхней полуплоскости 
n={zGC: l m z > 0 } , т. е. zk = ak+v$k, где - o o < a f e < o o и $h>0. Опреде­
лим произведение Бляшке 

Ь(х)= Ц: 

k=i' 
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и рациональное ядро типа Джексона 
b(t)-b (х) g(x,t) = 

t — X (*,*€R). 

Положим g(x)=) g(x, t)dt. Следуя В. Н. Русаку [8], [9] для функции f, 
k 

суммируемой на R по мере (l+t2)~2dt, определим рациональный опера­
тор типа Джексона: 

3)п(х,П' ё(х) J7 (9 *(*.*) dt. (13) 

В действительности В. Н. Русаком в (13) вместо интегрирования по dt 
рассматривалось интегрирование по (l+t2)dt. Очевидно, это не отража­
ется на следующих важных свойствах, установленных в [8], [9]: 
а) 2Dn(x> f) является линейным оператором и 

2>п(х, 1) = 1, (14) 

б) 2)п{х, f) является рациональной функцией степени не выше An—4. 
Л е м м а 2.1. Для любого x£R справедливы неравенства: 

ё{х)>Ъп 
^ (х — а 

h 
k=i )2 + ?>l 

h , g{x)>8n У, — 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Совершенно аналогично сделанному в работе 
В. Н. Русака [8] (см. также [9, с. 132—136]) вычислим g{x). В резуль­
тате получим, что 

g(x) = ^- W* (х) (Ь* (X))'" - 4/Г1 (х) Ь'" (х)]. 
О 

Следовательно, 

4 2 

g(x) = 8fH *)2 + Р| 

+3S h 
^?12 ^ [(x-a^ + W £ [(*-a*)» + PJI 

Этим лемма 2.1 доказана. 
Л е м м а 2.2. Пусть — о о < а < о о , р > 0 и у —простая функция, для 

которой /(ф) = (а—{J, а+р) и jx(<p) ^ 1 . Тогда для любого xdR имеет ме­
сто неравенство 

I T W ViM (*-«)2 + Pa gM[(*-«)2 + P2]2 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть &x={t£R: \t—x\s^l/Vg(x)} и <У/ = 1Г 
\&x. В силу (14) находим 

|«p(x)-2U*.<P)|< —J— \\<p(x)-<p(f)\g(x,t)dt=—J-ГГ + Г 

Если ^ear„ то |<p(*)-<p(*) | < l / 2 p T^FW и 

f ^ - ^ = f g(x,t)dt^^-Vg4xl. 
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Если же t^<oJ, то |ф(*)— ф(/) | ̂  \х—1\/2$ и 
оо 

Собирая полученные оценки, находим 

| ф ( х ) - ® Л ^ ф ) | ^ Л ; ^ г (*GR). (15) 

При условии, что х^[а—2р, а+2р], оценку (15) можно уточнить следую­
щим образом: 

а+Р 

| Ф ( * ) - ® Л ( * , Ф ) Ы ® Л * , Ф ) 1 < - ^ j g(x, о л ^ 
а-Р 

«+Р 
d̂  16 Г dt < ^ - в . (16) 

а-Р 

Итак, из (15) и (16) следует лемма 2.2. 
Л е м м а 2.3. Пусть фь ф2, . . . , ц)п — простые функции, / = ф1+ф2+-" 

•••+фп и \ik=\i((pk). Тогда в полуплоскости П существуют не более 2п чи­
сел zu z2, . . . , zm таких, что для определенного ими оператора £Dm(x, •). 
выполняется соотношение 

\f(x)-3)m(xJ)\^^V[ik (*6R) 
k=l 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть I{xph) = (ak—pft, ah+$k), где —oo<<afe<oo 
n 

и pfe>0. Ввиду линейности оператора 3)п{х, •) можем считать V fx& = 1. 

Параметры zkJ искомого оператора SDm{x, •) определим следующим об­
разом: zfttj = aft+i'pft, где k=l-i-n и /=1-г-[я|1А] + 1. Очевидно, количество 

п 

чисел 2fe;j равно m= Y ([пН*] + 0 ^ 2 я . Положив 8h(x) = [ (х—afe)2+pft
2]-1, 

/ 5 = 1 

из леммы 2.2 для любого xGR получим 

|/(*)-зМ*,/)1< , Д _ У MAW + -77-2 и*Р*Й(*). 

На основании леммы 2.1 заключаем, что при любом xGR 
п п 

У g (х) > i /влл 2 И*РА (A;), g (я) > 8шг ^ Н*Р*6* (х). 
Лемма 2.3 доказана. 

З а м е ч а н и е . Аналогично можно показать, что для оператора типа 
Фейера £Гп(х, / ) , также введенного В. Н. Русаком [8], [9] и определяе­
мого ядром \b(t)—b(x) \2l\t—x\2, при условиях леммы 2.3 справедлива 
оценка 

\f(x)-Srm(x,f)\^cln{n + l) V ̂  (xgR). 
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§ 3. Аппроксимация в круге 

Введем необходимые для дальнейшего функциональные пространст­
ва. Основным объектом нашего исследования является аппроксимаци-
онное пространство Rt,Q(Q) ( a > 0 , 0 < ^ о о ) функций /GC(Q), для ко­
торых конечна квазинорма 

/ llDa /ох —I /L.Q + ^oo.^Q) 2 (2%(/,Q)f 
Q 

(дфоо), (17) 

»/IU = | | / L , a + s u p 2 r a ^ ( / , Q ) (<7=oo). (18) 

Пусть 5 — локально спрямляемая кривая в С и 0 < р ^ о о . Через 
LP(S) обозначим лебегово пространство измеримых на 5 функций /, для 
которых 

1ли=фтг14|)1/р<°о (оо<оо), 
ll/L,s = s u P v r a i l / © l < 0 ° (Р = <*>)• 

Пространство Харди HP = HP(D+) определим как множество f&A(D+)9 
для которых 

1/1 = l iml/( .p) |0 ,7<oo. (19) 
р р-*1-0 

Указанный в (19) предел существует ввиду монотонности ||/(-р) ||Р,г по р 
(см. [17, с. 77]). Для определения Яр(/)_) —пространства Харди в D_ — 
следует рассмотреть функции f£A(D-.), исчезающие в бесконечности, и 
вместо ,р->1—0 положить р-^1+0. Как известно [17], [18], функции 
/£ЯР (Яр (£)_)) почти для всех £€Г имеют некасательные граничные зна­
чения /(g). Через /(а) ( а > 0 , f£A(D+)) обозначим производную порядка 
а функции / в смысле Римана — Лиувилля [19], [15]. Пространство Хар­
ди — Соболева Нр

а ( а > 0 , С Х р ^ о о ) определим как множество f&A(D+) 
таких, что 

/ 1 я а = 1/||яр + | |/ (а )«яр<оо. (20) 

Пусть S есть окружность Т или отрезок [ — 1, 1] и f£Lp(S). Через 
<*p,k('> /) обозначим модуль гладкости порядка k функции / в LP(S). 
Пространство Бесова Bp

a(S) ( a > 0 , 0 < р < о о ) определим как множест­
во функций f&Lp(S), для которых 

I П /СО/- .. U, Г) \r Ai I 

HI/Iks + S№£)'T\ <-
где k = -[a] + l. Пространство Харди-Бесова Bp

a(D+) ( £ / ( / ) _ ) ) опреде­
ляется как множество f£Hp(D+) (/£ЯР (/?_)) таких, что граничная функ­
ция /(.g) принадлежит Вр

а(Т). Пространства RZ,q(D+) и Bp
a(D+) для 

краткости иногда будем обозначать соответственно R^^ и Вр
а. Отме­

тим, что в работах [И] и [15] мы используем иное эквивалентное опре­
деление пространств Нр

а и Вр
а (более подробно об этом см. [19] и [22]). 
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Справедливы вложения 

В* (ZHa
p{p^ 2), Ва

р Z)H«(P> 2) \ (22) 
причем при рФ2 оба вложения строгие [19], [22]. 

Если /б Я?/а или /££?/ а и os^ l , то граничная функция /(£) непрерыв­
на на Г, т. е. пространства #?/сс и В*а при а ^ 1 вложены в С(В+). Если 
/б Bi/a(S)y где а ^ 1 и S есть окружность Т или отрезок [ - 1 , 1], то функ­
ция / почти всюду на S совпадает с некоторой функцией из C(S). Таким 
образом, снова имеем В?/а (S)czC(S) при а ^ 1 . В случае ad (О, 1) в 
пространствах Я?/а, В?/а и В*/а (S) имеются существенно неограниченные 
функции. Поэтому теоремы 3.2 и 4.1 (см. ниже) —основные результаты 
настоящей работы — не имеют места для а < 1 . 

Для доказательства неравенства (1) нам понадобится также ЯДП) — 
пространство Харди в полуплоскости П= {z£C: I m z X ) } . Оно определя­
ется [18] как множество /€Л(П), для которых||/|Я1(П)= sup||/(- + iy)||I,R< 
< о о . Функции fdHi(U) почти для всех x£R имеют некасательные гра­
ничные значения f(x). 

Действительнозначную функцию a6Loo(R) называем а т о м о м [6], 
[7], если существует (конечный) интервал J (а) такой, что suppacz/(a), 
| | a | | o o R ^ l / | / ( a ) | и, кроме того,Сa(x)dx = 0. Заметим, что если а(х) — 

R 
х 

атом, то ф(х) = ta(t)dt — простая функция (см. § 1), для которой /(ф) = 
—оо 

=--/(а) и |л(ф) ^ 1 . 
Л е м м а 3.1. Пусть g£Hi(Tl) и g^O. Тогда существуют последова­

тельности, конечные или бесконечные, атомов аи а2, а3, . . . и положитель­
ных чисел Ки Я2, Хз> • • • > удовлетворяющие условиям: 

a) почти для всех х€ R Re g (x) = 2 kkflk (x), 

b) ^<c\\g\\Hm), 
h 

c) для любых k и kf (кфкг) интервалы J(ak) и J(ак*) либо не пересе­
каются, либо один из них вложен в другой. 

Лемма 3.1 получена Р. Койфманом в [6], где, однако, условие с) в 
ее формулировке отсутствует. Это условие нетрудно усмотреть из дока­
зательства, которое является конструктивным. Более простое доказа­
тельство леммы 3.1 имеется в [7]. 

Л е м м а 3.2. Если /еЛ(1>+)ПС(Л+), то Rn(f, T)<^Rn(f, D+)^ 
*^2Rn(f,T), n^O. 

Первое неравенство леммы 3.2 очевидно, второе получено в [10]. 
Т е о р е м а 3.1. Если / е # Д то Rn(f, D+) < (c/n) ||/'||Hl, n^ 1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем вспомогательную функцию я(л) = 

— f[Г(г|)] (т]б1Т), где 2 = Г(т1) = (1+/т1)/(т1+0 -дробно-линейное отобра­
жение полуплоскости П на круг D+. Легко найти, что g'dH^Il) и 
11^11^^) = II//IIHI(D+). Поэтому из лемм 1.3, 2.3 и 3.1 для любого m£N 
следует существование rfiSim(R) ( /=1, 2) таких, что 

I R e f i r - r J ^ ^ ^ m - 1 ! / ' ^ . (23) 
Urng- r2 L fR < c2m-i I f \\H, (24) 

4 В настоящей работе рассматриваются только непрерывные вложения. 
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Делая обратную замену т1 = Г_1(г) = (1— iz)/(z—/), из (23) и (24) и лем­
мы 3.2 получим утверждение теоремы 3.1. 

О точности теоремы 3.1 можно судить на примере функции фп(^) = 
= zn+i/2n(n+\), для которой (см. [9, с. 167]) 1^/11^=1 И Rn(yni D+) = 
= 1/2я(л+1). 

Для функции /G#i введем следующее наилучшее приближение: 
Rn(f, Hl)=mi{\\f-r'\\Hl: гШп(В+)}. 

Л е м м а 3.3. Если /бЯД то Rn(f, D+) ^ {cln)Rn/2(f у Я4), п^2. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть г*£&п/2(Б+) такова, что \\f'—r/\\Hl = 

= Rn/2(f, # 4 ) . Тогда из теоремы 3.1 получим 

Rn (/, D+) = Rn [rm + {f- rJ] < Rn/* (rm, D+) + 
+ Rni* ( / - г., D+) < (с/л)I/' - r \ \ux = (c/n) Rn/2 (/', Нг). 

Лемма 3.3 доказана. 
С л е д с т в и е 3.1. Если /£ЯД то Rn(f, D+)=o{l/n). 
Д о к а з а т е л ь с т в о немедленно следует из леммы 3.3 и теоремы 

Джексона. 
Т е о р е м а 3.2. Справедливы следующие вложения 

R^CZHlcRlo,^ (25) 

С / а С Й ? / а С С ( « > ! ) , (26) 
^ . i C B i c ^ c o . » , (27) 

/?»д/а = В?/а ( а > 1 ) . (28) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Левые вложения соотношений (25) —(27), а 

также вложение «cz» из (28) известны [3], [13] —[15] и [20]. Первые 
вложения (25) и (27) немедленно следуют из теоремы 3.1 и соотноше­
ний (22). Получим правое вложение (26). Из леммы 3.3 для функции 
/G#i°/a ( a > l ) находим, что 

R2k(f,D+)^c2-kR2k-1(f',H1) (k> l). (29) 

Поскольку /' (:HiJ~a, то из теоремы 4.1 работы [11] получим 
_ ТА 

•>((*-l)kp ,р Tj чч2 ll/'lk+ 2 (2(а-1'^2А(/',Я1))2 

k=0 
с(а)\\Г\\Н?Г*\ (30) 

Из (29) и (30) следует правое вложение (26). Аналогично доказывается 
вложение «ZD» из (28). Теорема 3.2 доказана. 

Для sGN и р > 0 введем функцию 

4s.tb(z) = (ln:8)j^\ 

где ln(1) х = \п(х), ln(e) x = ln(ln(s_1) х) при 5 ^ 2 , для всех логарифмов бе­
рется главная ветвь и положительное а выбирается так, чтобы ф8|р(2) 
была непрерывна в D+. При достаточно больших п имеют место соотно­
шения 

Яп(Фм, [0, 1])Х1Аг1+р\ (31) 

Дп(ф.|Р, [0, 1])Х1/л(1п(в-1)п)'1 ( s > 2 ) . (32) 

Эквивалентности (31) и (32) при 5 = 2 получены в [23]. Случай s > 2 
рассматривается аналогично. Отметим, что первые нетривиальные оцен-

5 an^bn<=>an = 0(bn)&bnz=0(an). 
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ки сверху и снизу для #п(<Рв,е, [О, 1]) получены А. А. Гончаром [24], 
[25]. Об оценке снизу /?n('<Pi,e, [0, 1]) см. также работу А. П. Буланова 
[26]. Ниже в примере 3.1 показано, что (31) и (32) сохраняются, если 
отрезок [0, 1] заменить на Г, а также на Di.. 

П р и м е р 3.1. При достаточно больших п имеют место соотношения 

fl„(<PiiP, #+)X#n(<Pa> Т)Х1/п±+*, (33) 

Д»(фв|Р, Л+)ХЯП(ЧЧР, r)Xl/n(ln ( s_1 }n)p ( s > 2 ) . (34) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из оценок снизу, содержащихся в (31), (32), 

и леммы 3.2 следует, что нам достаточно получить оценку сверху для 
i?n(<Pe,p, D+) ( 5 ^ 1 ) . С этой целью введем ф3)Р>п(^) =<рв|р( (1— e~n)z) и вы­
берем некоторое &GN, удовлетворяющее условию &>1+(3. Из правых 
вложений (25) и (26) получим 

Rn (яче, D+) < q/Г11 фз.р — cps.eu || я, + ca (k) rr* 1 ф($,„ ||я 1/fe. (35) 

Из (35) следует нужная оценка сверху. Соотношения (33) и (34) дока­
заны. 

Поскольку xpe.pGBi1 при любых s и ,р, то из (34) и (22) следует неулуч­
шаемость правых вложений (25) и (27) в том смысле, что пространство 
R\o,oo нельзя заменить на Rlo,q ни при каком q<.oo. Невозможность 
аналогичного улучшения левых вложений (25) и (27) следует из резуль­
татов Е. П. Долженко [3]. Из примеров, рассмотренных в [11] и [15], 
следует, что вложения (26) также нельзя улучшить. 

Для измеримых по Лебегу множеств <?fczZ) определим меру 

| г (» )= g(l—|z|)-2d*d0 {z = x + iy). 

Через LPtq(D+, \x) обозначим пространство Лоренца (i-измеримых в D+ 
функций (см. [27, с. 148]). 

С л е д с т в и е 3.2. Если а > 1 , k>a (&€N) и ( X g ^ o o , то 

f£Rl,g^ fk) (z) (1 - 1 z\)k e U,a,q(D+, |x). 
В частности, 
Rn{f, D+)=0(n-«)^ii{zeD+: |p>(z) | ( l - | z | )k>t} = 0(t-i/«) при f-И-О. 

Д о к а з а т е л ь с т в о основано на равенстве (28) и проводится ана­
логично доказательству следствия 4.2 из [11]. 

Сравним скорости наилучших рациональных приближений в С(Б+) 
и ВМОА — пространстве аналитических в D+ функций ограниченной 
средней осцилляции [13], [18], [20]. По определению f£A(D+) принад­
лежит ВМОА, если она представима интегралом типа Коши с ограни­
ченной плотностью: 

fW-^W-^-j-f^dg. Об) 
т 

где g^LooiT) и z£D+. При этом полагают ||/||BMOA=inf||glleoIT, где inf бе­
рется по всем g", для которых имеет место равенство (36). Через 
Rn(f, ВМОА) обозначим наилучшее приближение / в ВМОА множеством 
Mn(D+), а через R*,?— аппроксимационное пространство, которое опре­
деляется условиями (17) и (18), если ||/IL,Q заменить на ||/||ВМОА И 
Rn(f, Q) - н а Rn(f, ВМОА). Очевидно, для /б Л (Д+)ПС(Л+) 

/?„(/, ВМОА) <Л Л ( / ,Л + ) . (37) 
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Поэтому из (28) следует вложение Bf/a dRt,il* Для а > 1 . Применяя 
метод вещественной интерполяции, это вложение можно обобщить на 
а ^ 1 . Нужные интерполяционные теоремы имеются в [27] и [28]. Таким 
образом, мы получили новое доказательство результата В. В. Пеллера 
[13], [20]: B*/aCR%i/a ( a > 0 ) . Обратное вложение также имеет места 
[20], [13], [14] и [15]. 

Покажем, что неравенство (37) для «достаточно гладких функций» 
допускает обращение. 

С л е д с т в и е 3.3. Если/6ВМОА и 
оо 

2 /?*(/,ВМОА)<оо, (38) 
/2=0 

тс f£C(D+) и при любом п^\ 

Rn(/,5+)< £- 2 #*(АВМОА). (39) 

Д о к а з а т е л ь с т в о проводится стандартным способом с примене­
нием теоремы 3.1 и неравенства (см. [20], [13]) ИГ'ИЯ^СЛМВМОА, где 
геяп(в+) ип>1. 

О точности неравенства (39) можно судить на примере функции-
фв>р(,г), для которой раньше мы получили (33) и (34). При достаточно* 
больших п справедливы также эквивалентности 

/?„(<PiiP, ВМОА)Х1М1+р, (40> 

Дя(<р..р, ВМОА)Х1/Шп(1)/г. . ln(s_2) ( l n ^ / i ) 1 - » ( s > 2 ) . (41) 

Утверждения (40) и (41) при 5 = 2 получены в [ И ] , случай s > 2 рас­
сматривается аналогично. 

З а м е ч а н и я . 1. Можно показать, что если условие (38) не выпол­
нено, то, вообще говоря, f$C(B+). 2. Соотношение (39) в сочетании с 
результатом В. В. Пеллера из [13] и [20] (Б?/а С£??д/а, а > 0 ) также 
приводит к вложению 5i / a С #oo,i/a ( a > l ) из равенства (28). 

§ 4. Аппроксимация на окружности и на отрезке 
Для функции g£Li(T) наряду с интегралом 3£+g(z), определяемым 

соотношением (36), введем также интеграл 3f~g(z), который получается 
из (36) заменой z£D+ на zdD-. Через Ж±ё{Ъ)) для £6Г обозначим нека­
сательные граничные значения X>±g(z). Как известно [17], почти для 
всех l£T g(l):=^+g(l) +X>~g(Q. Определим также сопряженную функ­
цию 

я J л — g 
где интеграл понимается в смысле главного значения по Коши. Извест­
но [17], что g(l) существует почти всюду на Г и g(l) =—i2i!>+g(l) + 
+*#-«Г(Б)+гё(0), где g(0) = (1/2я) J g (̂g) \d%\. 

г 
Л е м м а 4.1 ([13], [20]). Операторы Ж+, Ж' и ~ действуют непре­

рывно из В?/а (Т) ( а > 0 ) соответственно в B^/a(D+)fB^/a(D_) и Bi/a(T). 
Л е м м а 4.2 ([13], [29]). Если функция f(x)£B%a{-\, 1] ( a > 0 ) , 

то g(g) =f[ (,g+§)/2]6 5? / a (Г) и это отображение непрерывно. 
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Т е о р е м а 4.1. Пусть S есть окружность Т или отрезок [—1, 1]. 
Тогда 

RI0.1 (S) С В\ (S) С /&,«> (S), (42) 

Rl,1/a(S) = B«/a(S) ( а > 1 ) . (43) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Левое вложение (42), а также вложение «cz» 

из (43) известны (см. [13], [14], [15], [20] и [29]). Правое вложение 
из (42) и вложение «=э» из (43) следуют из теоремы 3.2, лемм 4.1 и 4.2. 
Теорема 4.1 доказана. 

Т е о р е м а 4.2. Если функции f и f абсолютно непрерывны на Т, то 
при любом п^\ 

Rn(f,T)>M\n.T + W)'\\uT). 
Д о к а з а т е л ь с т в о немедленно следует из теоремы 3.1 и приве­

денных выше свойств интеграла типа Коши и сопряженных функций. 
З а м е ч а н и е . На целесообразность изучения наилучших рациональ­

ных приближений функций из теоремы 4.2 указывал Е. А. Севастьянов 
[35]. Как видно из леммы 3.2, теоремы 3.1 и 4.2 равносильны. 

С л е д с т в и е 4.1. Пусть f£C(T) и функция f(eix) —четная и выпук­
лая на [0, 2л;]. Тогда f£C(T) и для любого п^\ 

Rn(f, rXcn -Mi r i l i ^ (44) 

Rn{f, T^cn-Minii/r. (45) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Введем функцию At(х) =max{0, 1 —|х|/£}, где 

xd[— JX, n] и £>0. Нетрудно показать (см. также [30, с. 17]), что суще­
ствует на [0, я] неубывающая функция h(t), удовлетворяющая услови­
ям: h (я) -А (0) = (1/2) llflti.T и 

f(ei*) = f(-\)+jAt(x)dh(t) (лб 1 - я , я]). 
о 

Из теоремы 4.2 (или теоремы 4.1 и леммы 4.1) и последнего соотноше­
ния получим (44) и (45). 

Отметим, что оценка (44) является очевидным следствием теоремы 
5.1 из [31], а оценка (45) —новая. Аналогично можно получить соотно­
шение (44) в непериодическом случае [31], [32]. 

Для х^0 введем функцию Ф0(х)=х\пх при х^\ и Ф0(х)=0 при 
х < 1 . Через Ьф0 (Т) обозначим соответствующее пространство Орлича 
[33] функций на Т. 

С л е д с т в и е 4.2 ([31]). Если функция f абсолютно непрерывна на 
Т и f'dL^Q(T), то при любом п^1 

Rn(fJ)^cni\\f'\\L^Q(T). 

Д о к а з а т е л ь с т в о немедленно следует из теоремы 4.2 и теоремы 
Зигмунда о сопряженных функциях [18]. 

Л. Д. Григорян [34] доказал, что если 

то f£C(T). E. А. Севастьянов [35] построил примеры, из которых следу­
ет, что если условие (46) не выполнено, то, вообще говоря, f$C(T). 
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В следующей теореме 4.3 дается аналог для рациональных приближе­
ний известного неравенства С. Б. Стечкина [36], связывающего наилуч­
шие полиномиальные приближения функции и ее сопряженной. 

Т е о р е м а 4.3. Пусть fdC(T) и выполнено условие (46). Тогда для 
любого п^2 

П k>n/2 

Д о к а з а т е л ь с т в о проводится стандартным способом с примене­
нием теоремы 4.2, а также неравенств Ik ' l l i^^tt lML.r и II ( г ) ' ! ! ^^ : 
^cn\\r\\00>Tf где г£Мп(Т) и / 2 ^ 1 . Первое из этих неравенств принадлежит 
Е. П. Долженко [ 1 ], второе — В. Н. Русаку [9], [35]. 

О точности теоремы 4.3 можно судить на следующем примере. 
П р и м е р 4.1. Для любых sGN и р > 0 существует fs>^C(T) такая, 

что fSf,£C(T) и при достаточно больших п 
Rn(fit, T)XRn(ftii, T)X\ln^\ (47) 

Rn(/.,*, T)Xl/n ln(1) n... ln(s_2) n (ln(s_1} n) 1+P ( s > 2 ) , (48) 
/?»(/u», n x l / n d n ^ / i J P ( 5 ^ 2 ) . (49) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Построения основаны на функции ф5<р из § 3. 
Положим /i,p(g)=<Pifp(-g), £,£Т. Поскольку фМс:С(Л+)ГИ (£>+), то /1>р = 
= —//lrP+const и, следовательно, из (33) получим (47). В случае s^2 
введем функции г^Л^ (£>+)> удовлетворяющие условиям ||<рв,р—ГА||ВМОА = 
— R2k (фз,р, ВМОА). Зафиксируем некоторое достаточно большое k0. 
Имеем (p8,fi = ui+u2+u3+-' f где и1 = гко9 иг = гы^-г^ u3 = r1lo+z—rho+i и т. д. 
Согласно (41) Ц^ИВМОА^ где К(п) —правая часть (41). По­
скольку UjQJff^+ko (D+), то [37] найдется 0/6«#а/+йв (#_) такая, что функ­
ция Wj = Uj+Vj будет удовлетворять условию 

I^IU.r = I«/||BM0A<^(2 /+ft»). (50) 
Покажем, что функция fs# = wi+w2+--- является искомой. Действитель­
но, из (50) следует, что /3>Р€С(Г), а также справедливость оценки сверху 
в (48). Для получения оценки снизу в (48) заметим, что X+/S(P=<pS)P+ 
+const и, согласно (41), Rn(faj, T)^Rn(<ps^} BMOA)^cl s (n) . Итак, 
соотношение (48) доказано. Из теоремы 4.3 и оценки сверху в (48) сле­
дует оценка сверху в (49). Осталось получить оценку снизу в (49). Для 
этого заметим, что fa,t = ife,t—2/<pS)P+const и, следовательно, Rn(f8,t, Т)^ 
^27?2п(ф5)Р, Т)—Rn(fs,$> T). Из последнего неравенства, соотношения 
(34), а также оценки сверху в (48) получаем оценку снизу в (49). Итак, 
соотношения (47) —(49) доказаны. 

С л е д с т в и е 4.3. Пусть а > 1 и 0<.q^Zoo. Тогда следующие усло­
вия равносильны: 

а) ftRlAn 
b)JeRlA4__ 
с) w+feRZ,g(Dj и jf-feRl,g(D_). 
Напомним, что описание пространства^,? (D+) дано в следствии 3.2. 

Аналогичное описание допускает пространство R^,q (D-). Таким обра­
зом, следствия 3.2 и 4.3 дают описание пространства R^,g(T). 
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Пусть (•, Oe.g —интерполяционный функтор Петре [27]. Одно из 
приложений полученных результатов дано в следствии 4.4. 

С л е д с т в и е 4.4 (ср. с [13], [20] и [28]). Пусть S есть окружность 
Т или отрезок [ — 1, 1]; s > l , 0 < 0 < 1 и a = 6 s > l . Тогда 

(C(S\B[/s(S))Qtl/a^B«/a(S). 
Д о к а з а т е л ь с т в о немедленно следует из теоремы 4.1 и равенст­

ва (см. [27, гл. 7]) 
(С (5), Roo,i/s (S))e,i/a = R^o,i/a (5) . 

В заключение заметим, что можно дать «вещественное» описание 
пространств Я^,д{Т) и R^otQ [ — 1, 1] при а > 1 . В основе такого описания 
лежит идея атомического разложения пространств Н^/а и В^,а. Можно 
также ввести характеристику, аналогичную модулям гладкости в поли­
номиальной аппроксимации, связывающую гладкость функций и скорость 
чебышевских рациональных приближений. Такая характеристика для 
пространств Lp ( K / ? < ° ° ) введена в [4], [16]. Эти вопросы предпола­
гается рассмотреть отдельно. Отметим также, что применяя метод пре­
образований Фабера [13], [21], [29], теорему 3.2 можно обобщить для 
липшицевых областей [38]. 
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