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1 Ââåäåíèå

Ñóùåñòâîâàíèå ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé (ñâîéñòâî Ôàòó) õàðàêòåðíî äëÿ ôóíêöèé èç
ïðîñòðàíñòâ Õàðäè. Ïðè ýòîì ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ ïîíèìàþòñÿ êàê ïðåäåëû âäîëü
íåêîòîðûõ îáëàñòåé ïîäõîäà ê ãðàíèöå (îáëàñòè Ôàòó). Èñõîäíûì ïóíêòîì çäåñü ÿâèëàñü
çíàìåíèòàÿ òåîðåìà Ôàòó [1] � îãðàíè÷åííàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ â åäèíè÷íîì êðóãå ôóíêöèÿ
ïî÷òè âñþäó íà ãðàíèöå êðóãà èìååò íåêàñàòåëüíûé ïðåäåë.

Ñâîéñòâî Ôàòó ìîæåò áûòü âûðàæåíî êîëè÷åñòâåííî � â âèäå îöåíîê äëÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàêñèìàëüíûõ ôóíêöèé. Âïåðâûå èõ íàøëè Õàðäè è Ëèòòëâóä [2].
Ñâîéñòâî Ôàòó ëåãêî âûâîäèòñÿ èç òàêèõ îöåíîê, íî íà ñàìîì äåëå ðîëü íåðàâåíñòâ äëÿ
ìàêñèìàëüíûõ ôóíêöèé çíà÷èòåëüíî ãëóáæå [3].

Ïðèìåðàìè îáëàñòåé Ôàòó ìîãóò ñëóæèòü íåêàñàòåëüíûå êîíóñû Ëóçèíà äëÿ
ïðîñòðàíñòâ Õàðäè ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé â ïîëóïðîñòðàíñòâå Rn+1

+ [4] èëè äîïóñòèìûå
îáëàñòè Êîðàíüè�Ñòåéíà äëÿ êëàññîâ Õàðäè ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé â åäèíè÷íîì øàðå
èç Cn [5, 6]. Ïðè ýòîì â êàæäîì èç ñëó÷àåâ óêàçàííûå îáëàñòè ÿâëÿþòñÿ â îïðåäåëåííîì
ñìûñëå íàèëó÷øèìè. Ïîýòîìó, äëÿ òîãî, ÷òîáû ôóíêöèÿ èç òîãî èëè èíîãî êëàññà Õàðäè
èìåëà ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ âäîëü áîëåå øèðîêèõ îáëàñòåé, íåîáõîäèìî íàëàãàòü íà íåå
äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ òèïà ãëàäêîñòè.

Ñèñòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå òàêèõ ñâÿçåé ìåæäó ãëàäêîñòüþ ôóíêöèè è ãåîìåòðèåé
îáëàñòåé Ôàòó áûëî íà÷àòî ñðàâíèòåëüíî íåäàâíî � â ðàáîòàõ [7]�[8], ãäå ðàññìàòðèâàëîñü
êàñàòåëüíîå ãðàíè÷íîå ïîâåäåíèå ïîòåíöèàëîâ (íàïðèìåð, Áåññåëÿ) ãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé èç êëàññîâ Õàðäè Hp(Rn+1

+ ) (ïðè p ≥ 1 â [7] è ïðè p > 0 â [8]). Ïðè ýòîì
ñóùåñòâåííîå âíèìàíèå áûëî óäåëåíî èìåííî îöåíêàì íîðì ìàêñèìàëüíûõ ôóíêöèé.

Äàëüíåéøåìó èçó÷åíèþ çàäà÷ î ñâÿçè ìåæäó ãëàäêîñòüþ è ñâîéñòâîì Ôàòó áûëè
ïîñâÿùåíû ðàáîòû [9]�[17], â êîòîðûõ ïðèâåäåíû òàêæå ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ
òàêèõ çàäà÷.

Íàøà ðàáîòà ïðîäîëæàåò èññëåäîâàíèÿ èç [11]�[13] è [16], ãäå êàñàòåëüíîå ñâîéñòâî
Ôàòó ðàññìàòðèâàëîñü â îáùåé ñèòóàöèè ïðîñòðàíñòâ îäíîðîäíîãî òèïà [18] (X, d, µ) ñ
êâàçèìåòðèêîé d è ìåðîé µ. Ïåðåéäåì ê òî÷íûì îïðåäåëåíèÿì.

Ïóñòü X � êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî, òîïîëîãèÿ êîòîðîãî çàäàåòñÿ
êâàçèìåòðèêîé d. Ýòî îçíà÷àåò,÷òî ôóíêöèÿ d : X ×X → [0,∞) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

d(x, y) = 0 ⇔ x = y, d(x, y) = d(y, x),

è ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ ad ≥ 1, ÷òî d(x, y) ≤ ad[d(x, z) + d(z, y)] ïðè x, y, z ∈ X.
Êðîìå òîãî, ñåìåéñòâî îòêðûòûõ øàðîâ

B(x, t) = {y ∈ X : d(x, y) < t}

îáðàçóåò áàçó îêðåñòíîñòåé òîïîëîãèè X. Äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì, ÷òî diam X = 1.
Íåîòðèöàòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ν, îïðåäåëåííàÿ íà σ-àëãåáðå áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ èç X,

íàçûâàåòñÿ âíåøíåé ìåðîé, åñëè îíà ìîíîòîííà è ñóáàääèòèâíà, òî åñòü

G1 ⊂ G2 ⇒ ν(G1) ≤ ν(G2), ν

(⋃
j

Gj

)
≤
∑

j

ν(Gj).
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Äëÿ áîðåëåâñêîé ôóíêöèè f è âíåøíåé ìåðû ν íà X ïîëîæèì

‖f‖Lp
ν(X) =

p

∞∫
0

λp−1ν {|f | > λ} dλ

1/p

, p > 0.

Êîíå÷íî, åñëè ν ÿâëÿåòñÿ ìåðîé, òî ýòà âåëè÷èíà ñîâïàäàåò ñ

‖f‖Lp
ν(X) =

(∫
X

|f |p dν

)1/p

.

Íèæå âñÿêóþ íåîòðèöàòåëüíóþ áîðåëåâñêóþ ìåðó íà X áóäåì íàçûâàòü ïðîñòî ìåðîé.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç X = X × [0, 1) è ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâèÿ x ↔ (x, 1) áóäåì

îòîæäåñòâëÿòü X ñ ãðàíèöåé X.
Êàæäàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ ε : (0, 1] → (0, 1] îïðåäåëÿåò îáëàñòü ïîäõîäà Γε(x) ê

ãðàíèöå X â òî÷êå x ∈ X

Γε(x) = {(y, t) ∈ X : d(x, y) < ε(1− t)}. (1)

Ñòåïåíü �êàñàíèÿ� Γε(x) è X×{1} ñâÿçàíà ñ ïîâåäåíèåì ôóíêöèè ε âáëèçè t = 0. Èìåííî,
÷åì ìåäëåííåå ε(t) ñõîäèòñÿ ê íóëþ ïðè t → 0, òåì øèðå Γε(x). Âñþäó â äàëüíåéøåì
ñ÷èòàåì, ÷òî ôóíêöèÿ ε, îïðåäåëÿþùàÿ îáëàñòü (1), ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé è ñòðîãî
âîçðàñòàþùåé.

Ñåìåéñòâî îáëàñòåé (1) ïîðîæäàåò ñîîòâåòñòâóþùóþ ìàêñèìàëüíóþ ôóíêöèþ

Nεu(x) = sup{|u(y, t)| : (y, t) ∈ Γε(x)}. (2)

Â ñëó÷àå1 ε0(t) ≡ at âìåñòî Nε0u áóäåì ïèñàòü Nu è Γ = Γε0 .
Â [11, 16] èçó÷àëîñü ñâîéñòâî Ôàòó äëÿ ñãëàæèâàþùèõ îïåðàòîðîâ âèäà

Kωu(x, t) =

1∫
0

ω(1− s)u(x, ts)
ds

1− s
, (3)

c ÿäðàìè ñòåïåííîãî ïîðÿäêà â îêðåñòíîñòè òî÷êè s = 0. Â òàêîì âèäå ìîæíî çàïèñàòü,
íàïðèìåð, äðîáíûå èíòåãðàëû Êîøè-Ñåãå â åäèíè÷íîì øàðå Bn ⊂ Cn∫

∂Bn

f(η)

(1− 〈z, η〉)n−α
dσ(η) =

1

B(α, n)

∫ 1

0

(1− s)α−1sn−α−1f(sz) ds (4)

(B � áåòà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà). Â [11] ïðèâåäåíû è äðóãèå ïðèìåðû îïåðàòîðîâ âèäà (3),
â áëèçêîé ê (3) ôîðìå ìîæíî òàêæå çàïèñàòü è ïîòåíöèàëû Áåññåëÿ ãàðìîíè÷åñêèõ
ôóíêöèé.

Â [16] áûëè äîêàçàíû âåñîâûå íåðàâåíñòâà âèäà2

‖Nε(Ku)‖Lp
ν(X) ≤ c ‖Nu‖Lp

µ(X) (5)

1a âñåãäà áóäåò îçíà÷àòü ïîëîæèòåëüíóþ ïîñòîÿííóþ, ôèêñèðîâàííóþ ïðîèçâîëüíî.
2Âñþäó íèæå c � ðàçëè÷íûå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.
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ïðè ε(t) = tε0 , ω(s) = O(sα) íà ÿäðî è óñëîâèè

ν(B(x, s)) ≤ csβt−γµ(B(x, t)) (x ∈ X, 0 < t < s ≤ 1), (6)

β = (γ − αp)/ε0 > 0, íà âíåøíþþ ìåðó ν è ìåðó µ. Èíòåðåñ ê òàêèì âåñîâûì
îöåíêàì ïðîäèêòîâàí îò÷àñòè òåì, ÷òî â íèõ âíåøíÿÿ ìåðà ν ìîæåò áûòü ñèíãóëÿðíîé
îòíîñèòåëüíî µ è ñîñðåäîòî÷åííîé íà ïîäìíîãîîáðàçèÿõ ìåíüøåé õàóñäîðôîâîé
ðàçìåðíîñòè. Êðîìå òîãî, ν íå îáÿçàíà áûòü àääèòèâíîé è ìîæåò áûòü, íàïðèìåð,
åìêîñòüþ.

Íàøåé îñíîâíîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâ âèäà (5) ïðè áîëåå îáùèõ
óñëîâèÿõ (íà ÿäðî îïåðàòîðà (3) è íà ìåðû), êîòîðûå íå èìåþò ñòåïåííîãî õàðàêòåðà.

2 Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ ω : (0, 1] → (0, 1] ïî÷òè âîçðàñòàåò (óáûâàåò), åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ
ïîñòîÿííàÿ c ≥ 1, ÷òî äëÿ âñåõ 0 < t1 < t2 ≤ 1 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ω(t1) ≤ c ω(t2)
(ñîîòâåòñòâåííî ω(t2) ≤ c ω(t1)).

Îáîçíà÷èì Ω(0) êëàññ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé ω : (0, 1] → (0, 1] òàêèõ, ÷òî ω(+0) = 0,
ω(1) = 1, à òàêæå ω(t)/t b ïî÷òè âîçðàñòàåò ïðè íåêîòîðîì b > 0. Äëÿ γ0 > 0 îáîçíà÷èì
Ω(γ0) ïîäêëàññ ôóíêöèé ω ∈ Ω(0), äëÿ êîòîðûõ ω(t)/t γ0−b ïî÷òè óáûâàåò ïðè íåêîòîðîì
b > 0. Ïóñòü åùå

Ω(∞) =
⋃

γ0>0

Ω(γ0).

Ãîâîðÿò, ÷òî âíåøíÿÿ ìåðà µ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ óäâîåíèÿ, åñëè

µ (B (x, 2t)) ≤ cµ (B (x, t)) , (x ∈ X, t ∈ (0, 1]). (7)

Êðàòêàÿ çàïèñü äëÿ ýòîãî µ ∈ D. Â ýòîì ñëó÷àå òðîéêà (X, d, µ) íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì
îäíîðîäíîãî òèïà [18].

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ìåðû µ ∈ D ïðè íåêîòîðîì γ0 > 0

µ (B (x, s)) ≤ c
(s

t

)γ0

µ (B (x, t)) (x ∈ X, t ∈ (0, 1], 0 < t ≤ s ≤ 1) (8)

(ìîæíî âçÿòü γ0 = log2 c, ãäå c � ïîñòîÿííàÿ èç íåðàâåíñòâà (7)). Óñëîâèìñÿ çàïèñûâàòü
µ ∈ Dγ0 , åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (8). Òàêèì îáðàçîì,

D =
⋃

γ0>0

Dγ0 . (9)

Ââåäåì �ôóíêöèîíàëüíûé� àíàëîã óñëîâèÿ óäâîåíèÿ (8)

µ (B (x, s))

γ(s)
≤ c

µ (B (x, t))

γ(t)
(x ∈ X, 0 < t ≤ s ≤ 1) (10)

è â òàêîì ñëó÷àå áóäåì ïèñàòü, ÷òî µ ∈ D(γ). Òîãäà, î÷åâèäíî, ÷òî

D =
⋃

γ∈Ω(∞)

D(γ). (11)
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Ñðàâíåíèå (9) è (11) ïîêàçûâàåò, ÷òî (10) äàåò áîëåå ãèáêóþ êëàññèôèêàöèþ ìåð, ñî
ñâîéñòâîì óäâîåíèÿ (7), ÷åì (8). Îñíîâíîå óñëîâèå ñâÿçè äâóõ ìåð ν è µ íà X, êîòîðîå ìû
áóäåì èñïîëüçîâàòü âìåñòî (6), ïîõîæå íà (10)

ν (B (x, s))

β(s)
≤ c

µ (B (x, t))

γ(t)
(x ∈ X, 0 < t ≤ s < 1). (12)

Áóäåì ïèñàòü òîãäà, ÷òî (ν, µ) ∈ D(β, γ).
Îïåðàòîð (3) êîððåêòíî îïðåäåëåí íà êëàññå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé u ∈ C(X), åñëè

èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ ω : [0, 1] → R òàêîâà, ÷òî

1∫
0

|ω(s)|ds

s
< ∞.

Â ÷àñòíîñòè, ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî, åñëè ω ∈ Ω(0).
Ïðèâåäåì òåïåðü îñíîâíîé ðåçóëüòàò íàøåé ðàáîòû.

Òåîðåìà 1 Ïóñòü p > 0, ε ∈ Ω(1), γ ∈ Ω(∞) è

ω, γω−p ∈ Ω(0). (13)

Ïóñòü òàêæå ν � âíåøíÿÿ ìåðà, µ � ìåðà íà X, ïðè÷åì (ν, µ) ∈ D(β, γ), ãäå

β(t) = γ
(
ε−1(t)

) [
ω
(
ε−1(t)

)]−p
. (14)

Òîãäà
‖Nε (Kωu)‖Lp

ν
≤ c ‖Nu‖Lp

µ
, u ∈ C(X). (15)

Åñëè ν = µ, òî òåîðåìå 1 ìîæíî ïðèäàòü ñëåäóþùóþ ôîðìó.

Òåîðåìà 2 Ïóñòü p > 0, γ ∈ Ω(∞), γ âîçðàñòàåò è âûïîëíåíî (13), ε ∈ Ω(1),

ε(t) ≤ cγ−1
{
γ(t) [ω(t)]−p} . (16)

Ïóñòü òàêæå ìåðà µ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (10).
Òîãäà

‖Nε (Kωu)‖Lp
µ
≤ c ‖Nu‖Lp

µ
, u ∈ C(X). (17)

Óñëîâèÿ (13) íà ÿäðî ω â ñëó÷àå ñòåïåííûõ ôóíêöèé ω(t) = tω0 , γ(t) = tγ0

ïðåâðàùàþòñÿ â íåðàâåíñòâà 0 < ω0 < γ0

p
, êîòîðûå ïðîÿñíÿþò ðîëü îáùèõ îãðàíè÷åíèé

(13). Áëàãîäàðÿ èì ìû ìîæåì èñêëþ÷èòü ñëó÷àè, áëèçêèå ê ïðåäåëüíûì ω(t) = 1 è
ω(t) = γ(t)1/p, êîãäà ïðàâèëüíàÿ ñâÿçü ìåæäó ïàðàìåòðàìè èìååò ñîâåðøåííî èíîé âèä.
Ïîäðîáíîñòè, ñâÿçàííûå ñ ðàññìîòðåíèåì òàêèõ ñèòóàöèé, ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [19, 20]
(ñëó÷àé ω(t) = 1) è [7, 10, 13, 14] (ñëó÷àé ω(t) = tγ0/p).

Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ (14) è (16), ïðè êîòîðûõ ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà (15) è (17)
ñîîòâåòñòâåííî, äàþò òî÷íûå êîëè÷åñòâåííûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ. Óæå äëÿ
ñòåïåííûõ ôóíêöèé îíè ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè è íå äîïóñêàþò óëó÷øåíèÿ (ñì. îá ýòîì
[7, 16]).
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3 Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû

Ñíà÷àëà ïðèâåäåì ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé. Ñëåäóþùàÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ëåììà,
îòíîñÿùàÿñÿ ê ïðîñòðàíñòâó ñ êâàçèìåòðèêîé (X, d), èìååòñÿ â [18].

Ëåììà 1 Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ ρ = ρd ≥ 1 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà
E ⊂ X è ëþáîãî ïîêðûòèÿ {B} ýòîãî ìíîæåñòâà øàðàìè ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì
ñ÷åòíîå ïîäñåìåéñòâî {Bj} ⊂ {B} ñî ñâîéñòâàìè

E ⊂
⋃
j

ρBj, Bi ∩Bj = ∅ (i 6= j).

Çäåñü ρB � øàð ñ òåì æå öåíòðîì, ÷òî è B, ðàäèóñà â ρ ðàç áîëüøå. Â ñëó÷àå
íåîãðàíè÷åííîãî X îò øàðîâ èç {B} ñëåäóåò äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü îãðàíè÷åííîñòü
èõ ðàäèóñîâ.

Â äàëüíåéøåì äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñåé áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

δt = 1− t, t ∈ [0, 1).

Äëÿ A ≥ 1 è ôóíêöèè ε ∈ Ω(1) îïðåäåëèì îáëàñòè

ΓA
ε (x) =

{
(y, t) ∈ X : δt < ε

(
δtA

−1
)
, d(x, y) < ε(δtA

−1)
}

è ñîîòâåòñòâóþùèå ìàêñèìàëüíûå ôóíêöèè

NA
ω,εu(x) = sup

{
ω(δt) |u(y, t)| : (y, t) ∈ ΓA

ε (x)
}

,

ãäå ω : [0, 1) → R+. Ïîäîáíûå êîíñòðóêöèè âïåðâûå ðàññìàòðèâàëèñü â [8]. Âïîñëåäñòâèè
ðàçëè÷íûå âàðèàíòû òàêèõ ôóíêöèé èçó÷àëèñü â [9], [11]�[13]. Çäåñü ìû èñïîëüçóåì äëÿ
ðàáîòû ñ NA

ω,ε ìåòîäû èç [11].

Ëåììà 2 Ïðè óñëîâèÿõ òåîðåìû 1 ñóùåñòâóåò òàêîå b > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ A ≥ 1 è
u ∈ C(X)

‖NA
ω,εu‖Lp

ν(X) ≤ cA−b/p‖Nu‖Lp
µ(X).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ìàêñèìàëüíîé ôóíêöèè NA
ω,εu ïðè λ > 0 îïðåäåëèì ìíîæåñòâà

Eω(λ) =
{
x ∈ X : NA

ω,εu(x) > λ
}

è âûáåðåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî kA ∈ N òàê, ÷òîáû

2−kA−1 < sup
{
δt : δt < ε

(
A−1δt

)}
≤ 2−kA .

Äëÿ k ≥ kA îáîçíà÷èì

Eω
k (λ) =

{
x ∈ Eω(λ) : 2−k−1 < tω(x) ≤ 2−k

}
,

ãäå tω çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

tω(x) = sup
{
δt < ε

(
δtA

−1
)

: ∃y ∈ X : d(x, y) < ε
(
δtA

−1
)
, ω(δt) |u(y, t)| > λ

}
.
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ßñíî, ÷òî ìíîæåñòâà Eω
k (λ) èçìåðèìû è

Eω
k (λ) ∩ Eω

i (λ) = ∅ ,
∞⋃
kA

Eω
k (λ) = Eω(λ), k 6= i. (18)

Ââåäåì òàêæå îáîçíà÷åíèÿ

N0u(x) = sup
{
|u(y, t)| : d(x, y) < δt/4a

2
d , δt < ε

(
δtA

−1
)}

,

t0(x) = sup
{
δt : δt < ε

(
δtA

−1
)
, ∃y ∈ X : d(x, y) < δt/4a

2
d, |u(y, t)| > λ

}
.

è
E0(λ) = {x ∈ X : N0u(x) > λ} ,

E0
k(λ) =

{
x ∈ E0(λ) : 2−k−1 < t0(x) < 2−k

}
, k ≥ kA,

Òîãäà

E0
k(λ) ∩ E0

i (λ) = ∅,

∞⋃
kA

E0
k(λ) = E0(λ), k 6= i.

Îöåíèì ν(Eω
k (λ)). Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x ∈ Eω

k (λ) è íàéäåì
y ∈ X è t ∈ (1− 2−k, 1− 2−k−1), äëÿ êîòîðûõ

d(x, y) < ε
(
δtA

−1
)
, ω(δt) |u(y, t)| > λ, δt < ε

(
δtA

−1
)
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bx = B (y, ε (δtA
−1)), òîãäà x ∈ Bx è ñåìåéñòâî øàðîâ {Bx : x ∈ Eω

k (λ)}
îáðàçóåò ïîêðûòèå ìíîæåñòâà Eω

k (λ). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû 1, èç íåãî ìîæíî
âûäåëèòü íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîå ïîäñåìåéñòâî øàðîâ Bj = B

(
yj, ε

(
δtjA

−1
))
, j ≥ 1 òàêîå,

÷òî
Bj ∩Bi = ∅, ν (Eω

k (λ)) ≤
∑

j

ν(ρBj).

Òàê êàê ω ∈ Ω(0) è ε ∈ Ω(1), òî íàéäóòñÿ òàêèå ïîñòîÿííûå c0 ≥ 1, b1 > 0 è c1 ≥ 1, ÷òî
äëÿ âñåõ 0 < t < s ≤ 1 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

ω(t) ≤ c0 ω(s),

ε(t)t−b1 ≤ c1ε(s)s
−b1 , ε(s) s b1−1 ≤ c1 ε(t) t b1−1. (19)

Îáîçíà÷èì kε =

[
1

b1

log2(4c1a
2
d)

]
+ 1 è ïîêàæåì, ÷òî ïðè k ≥ kε + kA èìååò ìåñòî

âêëþ÷åíèå

B∗
j = B(yj, a

−2
d 2−k−3) ⊂

k⋃
i=k−kε

E0
i

(
λ

c0ω(2−k)

)
, j ≥ 1.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x ∈ B∗
j , òîãäà d(x, yj) <

δtj

4a2
d

, δtj > 2−k−1 è
∣∣u(yj, δtj)

∣∣ > λ

c0ω(2−k)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, x /∈ E0
i

(
λ/c0ω(2−k)

)
ïðè i > k. Âûáåðåì òî÷êó (z, τ) òàê, ÷òî

d(x, z) < δτ/4a
2
d, δτ < ε

(
δτA

−1
)
, 2kε−k < δτ ,

òîãäà

d(xj, z) ≤ a2
d [d(xj, yj) + d(yj, x) + d(x, z)] ≤ a2

d

[
ε
(
δtjA

−1
)

+ a−2
d 2−k−3 + δτ/4a

2
d

]
.
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Â ñèëó (19)

ε
(
δtjA

−1
)

=
ε
(
δtjA

−1
)(

δtjA
−1
)b1 (δtjA

−1
)b1 ≤ ε (δτA

−1)

(δτA−1)b1

(
δτ 2−kεA−1

)b1 ≤ ε (δτA
−1)

4a2
d

.

Êðîìå òîãî, 2−k < δτ < ε (δτA
−1), ïîýòîìó d(xj, z) < ε (δτA

−1). Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî

xj ∈ Eω
k (λ) è δτ > 2kε−k çàêëþ÷àåì, ÷òî |u(z, τ)| ≤ λ

ω(δτ )
≤ λ

c0ω(2−k)
. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò,

÷òî x /∈ E0
i

(
λ/c0ω(2−k)

)
ïðè âñåõ i < k − kε. Òàêèì îáðàçîì, íàøå âêëþ÷åíèå äîêàçàíî.

Øàðû B∗
j ëåæàò â ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ øàðàõ Bj, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó (14),

(18) è äîêàçàííîãî âêëþ÷åíèÿ,

ν {Eω
k (λ)} ≤

∑
j

ν (ρBj) ≤ c
∑

j

β
(
ρε
(
δtjA

−1
))

γ
(
2−k−3a−2

d

) µ
(
B∗

j

)
≤

≤ c

γ
(
2−k−3a−2

d

)∑
j

γ
(
δtjA

−1
)[

ω
(
δtjA

−1
)]−p

µ
(
B∗

j

)
.

Òàê êàê γω−p ∈ Ω(0), òî äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé b > 0

γ(t)

ωp(t)tb
≤ c

γ(s)

ωp(s)sb
, 0 < t < s ≤ 1. (20)

Ïîýòîìó

ν {Eω
k (λ)} ≤ c A−b γ

(
2−k
) [

ω
(
2−k
)]−p

γ
(
2−k−3a−2

d

) µ

(⋃
j

B∗
j

)
≤

≤ c A−b
[
ω
(
2−k
)]−p

µ

{
k⋃

i=k−kε

E0
i

(
λ

c0ω (2−k)

)}
.

Ïðîâîäÿ àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

ν

{
kA+kε−1⋃

k=kA

Eω
k (λ)

}
≤ c A−b

[
ω
(
2−kA

)]−p
µ

{
kA+kε−1⋃

k=kA

E0
k

(
λ

c0ω (2−kA)

)}
.

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííûå îöåíêè, äîêàæåì íåðàâåíñòâî∥∥NA
ω, εu

∥∥p

Lp
ν(X)

≤ cA−b
(
‖N0u‖Lp

µ(X)

)p

. (21)

Â ñàìîì äåëå, ∥∥NA
ω, εu

∥∥p

Lp
ν(X)

= p

∞∫
0

λp−1ν {Eω(λ)} dλ ≤

≤ c

∞∫
0

λp−1

[
ν

{
kA+kε−1⋃

kA

Eω
k (λ)

}
+

∞∑
kA+kε

ν {Eω
k (λ)}

]
dλ.
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Äëÿ âòîðîãî ñëàãàåìîãî ïîä èíòåãðàëîì ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

∞∑
k=kA+kε

ν {Eω
k (λ)} ≤ c A−b

∞∑
k=kA+kε

k∑
i=k−kε

[
ω
(
2−k
)]−p

µ

{
E0

i

(
λ

c0ω(2−k)

)}
≤

≤ c A−b

∞∑
i=kA

(
ω
(
2−i−kε

))−p
µ

{
E0

i

(
λ

c2
0ω(2−i)

)}
≤

≤
∞∑

k=kA+kε

(
ω
(
2−k
))−p

µ

{
E0

k

(
λ

c2
0ω(2kε−k)

)}
.

Ïîýòîìó

∥∥NA
ω, εu

∥∥p

Lp
ν(X)

≤ c A−b


kA+kε−1∑

k=kA

∞∫
0

λp−1
(
ω
(
2−kA

))−p
µ

{
E0

k

(
λ

c0ω(2−kA)

)}
dλ+

+
∞∑

k=kA+kε

∞∫
0

λp−1
(
ω
(
2−k
))−p

µ

{
E0

k

(
λ

c2
0ω(2kε−k)

)}
dλ

 .

Ïîëàãàÿ λ = sc0ω(2−kA) â ïåðâîì ñëàãàåìîì, λ = sc2
0ω(2kε−k) � âî âòîðîì, ñ ó÷åòîì

(13) è (18) çàêëþ÷àåì, ÷òî

∥∥NA
ω, εu

∥∥p

Lp
ν(X)

≤ c A−b

∞∑
k=kA

∞∫
0

sp−1µ(E0
k(s))ds ≤ c A−b ‖N0u‖p

p .

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (21) äîêàçàíî.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Çàïèøåì Kωu â âèäå ñóììû

Kωu(x, t) =

1∫
0

ω(1− s)u(y, ts)
ds

1− s
=

=

1−ε(δt)∫
0

ω
(
1− s

t

)
u(y, s)

ds

t− s
+

t∫
1−ε(δt)

ω
(
1− s

t

)
u(y, s)

ds

t− s
= I1 + I2.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà I2. Âûáåðåì n ∈ N òàê, ÷òî 2nδt < ε(δt) ≤ 2n+1δt è ïîëîæèì
sν = 1− 2νδt äëÿ âñåõ ν = 0, 1, . . . , n. Òîãäà, åñëè s ∈ (sν+1, sν), òî

d(x, y) < ε(δt) < ε
(
2−ν(1− s)

)
è 1− s < ε(δt) < ε (2−ν(1− s)).

Ïîýòîìó íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ (sν+1, sν), ν = 0, 1, . . . äëÿ ôóíêöèè u ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

ω(1− s) |u(y, s)| ≤ N2ν

ω,εu(x),
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÷òî ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùóþ îöåíêó

I2 =

t∫
1−ε(δt)

ω(1− s/t)

t− s
|u(y, s)| ds ≤

n∑
ν=0

sν∫
sν+1

ω(1− s/t)

t− s
|u(y, s)| ds ≤

≤ c

n∑
ν=0

sν∫
sν+1

ω(1− s/t)

t− s

N2ν

ω,εu(x)

ω(1− s)
ds ≤ c

n∑
ν=0

N2ν

ω,εu(x)

ω(1− sν)
ω(1− sν+1).

Òàê êàê äëÿ I1 áóäåò 0 < s < (1− ε(δt)) /t, òî d(x, y) < ε(δt) < 1− ts < (1− ts)1−α è

(1−ε(δt))/t∫
0

ω(1− s) |u(y, ts)| ds

1− s
≤

≤
(1−ε(δt))/t∫

0

(1− s)α−1 |ω1(1− ts)u(y, ts)| ds ≤ c N1
ω1,ε1

u(x),

ãäå
0 < α < (b0)

2/(b0 + p), b0 = min{b1, b}, (22)

b1 îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâèåì ε ∈ Ω(1) (ñì. (19)), b � óñëîâèåì γ ω−p ∈ Ω(0) (ñì. (20)), à

ω1(t) = ω(t)t−α, ε1(t) = t1−α.

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî íåðàâåíñòâî

Nε(Kωu)(x) ≤ c

(
∞∑

k=0

N2k

ω,εu(x) + N1
ω1,ε1

u(x)

)
.

Òåïåðü äëÿ îöåíêè ïåðâîãî ñëàãàåìîãî âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 2. Ïóñòü ak = 2−kb/2p(1−
2−b/2p), k = 0, 1, . . . , òîãäà{

x :
∞∑

k=0

N2k

ω,εu(x) > λ

}
=

{
x :

∞∑
k=0

N2k

ω,εu(x) > λ
∞∑

k=1

ak

}
⊂

∞⋃
k=1

{
x : N2k

ω,εu(x) > λ ak

}
.

Ïðèíèìàÿ ýòî âî âíèìàíèå, ïîëó÷àåì∫ ∞

0

λp−1ν

{
∞∑

k=0

N2k

ω,εu > λ

}
dλ ≤

∞∑
k=0

∫ ∞

0

λp−1ν
{

N2k

ω,εu > λ ak

}
dλ ≤

≤
∞∑

k=0

2−bka−p
k

∫ ∞

0

λp−1µ
{

N2k

ω,εu > λ
}

dλ ≤ c ‖Nu‖p
Lp

µ
.

Äëÿ îöåíêè âòîðîãî ñëàãàåìîãî âîñïîëüçóåìñÿ òîé æå ëåììîé, íî ñ ω1 è ε1 âìåñòî ω è
ε. Â ñèëó âûáîðà α è b0 (ñì. (22)) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

β(t) ≤ cβ∗(t) ≡ c γ(ε−1
1 (t))

[
ω1(ε

−1
1 (t))

]−p
.
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Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê äëÿ ôóíêöèè ε ∈ Ω(1) âûïîëíåíî (19), òî

ε−1(t) ≤ c t1/(1−b0) ≤ c t1/(1−α) ≤ c ε−1
1 (t), 0 < t < 1,

è ñ ó÷åòîì (20) èìååì

β(t) =
γ(ε−1(t))

[ω(ε−1(t))]p (ε−1(t))b0

(
ε−1(t)

)b0 ≤ c
γ(ε−1

1 (t))[
ω(ε−1

1 (t))
]p [ ε−1(t)

t1/(1−α)

]b0

≤

≤ c γ
(
ε−1
1 (t)

) [
ω
(
ε−1
1 (t)

) (
ε−1
1 (t)

)−α
]−p

≤ cβ∗(t).

Ïîýòîìó òàê êàê (ν, µ) ∈ D(β, γ), òî (ν, µ) ∈ D(β∗, γ) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå 2
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖N1
ω1,ε1

u‖Lp
ν(X) ≤ c‖Nu‖Lp

µ(X).

Òàêèì îáðàçîì,

‖Nε(Kωu)‖p
Lp

ν(X)
≤ c

∫ ∞

0

λp−1ν

{
∞∑

k=0

N2k

ω,εu > λ

}
dλ+

+c

∫ ∞

0

λp−1ν
{
N1

ω1,ε1
u > λ

}
dλ ≤ c‖Nu‖p

Lp(µ)

è íåðàâåíñòâî (15) äîêàçàíî.

4 Îïåðàòîðû òèïà ïîòåíöèàëà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 1 ê îïåðàòîðàì òèïà ïîòåíöèàëà

Pωf(x, t) =

∫
X

ω(d(x, y) + 1− t)

γ (d(x, y) + 1− t)
f(y)dµ(y), (x, t) ∈ X (23)

ãäå, êàê è â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, X � êîìïàêòíîå õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî ñ
êâàçèìåòðèêîé d è ìåðîé µ.

Âñþäó â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìåðà µ íà X óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
îäíîðîäíîñòè

1

c
γ(t) ≤ µ(B(x, t)) ≤ cγ(t), x ∈ X, t ∈ (0, 1). (24)

Ëåâàÿ ÷àñòü (24) � ýòî (10) ïðè s = 1. Òàê ÷òî íîâûì îãðàíè÷åíèåì â (24) ïî
ñðàâíåíèþ c (10) ÿâëÿåòñÿ ïðàâîå íåðàâåíñòâî. Îíî íåîáõîäèìî äëÿ îöåíêè ïîòåíöèàëà
(23) ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà âèäà (3).

Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêæå ñëåäóþùàÿ ýêñòðåìàëüíàÿ êîíñòðóêöèÿ
ïðîäîëæåíèÿ íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè f ñ X íà X

Πf(x, t) = inf {f(y) : d(x, y) < a(1− t)} .

Îíà ðàññìàòðèâàëàñü â [14] â ñëó÷àå åäèíè÷íîãî øàðà â Cn è â [15] â îáùåì ñëó÷àå.
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Ëåììà 3 Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ
1) åñëè u : X → R, òî ïðè (x, t) ∈ X

|u(x, t)| ≤ Π (Nu) (x, t), N (Π (Nu)) (x) ≡ Nu(x),

2) åñëè h : X → [0,∞) ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó, òî

N (Πh) (x) ≡ h(x), x ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû ïîâòîðÿåò ðàññóæäåíèÿ èç [14] äëÿ ñëó÷àÿ åäèíè÷íîãî
øàðà â Cn è ìû íà íåì íå îñòàíàâëèâàåìñÿ.

Â ñëåäóþùåé ëåììå ó÷àñòâóåò ìàêñèìàëüíàÿ ôóíêöèÿ Õàðäè-Ëèòòëâóäà

Mf(x) = sup
1

µ(B)

∫
B

|f | dµ,

ãäå òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü áåðåòñÿ ïî âñåì øàðàì B = B(y, t), ñîäåðæàùèì òî÷êó x ∈ X.

Ëåììà 4 Åñëè ôóíêöèÿ f ∈ L1
µ(X) íåîòðèöàòåëüíà, ω, γ ω−1 ∈ Ω(0) è γ ∈ Ω(∞), òî

Pωf(x, t) ≤ c Kω (Π (Mf)) (x, t), (x, t) ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîäîáíî îáîñíîâàíèþ ëåììû 1 èç [15] ñ íåêîòîðûìè èçìåíåíèÿìè,
ñîîòâåòñòâóþùèìè íàøèì óñëîâèÿì.

Ïóñòü äëÿ êðàòêîñòè r = 1− t, u = Π(Mf). Åñëè 0 ≤ t ≤ 1
2
, òî

Pωf(x, t) ≤ ω (1/2)

γ (1/2)

∫
X

f(y)dµ(y) ≤ c u(x, 0),

ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî 1
2

< t < 1. Âûáåðåì íàòóðàëüíîå n òàê, ÷òîáû 2nr < 1 ≤ 2n+1r.
Òîãäà

Pωf(x, t) ≤
∫

B(x,2r)

ω (d(x, y) + 1− t)

γ (d(x, y) + 1− t)
f(y)dµ(y) +

+
n∑

k=1

∫
B(x,2k+1r)\B(x,2kr)

ω (d(x, y) + 1− t)

γ (d(x, y) + 1− t)
f(y)dµ(y) ≤

≤ c
ω(r)

γ(r)

∫
B(x,2r)

f(y)dµ(y) + c

n∑
k=1

ω
(
2kr
)

γ (2kr)

∫
B(x,2k+1r)

f(y)dµ(y).

Â ñèëó íåðàâåíñòâà 1− 2k+1r ≤ t(1− 2kr) ïîëó÷èì

Pωf(x, t) ≤ cω(r) inf {Mf(z) : d(x, z) < 2r}+

c
n∑

k=1

ω
(
2kr
)
inf
{
Mf(z) : d(x, z) < 2k+1r

}
≤

≤ c
n∑

k=0

ω(2kr)u(x, 1− 2k+1r) ≤ c
n∑

k=0

ω(2kr)u(x, t(1− 2kr)) ≤ c
n∑

k=0

ω(1− sk)u(x, tsk),
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ãäå sk = 1− 2kr. Ñ äðóãîé ñòîðîíû
sk−1∫
sk

ω(1− s)

1− s
u(x, ts)ds ≥ u(x, tsk)

sk−1∫
sk

ω(1− s)

1− s
ds ≥ c ω(1− sk)u(x, tsk).

Èç ïîëó÷åííûõ îöåíîê âûâîäèì

Pωf(x, t) ≤
n∑

k=0

ω(1− sk) u(x, tsk) ≤ c

1∫
0

ω(1− s)

1− s
u(x, ts)ds ≤ c Kωu(x, t)

è ëåììà äîêàçàíà.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 1, ëåììû 3 è îáû÷íîãî

íåðàâåíñòâà äëÿ ìàêñèìàëüíîé ôóíêöèè Õàðäè-Ëèòòëâóäà

‖Mf‖Lp
µ(X) ≤ c‖f‖Lp

µ(X), p > 1, (25)

ñïðàâåäëèâîãî â ñëó÷àå µ ∈ D [18].

Òåîðåìà 3 Ïóñòü ε ∈ Ω(1), γ ∈ Ω(∞) è âûïîëíåíî (13). Ïóñòü òàêæå âíåøíÿÿ
ìåðà ν íà X òàêîâà, ÷òî (ν, µ) ∈ D(β, γ), ãäå β îïðåäåëÿåòñÿ èç (14). Òîãäà

‖Nε (Pωf)‖Lp
ν(X) ≤ c ‖f‖Lp

µ(X) , f ∈ Lp
µ(X), p > 1.

Ðàññìîòðèì êîíêðåòíûå ïðèìåðû, èëëþñòðèðóþùèå òåîðåìó 3. Ïóñòü D ⊂ Rn �
îãðàíè÷åííàÿ ëèïøèöåâà îáëàñòü â Rn (n ≥ 2) è, äëÿ óäîáñòâà, çâåçäíàÿ îòíîñèòåëüíî
íà÷àëà êîîðäèíàò, diam D = 1. Çâåçäíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî

D = {y = rg(θ)θ : θ ∈ Sn−1, 0 ≤ r < 1},

ãäå g : Sn−1 → R+ � ïîëîæèòåëüíàÿ ëèïøèöåâà ôóíêöèÿ íà åäèíè÷íîé ñôåðå Sn−1 ⊂ Rn.
Òåîðåìà 3 áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ ïðè ñëåäóþùåì âûáîðå îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ: X = ∂D

� ãðàíèöà îáëàñòè D, d(x, y) = |x− y| � åâêëèäîâà ìåòðèêà, µ = σ. Ïðè ýòîì

σ(B(x, t)) � tn−1, x ∈ ∂D, 0 < t ≤ 1

ñ ïîñòîÿííûìè ýêâèâàëåíòíîñòè, íå çàâèñÿùèìè îò x è t, ò.å. ñåé÷àñ óñëîâèå (24)
âûïîëíåíî ñ γ(t) = tn−1. Ìû îòîæäåñòâëÿåì ∂D × [0, 1) è D ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ
(x, r) → rx, ãäå x ∈ ∂D, r ∈ [0, 1).

Âìåñòî îáëàñòåé (1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü

Γ∗ε(x) = {y ∈ D : |x− y| < aε (dist (y, ∂D))}, x ∈ ∂D,

êîòîðûå îïðåäåëåíû íåïîñðåäñòâåííî â òåðìèíàõ D è áîëåå åñòåñòâåííû. Îíè â
ñóùåñòâåííîì ñîâïàäàþò ñ îáëàñòÿìè Γε(P ) (ñì. ëåììó 5 â [16]). ×åðåç N∗

εu(x) =
sup{|u(y)| : y ∈ Γ∗ε(x)} îáîçíà÷àåì ñîîòâåòñòâóþùèå ìàêñèìàëüíûå îïåðàòîðû.

Ïóñòü

Pα,βf(x) =

∫
∂D

(
ln 1

|x−y|

)β

|x− y|n−α−1f(y)dσ(y), x ∈ D,

ãäå α > 0, β ∈ R.
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Ñëåäñòâèå 1 Ïóñòü p > 1, 0 < α < n−1
p
, β ∈ R, ε ∈ Ω(1), ν � âíåøíÿÿ ìåðà íà ∂D,

óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

ν (B (x, t)) ≤ c
[
ε−1(t)

]n−αp−1
(

ln
e

ε−1(t)

)−βp

, x ∈ ∂D, 0 < t ≤ 1.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Lp
σ(∂D), p > 1

‖N∗
ε (Pα,βf)‖Lp

ν(∂D) ≤ c ‖f‖Lp
σ(∂D) ,

è Pα,βf èìååò Γ∗ε-ïðåäåë ν-ïî÷òè âñþäó íà ∂D.

Òàê êàê
|x− y| � |x− g(θ)θ|+ 1− r, x ∈ ∂D, y = rg(θ)θ ∈ D,

(ñì. ëåììó 5 èç [16]), òî ÿäðî îïåðàòîðà Pα,β ýêâèâàëåíòíî ÿäðó îïåðàòîðà (23) ïðè

ω(t) = tα
(
ln

e

t

)β

,

ïîýòîìó íåðàâåíñòâà äëÿ N∗
ε (Pα,βf) çäåñü âûòåêàþò íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç òåîðåìû

3, (25) è ëåììû 4. Óòâåðæäåíèå î ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó âûâîäèòñÿ èç îöåíîê äëÿ
ìàêñèìàëüíûõ îïåðàòîðîâ ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì.

Ïðè β = 0 è ε(t) = tε0 (0 < ε0 < 1) óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 1 äîêàçàíî â [15]. Ïðèâåäåì
òàêæå ÷àñòíûé ñëó÷àé ν = σ ñëåäñòâèÿ 1.

Ñëåäñòâèå 2 Ïóñòü p > 1, 0 < α < n−1
p
, β ∈ R, ε ∈ Ω(1),

ε(t) ≤ ct1−
αp

n−1

(
ln

e

t

)− βp
n−1

.

Òîãäà äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Lp
σ(∂D)

‖N∗
ε (Pα,βf)‖Lp

σ(∂D) ≤ c ‖f‖Lp
σ(∂D) ,

è Pα,βf èìååò Γ∗ε-ïðåäåë σ-ïî÷òè âñþäó íà ∂D.

5 Ìóëüòèïëèêàòîðû ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

Ïóñòü Bn � åäèíè÷íûé øàð â Cn, n ≥ 1 è H (Bn) � êëàññ ôóíêöèé, ãîëîìîðôíûõ â
Bn. Ìû îòñûëàåì ê [5, 6] ïî ïîâîäó âñåõ îïðåäåëåíèé è ôàêòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê òåîðèè
ôóíêöèé â Bn è èñïîëüçóåìûõ â ýòîì ïàðàãðàôå.

Êàæäàÿ ôóíêöèÿ f ∈ H (Bn) ðàçëàãàåòñÿ â ðÿä ïî îäíîðîäíûì ìíîãî÷ëåíàì

f(z) =
∞∑

m=0

Fm(z), (26)

ñõîäÿùèéñÿ ðàâíîìåðíî íà êîìïàêòàõ â Bn.
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Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ïðèëîæåíèÿ òåîðåìû 1 ê ìóëüòèïëèêàòîðàì

MN,αf(z) =
∞∑

m=0

(m + 1)−α lnN(m + 2)Fm(z) (27)

ðàçëîæåíèé (26) ôóíêöèé èç ïðîñòðàíñòâ Õàðäè Hp(Bn), p > 0. Îòìåòèì â ñâÿçè ñ ýòèì,
÷òî íåñêîëüêî â èíîì êîíòåêñòå êàñàòåëüíîå ãðàíè÷íîå ïîâåäåíèå îäíîìåðíûõ ñòåïåííûõ
ðÿäîâ ðàññìàòðèâàëîñü â ðàáîòå [17].

Äëÿ p > 0 ïðîñòðàíñòâî Õàðäè Hp(Bn) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî ôóíêöèé f ∈
H (Bn), äëÿ êîòîðûõ

‖f‖Hp(Bn) = sup
0≤r<1

( ∫
∂Bn

|f(rζ)|p dσ(ζ)

)1/p

< ∞,

ãäå σ � ïîâåðõíîñòíàÿ ìåðà íà ∂Bn.
Òåîðåìà 1 áóäåò ïðèìåíÿòüñÿ ïðè ñëåäóþùåì âûáîðå îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ: X = ∂Bn

� ãðàíèöà øàðà Bn, µ = σ è d(ζ, θ) = |1− 〈ζ, θ〉| � íåèçîòðîïíàÿ êâàçèìåòðèêà. Çäåñü
〈z, ζ〉 � êîìïëåêñíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå. Ïðè ýòîì

σ(B(ζ, t)) � tn, ζ ∈ ∂Bn, 0 < t ≤ 1

ñ ïîñòîÿííûìè ýêâèâàëåíòíîñòè, íå çàâèñÿùèìè îò ζ è t, ò.å. ñåé÷àñ óñëîâèå (24) âûïîëíåíî
ñ γ(t) = tn. Â ýòîì ñëó÷àå îáëàñòè Γ (ñì. (1) ïðè ε(t) = at) ñîâïàäàþò, ïî ñóùåñòâó, ñ
äîïóñòèìûìè îáëàñòÿìè Êîðàíüè�Ñòåéíà.

Ìû îòîæäåñòâëÿåì ∂Bn× [0, 1) è Bn ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ (ζ, r) → rζ, ãäå ζ ∈ ∂Bn,
r ∈ [0, 1).

Îòìåòèì äëÿ äàëüíåéøåãî, ÷òî

‖Nf‖Lp(∂Bn) ≤ c ‖f‖Hp(Bn) , f ∈ Hp (Bn) , 0 < p < ∞. (28)

Òåîðåìà 4 Ïóñòü p > 0, 0 < α < n−1
p
, N = 0, 1, . . . , ε ∈ Ω(1), ν � âíåøíÿÿ ìåðà íà

∂Bn, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ

ν (B (ζ, t)) ≤ c
[
ε−1(t)

]n−αp
(

ln
e

ε−1(t)

)−Np

, ζ ∈ ∂Bn, 0 < t ≤ 1.

Òîãäà, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Hp(Bn) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖Nε (MN,αf)‖Lp
ν(∂Bn) ≤ c ‖f‖Hp(Bn) . (29)

è MN,αf èìååò Γε-ïðåäåë ν-ïî÷òè âñþäó íà ∂Bn.

Â ñëó÷àå N = 0 è ε(t) = tε0 (0 < ε0 < 1) ýòî áûëî äîêàçàíî â [16]. Ïðè p > 1 â òàêîì
ñëó÷àå áëèçêîå óòâåðæäåíèå áûëî ïîëó÷åíî òàêæå â [12]. Èìåííî, â [12] ðàññìàòðèâàëèñü
äðîáíûå èíòåãðàëû Êîøè-Ñåãå (4), êîòîðûå òàêæå ìîæíî çàïèñàòü êàê ìóëüòèïëèêàòîð∫

∂Bn

f(η)

(1− 〈z, η〉)n−α
dσ(η) =

∞∑
m=0

B(α, n + m− α)

B(α, n− α)
Fm(z),

ãäå B � áåòà-ôóíêöèÿ Ýéëåðà (ñì. [11], ñ. 127).
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Ñëåäñòâèå 3 Ïóñòü p > 0, 0 < α < n/p, N = 0, 1, . . . è ε ∈ Ω(1),

ε(t) ≤ ct1−
αp
n

(
ln

e

t

)−Np
n

.

Òîãäà, äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f ∈ Hp(Bn) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖Nε (MN,αf)‖Lp
σ(∂Bn) ≤ c ‖f‖Hp(Bn)

è MN,αf èìååò Γε-ïðåäåë σ-ïî÷òè âñþäó íà ∂Bn.

Ïðè N = 0 ýòî óòâåðæäåíèå áûëî äîêàçàíî â [11]. Â ýòîì ñëó÷àå ìóëüòèïëèêàòîð M0,α

äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå â âèäå (3)

M0,αf(z) =
∞∑

m=0

(m + 1)−αFm(z) =
1

Γ(α)

∫ 1

0

(
ln

1

s

)α−1

f(sz) ds

� òàêèå èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû ðàññìàòðèâàë åùå Àäàìàð. Äëÿ N ≥ 1 òàêîå
ïðåäñòàâëåíèå MN,α ïîëó÷èòü íå óäàëîñü è ïðèõîäèòñÿ ïðåîäîëåâàòü äîïîëíèòåëüíûå
òåõíè÷åñêèå òðóäíîñòè.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 4 íàì ïîíàäîáÿòñÿ îïåðàòîðû

KN,αf(z) =

∫ 1

0

ωN,α(1− s)

1− s
f(sz) ds, z ∈ Bn, (30)

ãäå

ωN,α(t) = tα
(

ln

(
e(N+1)/α

t

))N

.

Ëåììà 5 Åñëè v∗ > 0, òî äëÿ îïåðàòîðà (27) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

MN,αf(z) =
1

Γ(α)

{
KN,αf(z)−

N∑
k=1

AkMN−k,αf(z) + K1
Nf(z) + K2

Nf(z) + K3
Nf(z)

}
(31)

ãäå ïîñòîÿííûå Ak > 0 íå çàâèñÿò îò f è z ∈ Bn è

K1
Nf(z) = −

∫ v∗

0

e−v

{
gN(v)− ωN,α(v)

v

}
f(ze−v)dv,

K2
Nf(z) = −

∫ s∗

0

ωN,α(1− s)

1− s
f(sz) ds, s∗ = e−v∗ ,

K3
Nf(z) =

∫ ∞

v∗

e−v ωN,α(v)

v
f(ze−v)dv, gN(v) =

ωN,α (1− e−v)

(1− e−v)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ðàçëîæåíèÿ (26) äëÿ KN,αf(z) ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

KN,αf(z) =
∞∑

m=0

Fm(z)

∫ 1

0

sm ωN,α(1− s)

1− s
ds. (32)
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Êàæäûé èç èíòåãðàëîâ â (32) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå∫ 1

0

sm ωN,α(1− s)

1− s
ds =

∫ s∗

0

sm ωN,α(1− s)

1− s
ds +

∫ 1

s∗

sm ωN,α(1− s)

1− s
ds =

=

∫ s∗

0

sm ωN,α(1− s)

1− s
ds +

∫ v∗

0

e−v (m+1) ωN,α (1− e−v)

(1− e−v)
dv =

=

∫ s∗

0

sm ωN,α(1− s)

1− s
ds +

∫ v∗

0

e−v (m+1) ωN,α(v)

v
dv +

∫ v∗

0

e−v (m+1)

{
gN(v)− ωN,α(v)

v

}
dv.

Òàêèì îáðàçîì∫ 1

0

sm ωN,α(1− s)

1− s
ds =

∫ s∗

0

sm ωN,α(1− s)

1− s
ds +

∫ v∗

0

e−v (m+1)

{
gN(v)− ωN,α(v)

v

}
dv+

+

∫ ∞

0

e−v (m+1) ωN,α(v)

v
dv −

∫ ∞

v∗

e−v (m+1) ωN,α(v)

v
dv.

Ïîëàãàÿ çäåñü s = v(m + 1), ïîëó÷èì∫ ∞

0

e−v (m+1) ωN,α(v)

v
dv = (m + 1)−α

∫ ∞

0

e−ssα−1

(
ln

(
e(N+1)/α(m + 1)

s

))N

ds =

= Γ(α)(m + 1)−α (ln(m + 1))N +
N∑

k=1

Ak (ln(m + 1))N−k ,

ãäå Ak =
k∑

l=0

Ck
NC l

k(−1)lΓ(l)(α)

(
N + 1

α

)k−l

(Γ(l)(α) � ïðîèçâîäíûå Γ-ôóíêöèè).

Òàêèì îáðàçîì, îïåðàòîð (30) ïðåäñòàâèì â âèäå

KN,αf(z) = Γ(α) MN,αf(z) +

∫ v∗

0

e−v

{
gN(v)− ωN,α(v)

v

}
f(ze−v)dv+

+

∫ s∗

0

ωN,α(1− s)

1− s
f(sz) ds−

∫ ∞

v∗

e−v ωN,α(v)

v
f(ze−v) dv +

N∑
k=1

Ak MN−k,αf(z),

îòêóäà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò (31).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 4. Òàê êàê gk(v) ∼ ωk,α(v)/v ïðè v → 0, òî íàéäåòñÿ òàêîå

vk > 0, ÷òî ∣∣∣∣gk(v)− ωk,α(v)

v

∣∣∣∣ ≤ gk(v), 0 < v ≤ vk.

Ïóñòü v∗ � ìèíèìàëüíîå èç ÷èñåë vk, 0 ≤ k ≤ N . Â ñèëó ëåììû 5 äëÿ Mk,αf(z) (k =
0, . . . , N) ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå (31). Îöåíèì îïåðàòîðû K1

kf(z), K2
kf(z) è K3

kf(z) â
ýòîì ðàçëîæåíèè.

Â ñèëó âûáîðà v∗ äëÿ K1
kf(z) ïîëó÷àåì

Nε

(
K1

kf
)
(ζ) ≤ Nε

{∫ v∗

0

e−vgk(v)
∣∣f(· e−v)

∣∣ dv

}
(ζ) ≤
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≤ Nε

{∫ 1

0

ωk,α(1− s)

1− s
|f(· s)| ds

}
(ζ) ≤ Nε (Kk,α|f |) (ζ).

Äëÿ K2
kf(z) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∣∣K2
kf(z)

∣∣ =

∣∣∣∣∫ s∗

0

ωk,α(1− s)

1− s
f(sz)ds

∣∣∣∣ ≤ sup
0≤r≤s∗

|f(rz)|
∫ s∗

0

ωk,α(1− s)

1− s
ds ≤ c ‖f‖Hp(Bn) .

Àíàëîãè÷íî îöåíèì K3
kf(z) ∣∣K3

kf(z)
∣∣ ≤ c ‖f‖Hp(Bn)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ∥∥Nε

(
K2

kf + K3
kf
)∥∥

Lp
ν(∂Bn)

≤ c ‖f‖Hp(Bn) . (33)

Äàëåå ïðè 0 ≤ k ≤ N

β(t) ≡
[
ε−1(t)

]n−αp
[
ln

(
e

ε−1(t)

)]−Np

≤
[
ε−1(t)

]n−αp
[
ln

(
e

ε−1(t)

)]−kp

≡ β∗(t),

ïîýòîìó (ν, σ) ∈ D(β∗, n) è â ñèëó (28) è òåîðåìû 1 ñ ω = ωN,α ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

‖Nε (Kk,αf)‖Lp
ν(∂Bn) ≤ c ‖f‖Hp(Bn) .

Òàêèì îáðàçîì, ∥∥Nε

(
Kk,αf + K1

kf
)∥∥

Lp
ν(∂Bn)

≤ c ‖f‖Hp(Bn) . (34)

Òåïåðü ðàññóæäàåì ïî èíäóêöèè. Ïðè N = 0 òîæäåñòâî (31) ïðèíèìàåò âèä

M0,αf(z) =
1

Γ(α)

{
K0,αf(z) + K1

0f(z) + K2
0f(z) + K3

0f(z)
}

,

ïîýòîìó â ñèëó (33) è (34)

‖Nε (M0,αf)‖Lp
ν(∂Bn) ≤ c ‖f‖Hp(Bn) . (35)

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå (31) ïðè N = 1, íåðàâåíñòâà (33) è (34) ïðè k = 1 è (35)
ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ N = 1, è òàê äàëåå.
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