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Аннотация. Рассматривается многокритериальная комбинаторная
задача последовательной оптимизации с минимаксными критерия-
ми. Получена формула предельного уровня возмущений параметров
векторного критерия, при которых гарантируется сохранение всех
лексикографических оптимумов исходной задачи.
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Введение

В теории оптимизации видное место занимают так называемые ми-
нимаксные (или максиминные) задачи (см., например, [7, 18, 21]). К ним
относится и задача, поставленная П. Л. Чебышёвым, о наилучшем равно-
мерном приближении функции многочленами. Различают два вида за-
дач с критериями MINMAX:

max
y∈B(x)

F (x, y) → min
x∈X

,

max
y∈Y

F (x, y) → min
x∈X

.

Согласно [18] первые называются задачами со связанными переменны-

ми, а вторые — с распадающимися переменными.
Получению количественных и качественных характеристик различ-

ных типов устойчивости как скалярных, так и векторных (многокри-
териальных) минимаксных (на узкие места) комбинаторных задач со
связанными переменными посвящён ряд публикаций (см. [1–5, 9, 13, 14]).
В значительно меньшей степени исследована устойчивость минимаксных
дискретных задач второго вида.
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В этой статье получена количественная оценка одного из типов устой-
чивости лексикографического варианта комбинаторной задачи на узкие
места с распадающимися переменными.

Лексикографический подход к решению многокритериальных задач,
состоящий в строгом ранжировании критериев по относительной важно-
сти, позволяет добиваться оптимизации более важного критерия за счёт
любых потерь по всем остальным менее важным критериям. Чаще все-
го такие многокритериальные задачи возникают при последовательном
введении дополнительных критериев в обычные скалярные задачи опти-
мизации, которые могут иметь не единственное решение. Лексикографи-
ческий подход применим также к задачам оптимизации, которые возни-
кают в стохастическом программировании, при моделировании иерархи-
ческих структур, при решении некоторых задач динамического характе-
ра и т. п. [17, 18].

Эта работа продолжает исследования различных типов устойчивости
лексикографических дискретных задач [6, 8, 10, 11, 15, 16]. Здесь рассмат-
ривается лексикографическая задача, в которой оптимизация линейных
форм (MINMAX) ведётся по двум множествам различной природы — по
совокупности подстановок и множеству вершин единичного куба. Выве-
дена формула радиуса квазиустойчивости, т. е. предельного уровня воз-
мущений коэффициентов линейных форм в пространстве с чебышёвской
метрикой, сохраняющих лексикографическое множество исходной зада-
чи. В качестве следствий указаны сравнительно простые верхняя и ниж-
няя достижимые оценки этого радиуса, а также необходимые и достаточ-
ные условия квазиустойчивости рассматриваемой лексикографической
минимаксной задачи. Результаты статьи анонсированы в [12].

1. Основные определения и обозначения

Пусть C = [cij ] ∈ R
n×m, n, m ∈ N, m > 2, Ci = (ci1, ci2, . . . , cim) —

i-я строка матрицы C, E
m = {0, 1}m — множество вершин единично-

го m-мерного куба, P — непустое подмножество симметрической груп-
пы подстановок Sm, действующих на множестве Nm = {1, 2, . . . , m}.
Пусть на множестве X ⊂ E

m, |X| > 1, булевых ненулевых векторов
x = (x1, x2, . . . , xm)T задана вектор-функция

f(x, C) = (f1(x, C1), f2(x, C2), . . . , fn(x, Cn)),

компонентами которой являются минимаксные критерии вида

fi(x, Ci) = max
p∈P

Ci[p]x → min
x∈X

, i ∈ Nn,
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где Ci[p] = (cip(1), cip(2), . . . , cip(m)), p =

(
1 2 . . . m

p(1) p(2) . . . p(m)

)
.

Лексикографическое множество (множество лексикографических оп-

тимумов) определим следующим образом:

Ln(C) = {x ∈ X | ∀x′ ∈ X (x ≻
C

x′)},

где ≻
C

— отрицание бинарного отношения ≻
C

, задаваемого на множестве X

формулой

x ≻
C

x′ ⇔ ∃k ∈ Nn(gk(x, x′, Ck) > 0&k = min{i ∈ Nn | gi(x, x′, Ci) 6= 0}),

где gk(x, x′, Ck) = fk(x, Ck) − fk(x
′, Ck).

Ясно, что множество Ln(C) является непустым подмножеством мно-
жества Парето при любой матрице C ∈ R

n×m. Задачу поиска лексико-
графического множества Ln(C) будем обозначать через Zn(C). Известно
(см., например, [17, 19]), что множество Ln(C) может быть определено
как результат решения последовательности n скалярных задач

Ln
i (C) = Arg min

{
fi(x, Ci) | x ∈ Ln

i−1(C)
}
, i ∈ Nn,

где Ln
0 (C) = X, Arg min{·} — множество всех оптимальных решений

соответствующей задачи минимизации. Таким образом, имеем последо-
вательность множеств

X ⊇ Ln
1 (C) ⊇ Ln

2 (C) ⊇ . . . ⊇ Ln
n(C) = Ln(C).

Тем самым задачу Zn(C) можно рассматривать как задачу последова-
тельной оптимизации.

Аналогично [8, 16] радиусом квазиустойчивости задачи Zn(C) на-
зовём величину

ρn(C) =

{
sup Ξ, если Ξ 6= ∅,
0 в противном случае,

где
Ξ = {ε > 0 | ∀C ′ ∈ Ω(ε) Ln(C) ⊆ Ln(C + C ′)},

Ω(ε) = {C ′ ∈ R
n×m | ‖C ′‖ < ε},

‖C ′‖ = max{|c′ij | | (i, j) ∈ Nn × Nm}, C ′ = [c′ij ].

Таким образом, радиус квазиустойчивости задачи Zn(C) задаёт пре-
дел независимых возмущений элементов матрицы C, при которых хотя
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и возможно появление новых лексикографических оптимумов, однако
лексикографическое множество исходной задачи должно сохраняться.
Отметим, что ранее в [20] получена формула радиуса устойчивости па-
ретовского оптимума нашей задачи и тем самым — формула радиуса
квазиустойчивости векторной задачи, состоящей в поиске множества Па-
рето. Естественно считать, что радиус квазиустойчивости задачи Zn(C)
бесконечен, если Ln(C) ⊆ Ln(C +C ′) при любой матрице C ′ ∈ R

n×m. За-
дачу Zn(C +C ′), полученную из исходной задачи Zn(C) путём сложения
матриц C и C ′ ∈ Ω(ε), будем называть возмущённой, а матрицу C ′ —
возмущающей.

Задачу Zn(C) назовём квазиустойчивой, если множество Ξ непусто,
т. е. если ρn(C) > 0. Очевидно, что свойство квазиустойчивости задачи
является дискретным аналогом свойства полунепрерывности снизу по
Хаусдорфу в точке C ∈ R

n×m оптимального отображения Ln : R
n×m →

2X , т. е. точечно-множественного отображения, которое каждому набору
параметров задачи из метрического пространства R

n×m ставит в соот-
ветствие лексикографическое множество Ln(C).

Выводу формулы радиуса квазиустойчивости задачи Zn(C) предпо-
шлём некоторые обозначения.

Для двух различных векторов x и x′ введём множество подстановок

P (x, x′) = {p ∈ P | ∀p′ ∈ P (N(x, p) 6= N(x′, p′))},

P (x, x′) = P \ P (x, x′),

где N(x, p) = {p(j) ∈ Nm | j ∈ N(x)}, N(x) = {j ∈ Nm | xj = 1}.
В этих обозначениях для любой матрицы C ∈ R

n×m очевидна импли-
кация

N(x, p) = N(x′, p′) ⇒ ∀i ∈ Nn (Ci[p]x = Ci[p
′]x′). (1)

Лексикографический оптимум x ∈ Ln(C) назовём тривиальным, ес-
ли P (x, x′) = ∅ при любом векторе x′ ∈ X \ {x}, и нетривиальным,
если существует такой вектор x′ ∈ X \ {x}, что P (x, x′) 6= ∅. Очевидно,
что при |P | = 1 любой лексикографический оптимум является нетриви-
альным. Множество всех нетривиальных лексикографических оптиму-
мов задачи Zn(C) будем обозначать через L̃n(C). Задачу Zn(C) назовём
тривиальной, если все её лексикографические оптимумы тривиальны
(L̃n(C) = ∅), и нетривиальной, если L̃n(C) 6= ∅.

2. Теоремы о радиусе квазиустойчивости

Теорема 1. Радиус квазиустойчивости ρn(C) тривиальной задачи

Zn(C), n > 1, равен бесконечности.
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Доказательство. Пусть x — тривиальный лексикографический оп-
тимум задачи Zn(C). Тогда при каждом векторе x′ ∈ X \ {x} справед-
ливо равенство P (x, x′) = ∅. Поэтому для всякой подстановки p ∈ P
существует такая подстановка p′ ∈ P , что N(x, p) = N(x′, p′). Отсюда
согласно (1) для любых x′ ∈ X \ {x}, p ∈ P и C ′ ∈ R

n×m получаем
неравенства

(Ci + C ′
i)[p]x 6 fi(x

′, Ci + C ′
i), i ∈ Nn,

т. е. gi(x, x′, C + C ′) 6 0, i ∈ Nn. Тем самым x ∈ Ln(C + C ′). Ины-
ми словами, Ln(C) ⊆ Ln(C + C ′) при любой возмущающей матрице
C ′ ∈ R

n×m. Следовательно, ρn(C) = ∞. Теорема 1 доказана.

Рассмотрим случай, когда задача Zn(C) нетривиальна (L̃n(C) 6= ∅).
Для всякого вектора x ∈ X положим

X(x) = {x′ ∈ X \ {x} | P (x, x′) 6= ∅}.

Ясно, что X(x) 6= ∅ при x ∈ L̃n(C).

Лемма 1. Пусть x ∈ L̃n(C), ϕ > 0, а для каждой возмущающей

матрицы C ′ ∈ Ω(ϕ) и любого вектора x′ ∈ X(x) выполняется хотя бы

одно из условий:

(i) gi(x, x′, Ci + C ′
i) 6 0 для всякого индекса i ∈ Nn,

(ii) x ≺
C+C′

x′.

Тогда x ∈ Ln(C + C ′) при любой матрице C ′ ∈ Ω(ϕ).

Доказательство. Пусть x ∈ L̃n(C). Прежде всего отметим, что
каждое из условий (i) и (ii) влечёт формулу

∀C ′ ∈ Ω(ϕ) ∀x′ ∈ X(x) (x ≻
C+C′

x′). (2)

Пусть теперь x′ 6∈ X(x), p0 = arg max{(Ci + C ′
i)[p]x | p ∈ P}. Тогда

множество P (x, x′) пусто. Поэтому существует подстановка p∗ ∈ P та-
кая, что N(x, p0) = N(x′, p∗). Сравнивая это с (1), для любых i ∈ Nn

и C ′ ∈ Ω(ϕ) выводим

gi(x, x′, Ci + C ′
i) = fi(x, Ci + C ′

i) − fi(x
′, Ci + C ′

i) = max
p∈P

(Ci + C ′
i)[p]x

− max
p′∈P

(Ci + C ′
i)[p

′]x′ = (Ci + C ′
i)[p

0]x − max
p′∈P

(Ci + C ′
i)[p

′]x′

6 (Ci + C ′
i)[p

0]x − (Ci + C ′
i)[p

∗]x′ = 0.



О квазиустойчивости лексикографической минимаксной задачи 37О квазиустойчивости лексикографической минимаксной задачи 37О квазиустойчивости лексикографической минимаксной задачи 37

Теперь имеем ∀C ′ ∈ Ω(ϕ) ∀x′ ∈ X\X(x) (x ≻
C+C′

x′). Отсюда благодаря (2)

заключаем, что x — лексикографический оптимум любой возмущённой
задачи Zn(C + C ′), C ′ ∈ Ω(ϕ). Лемма 1 доказана.

Для нетривиальной задачи Zn(C) (L̃n(C) 6= ∅) положим

ϕn(C) = min
x∈L̃n(C)

min
x′∈X(x)

min
i∈Nn

max{αi(x, x′), βi(x, x′)}, (3)

где
αi(x, x′) = max

j∈Ni

min
p∈P

max
p′∈P

ωj(x, p, x′, p′),

βi(x, x′) = min
p∈P (x,x′)

max
p′∈P

γi(x, p, x′, p′),

ωi(x, p, x′, p′) =

{
γi(x, p, x′, p′) при σ(x, p, x′, p′) > 0,
0 при σ(x, p, x′, p′) = 0,

γi(x, p, x′, p′) =
Ci[p

′]x′ − Ci[p]x

σ(x, p, x′, p′)
, (4)

σ(x, p, x′, p′) =
∣∣(N(x, p) ∪ N(x′, p′)) \ (N(x, p) ∩ N(x′, p′))

∣∣ .

В этих обозначениях очевидны следующие соотношения:

Ci[p]x − Ci[p
′]x′ 6 ‖Ci‖σ(x, p, x′, p′), i ∈ Nn, (5)

σ(x, p, x′, p′) = 0 ⇔ N(x, p) = N(x′, p′), (6)

p ∈ P (x, x′) ⇒ ∃p′ ∈ P (σ(x, p, x′, p′) = 0). (7)

Здесь и далее под нормой строки Ci = (ci1, ci2, . . . , cim) будем понимать
чебышёвскую норму ‖Ci‖ = max{|cij | | j ∈ Nm}.

Ввиду нетривиальности задачи Zn(C) для любого решения x ∈ L̃n(C)
множество X(x) непусто, поэтому P (x, x′) 6= ∅ при x′ ∈ X(x). Также
очевидно, что σ(x, p, x′, p′) > 0 при p ∈ P и p′ ∈ P (x, x′). Всё это сви-
детельствует о том, что величины ϕn(C), αi(x, x′) и βi(x, x′) определены
корректно. Кроме того, нетрудно видеть, что αi(x, x′) > 0 при x ∈ L̃n(C),
x′ ∈ X(x), поэтому ϕn(C) > 0.

Теорема 2. Радиус квазиустойчивости ρn(C) нетривиальной задачи

Zn(C), n > 1, выражается формулой

ρn(C) = ϕn(C).
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Доказательство. Сначала докажем неравенство ρn(C) > ϕ := ϕn(C).
Это неравенство очевидно, если ϕ = 0. Пусть ϕ > 0. Согласно опреде-
лению числа ϕ (см. (3)) для любых векторов x ∈ L̃n(C), x′ ∈ X(x) и
индекса i ∈ Nn верны неравенства

max
{
αi(x, x′), βi(x, x′)

}
> ϕ > 0. (8)

Кроме того, учитывая (5), нетрудно убедиться, что для любой возму-
щающей матрицы C ′ ∈ Ω(ϕ) со строками C ′

i, i ∈ Nn, и любого индекса
i ∈ Nn справедливы соотношения

gi(x, x′, Ci + C ′
i) = max

p∈P
(Ci + C ′

i)[p]x − max
p′∈P

(Ci + C ′
i)[p

′]x′

= max
p∈P

min
p′∈P

(Ci[p]x − Ci[p
′]x′ + C ′

i[p]x − C ′
i[p

′]x′)

6 max
p∈P

min
p′∈P

hi(x, p, x′, p′), (9)

где hi(x, p, x′, p′) = Ci[p]x − Ci[p
′]x′ + ‖C ′

i‖σ(x, p, x′, p′).
Далее покажем, что для любых векторов x ∈ L̃n(C), x′ ∈ X(x) и

матрицы C ′ ∈ Ω(ϕ) выполняется одно из условий (i) или (ii) леммы 1.
Рассмотрим два возможных случая.

Cлучай 1. αi(x, x′) < βi(x, x′), i ∈ Nn. Согласно (8) для каждого
индекса i ∈ Nn получаем

βi(x, x′) = min
p∈P (x,x′)

max
p′∈P

γi(x, p, x′, p′) > ϕ > 0,

т. е. для любой подстановки p ∈ P (x, x′) существует подстановка
p∗ ∈ P с условием γi(x, p, x′, p∗) > ϕ, i ∈ Nn. Следовательно, ввиду (4)
и неравенств ‖C ′

i‖ < ϕ и σ(x, p, x′, p∗) > 0 для любого индекса i ∈ Nn

имеем

Ci[p
∗]x′ − Ci[p]x = γ(x, p, x′, p∗)σ(x, p, x′, p∗) > ϕσ(x, p, x′, p∗)

> ‖C ′
i‖σ(x, p, x′, p∗),

поэтому hi(x, p, x′, p∗) < 0. Это означает, что

max
p∈P (x,x′)

min
p′∈P

hi(x, p, x′, p′) < 0. (10)

Кроме того, в силу (9) получаем

gi(x, x′, Ci + C ′
i) 6 max

p∈P
min
p′∈P

hi(x, p, x′, p′)

= max{ max
p∈P (x,x′)

min
p′∈P

hi(x, p, x′, p′), max
p∈P (x,x′)

min
p′∈P

hi(x, p, x′, p′)}. (11)
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Согласно (1), (6) и (7) для любой подстановки p ∈ P (x, x′) существует
такая подстановка p∗ ∈ P , что hi(x, p, x′, p∗) = 0 при i ∈ Nn. Поэтому
справедливы соотношения

max
p∈P (x,x′)

min
p′∈P

hi(x, p, x′, p′) 6 0, i ∈ Nn,

которые вместе с (10) и (11) дают неравенства

gi(x, x′, Ci + C ′
i) 6 0, i ∈ Nn.

Следовательно, в случае 1 выполняется условие (i) леммы 1.

Cлучай 2. U := {i ∈ Nn | αi(x, x′) > βi(x, x′)} 6= ∅. Пусть l —
наименьший индекс множества U . Тогда ввиду (8) найдётся такой индекс
k ∈ Nl, что справедливы соотношения

αl(x, x′) = min
p∈P

max
p′∈P

γk(x, p, x′, p′) > ϕ.

Откуда следует, что для любой подстановки p ∈ P существует такая
подстановка p∗ ∈ P , что γk(x, p, x′, p∗) > ϕ. Поэтому в силу неравенств
‖C ′

k‖ < ϕ и σ(x, p, x′, p∗) > 0 имеем

Ck[p
∗]x′ − Ck[p]x > ϕσ(x, p, x′, p∗) > ‖C ′

k‖σ(x, p, x′, p∗),

а потому (ввиду (9)) находим

gk(x, x′, Ck + C ′
k) 6 max

p∈P
min
p′∈P

hk(x, p, x′, p′) < 0. (12)

Если k = 1, то выполняется условие (ii) леммы 1.
Если k > 1, то αi(x, x′) < βi(x, x′), i ∈ Nk−1. Поэтому, повторяя

выкладки случая 1, получаем неравенства

gi(x, x′, Ci + C ′
i) 6 0, i ∈ Nk−1.

Отсюда и из (12) следует, что x ≺
C+C′

x′, т. е. выполняется условие (ii)

леммы 1.
Резюмируя оба случая и используя лемму 1, заключаем, что для вся-

кого вектора x ∈ L̃n(C) справедливо включение x ∈ Ln(C + C ′) при
любой возмущающей матрице C ′ ∈ Ω(ϕ).

Если вектор x тривиальный, т. е. x ∈ Ln(C) \ L̃n(C), то он согласно
теореме 1 остаётся лексикографическим оптимумом любой возмущённой
задачи Zn(C + C ′), C ′ ∈ R

n×m.



40 В. А. Емеличев, А. В. Карпук, К. Г. Кузьмин40 В. А. Емеличев, А. В. Карпук, К. Г. Кузьмин40 В. А. Емеличев, А. В. Карпук, К. Г. Кузьмин

Из проведённых рассуждений заключаем, что для всякой матрицы
C ′ ∈ Ω(ϕ) справедливо включение Ln(C) ⊆ Ln(C + C ′). Следовательно,
ρn(C) > ϕ.

Докажем неравенство ρn(C) 6 ϕ. Согласно определению числа ϕ най-
дутся такие векторы x ∈ L̃n(C), x′ ∈ X(x) и индекс k ∈ Nn, что

ϕ > αk(x, x′) = max
i∈Nk

min
p∈P

max
p′∈P

ωi(x, p, x′, p′),

ϕ > βk(x, x′) = min
p∈P (x,x′)

max
p′∈P

γk(x, p, x′, p′).

Следовательно, выполняются неравенства

ϕ > αi(x, x′) > min
p∈P

max
p′∈P

ωi(x, p, x′, p′), i ∈ Nk. (13)

Покажем, что существует возмущающая матрица C∗ такая, что
x ≻

C+C∗

x′.

Для индекса k выберем подстановку p = p(k) ∈ P (x, x′) по правилу

min
p∈P (x,x′)

max
p′∈P

γk(x, p, x′, p′) = max
p′∈P

γk(x, p(k), x′, p′).

Для всякого индекса i ∈ Nk−1 (при k > 1) зафиксируем подстановку
p = p(i) ∈ P согласно равенству

min
p∈P

max
p′∈P

ωi(x, p, x′, p′)

= max
p′∈P

{
γi(x, p(i), x′, p′) при σ(x, p(i), x′, p′) > 0,
0 при σ(x, p(i), x′, p′) = 0.

(14)

Пусть ϕ < δ < ε и возмущающая матрица C∗ = [c∗ij ] ∈ R
n×m такая,

что каждая i-я строка C∗
i , i ∈ Nk, состоит из элементов

c∗ij =

{
δ при j ∈ N(x, p(i)),

−δ при j 6∈ N(x, p(i)),

а остальные строки C∗
i , i ∈ {k + 1, k + 2, . . . , n}, (если они существуют)

состоят из нулей. Тогда C∗ ∈ Ω(ε), ‖C∗‖ = ‖C∗
i ‖ = δ > ϕ при i ∈ Nk и

очевидна формула

∀i ∈ Nk ∀p′ ∈ P
(
C∗

i [p′]x′ − C∗
i [p(i)]x + δσ(x, p(i), x′, p′) = 0

)
. (15)

Для доказательства отношения x ≻
C+C∗

x′ покажем, что имеют место

неравенства
gi(x, x′, Ci + C∗

i ) > 0, i ∈ Nk, (16)
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причём
gk(x, x′, Ck + C∗

k) > 0. (17)

Учитывая (15), для каждого i ∈ Nk находим

gi(x, x′, Ci + C∗
i ) = max

p∈P
(Ci + C∗

i )[p]x − max
p′∈P

(Ci + C∗
i )[p′]x′

> (Ci+C∗
i )[p(i)]x−max

p′∈P
(Ci+C∗

i )[p′]x′ = (Ci+C∗
i )[p(i)]x−(Ci+C∗

i )[p′(i)]x′

= Ci[p(i)]x − Ci[p
′(i)]x′ + δσ(x, p(i), x′, p′(i)). (18)

Если σ(x, p(i), x′, p′(i)) = 0, то согласно (1) и (6) верно равенство

Ci[p
′(i)]x′ = Ci[p(i)]x,

а потому в силу (18) имеем gi(x, x′, Ci + C∗
i ) > 0.

Если σ(x, p(i), x′, p′(i)) > 0, то, последовательно используя (13) и (14),
получаем ϕ > maxp′∈P γi(x, p(i), x′, p′). Отсюда на основании (18) выво-
дим

gi(x, x′, Ci + C∗
i ) > Ci[p(i)]x − Ci[p

′(i)]x′ + δσ(x, p(i), x′, p′(i))

> Ci[p(i)]x − Ci[p
′(i)]x′ + ϕσ(x, p(i), x′, p′(i))

> Ci[p(i)]x − Ci[p
′(i)]x′ + σ(x, p(i), x′, p′(i))max

p′∈P
γi(x, p(i), x′, p′)

> Ci[p(i)]x − Ci[p
′(i)]x′ + σ(x, p(i), x′, p′(i))γi(x, p(i), x′, p′(i)) = 0.

Итак, доказаны неравенства (16).
Поскольку p(k) ∈ P (x, x′), то σ(x, p(k), x′, p′) > 0 при любой подста-

новке p′ ∈ P и, в частности, при p′ = p′(k). Поэтому имеет место строгое
неравенство (17).

Подводя итоги, заключаем, что верно бинарное отношение x ≻
C+C∗

x′.

Следовательно, для любого числа ε > ϕ существует такая возмущающая
матрица C∗ ∈ Ω(ε), что вектор x ∈ L̃n(C) не является лексикографиче-
ским оптимумом возмущённой задачи Zn(C + C∗), т. е. ρn(C) 6 ϕ. Тео-
рема 2 доказана.

3. Следствия

Отметим несколько частных случаев теоремы 2.
Поскольку для всякого индекса i ∈ Nn и любых векторов x, x′ ∈ X

справедливо неравенство α1(x, x′) 6 αi(x, x′), то

α1(x, x′) 6 max{αi(x, x′), βi(x, x′)}.
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Кроме того, очевидно неравенство α1(x, x′) 6 β1(x, x′). Поэтому из тео-
ремы 2 вытекает

Следствие 1. Для радиуса квазиустойчивости ρn(C) нетривиальной

задачи Zn(C), n > 1, верны следующие оценки:

min
x∈L̃n(C)

min
x′∈X(x)

α1(x, x′) 6 ρn(C) 6 min
x∈L̃n(C)

min
x′∈X(x)

β1(x, x′).

Если P = {p∗}, то L̃n(C) = Ln(C), X(x) = X \ {x} и, кроме того,
при x 6= x′ имеем α1(x, x′) = β1(x, x′) и σ(x, p∗, x′, p∗) > 0. Поэтому из
следствия 1 получаем

Следствие 2. Если множество P состоит из одной подстановки p∗,
то

ρn(C) = min
x∈Ln(C)

min
x′∈X\{x}

C1[p
∗](x′ − x)

σ(x, p∗, x′, p∗)
, n > 1.

Следствие 3. Нетривиальная задача Zn(C), n > 1, квазиустойчива

тогда и только тогда, когда для любых векторов x ∈ L̃n(C), x′ ∈ X(x) и

индекса i ∈ Nn выполняется хотя бы одно из условий:
(j) ∃k ∈ Ni ∀p ∈ P ∃p0 ∈ P (Ck[p

0]x′ > Ck[p]x),
(jj) ∀p ∈ P (x, x′) ∃p∗ ∈ P (Ci[p

∗]x′ > Ci[p]x).

Доказательство. Необходимость. Пусть задача Zn(C) квази-
устойчива. Тогда в силу теоремы 2 справедливо неравенство ϕn(C) > 0.
Поэтому для любых векторов x ∈ L̃n(C), x′ ∈ X(x) и индекса i ∈ Nn

имеет место хотя бы одно из неравенств

αi(x, x′) > 0 или βi(x, x′) > 0,

которые в силу определения величин αi(x, x′) и βi(x, x′) приводят к усло-
виям (j) и (jj) соответственно.

Достаточность. Пусть x ∈ L̃n(C), x′ ∈ X(x) и i ∈ Nn. Поскольку
при выполнении условия (j) величина σ(x, p, x′, p0) положительна (вви-
ду (5)), то для индекса k ∈ Ni, указанного условием (j), находим

ωk(x, p, x′, p0) = γk(x, p, x′, p0) = Ck[p
0]x′ − Ck[p]x > 0.

Следовательно, αi(x, x′) > 0.
Так как γ(x, p, x′, p∗) > 0 при условии (jj), то βi(x, x′) > 0.
Таким образом, max{αi(x, x′), βi(x, x′)} > 0 при любых x ∈ L̃n(C),

x′ ∈ X(x) и i ∈ Nn. Это означает, что ϕn(C) > 0, т. е. в силу теоре-
мы 2 справедливо неравенство ρn(C) > 0. Следовательно, задача Zn(C)
квазиустойчива. Следствие 3 доказано.

На основании следствий 2 и 3 легко может быть доказано
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Следствие 4. Для того чтобы нетривиальная задача Zn(C), n > 1,

была квазиустойчива, достаточно, а в случае, когда |P | = 1, и необходи-

мо, чтобы выполнялись равенства |Ln(C)| =
∣∣Ln

1 (C)
∣∣ = 1.

Здесь Ln
1 (C) — множество Arg min, определённое в разд. 1.

Поскольку при любых векторах x 6= x′ выполняется неравенство
α1(x, x′) 6 β1(x, x′), используя теорему 2, приходим к следующему утвер-
ждению.

Следствие 5. Радиус квазиустойчивости ρ1(C) нетривиальной ска-

лярной задачи Z1(C), C = (c1, c2, . . . , cm) ∈ R
m, определяется формулой

ρ1(C) = min
x∈L̃1(C)

min
x′∈X(x)

min
p∈P (x,x′)

max
p′∈P

C[p′]x′ − C[p]x

σ(x, p, x′, p′)
.

В частном случае, когда множество P состоит лишь из тождествен-
ной подстановки

p =

(
1 2 . . . m
1 2 . . . m

)
,

получаем лексикографическую линейную задачу булева программирова-
ния:

lex min
x∈X

(C1x, C2x, . . . , Cnx), X ⊆ E
m.

Поэтому из теоремы 2 выводится следующий известный результат.

Следствие 6 [8]. Радиус квазиустойчивости ρn(C), n > 1, лексико-

графической линейной задачи булева программирования равен числу

min
x∈Ln(C)

min
x′∈X\{x}

C1(x
′ − x)

m∑
j=1

|x′
j − xj |

.
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