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Подтверждена гипотеза Финка – Вуда о том, что если множество направ-
ляющих гиперплоскостей частичной выпуклости O'  является замыканием не-
которого множества O , то множество X является замкнутым направленным по-
лупространством частичной выпуклости с множеством направляющих гиперп-
лоскостей O'  тогда и только тогда, когда X – замкнутое направленное полупро-
странство частичной выпуклости с множеством направляющих гиперплоско-
стей O . 
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ВВЕДЕНИЕ 

 
Важным аспектом в исследовании частично выпуклых множеств [1] является 

изучение их топологических свойств. В монографии [2] E. Финк и Д. Вуд сформули-
ровали следующую гипотезу: если множество направляющих гиперплоскостей час-
тичной выпуклости O'  является замыканием некоторого множества O , то множество 
X является замкнутым направленным полупространством частичной выпуклости с 
множеством направляющих гиперплоскостей O'  тогда и только тогда, когда X – 
замкнутое направленное полупространство частичной выпуклости с множеством на-
правляющих гиперплоскостей O . Здесь мы приведем положительное решение этой 
проблемы Финка – Вуда. Дадим необходимые определения [3]. 

Пусть в n -мерном линейном пространстве nR  задано фиксированное множест-

во единичных векторов (направлений) 1−⊆ nSO , где 1−nS  – единичная сфера. Прямая, 
параллельная какому-нибудь вектору из O , называется O -прямой. Напомним, что 

множество nRX ⊆  называется частично выпуклым (O -выпуклым), если пересечение 
X  с произвольной O -прямой связно или пусто. Кроме того, замкнутое частично вы-
пуклое множество X  называется полупространством частичной выпуклости, если 
пересечение X  с произвольной O -прямой оказывается прямой, лучом или пустым 
множеством. Полупространство X  частичной выпуклости называется направлен-
ным, если для любых двух параллельных O -прямых 1l  и 2l , пересечения которых с 

X  образуют лучи 1r  и 2r , эти лучи имеют одинаковое направление, т. е. 1r  можно 

получить из 2r  параллельным переносом, и наоборот.  

Ориентацией XO  направленного полупространства X  частичной выпуклости 

назовем множество векторов OOX ⊆ , такое, что вектор e  из O  принадлежит XO  
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тогда и только тогда, когда для любой точки Xa ∈  луч 0}|{ ≥+ ααea  целиком со-
держится в X . 

Отметим, что частичная выпуклость является обобщением понятия классиче-
ской выпуклости, так как все классически выпуклые множества являются O -

выпуклыми. Кроме того, если 1= −nSO , то O -выпуклость совпадает с классической 
выпуклостью. 

В работе [2] предложен другой способ задания системы O -прямых. Пусть в nR  
задано фиксированное множество гиперплоскостей O , проходящих через начало ко-
ординат 0  и называемых направляющими гиперплоскостями. Прямая, параллельная 
или совпадающая с прямой, образованной пересечением каких-нибудь 1−n  направ-
ляющих гиперплоскостей, называется O -прямой.  

Будем говорить, что множество направлений O  соответствует множеству на-
правляющих гиперплоскостей O , если порождаемые ими системы O -прямых совпа-
дают, т. е. они образуют одну и ту же частичную выпуклость. 

 
ОСНОВНЫЕ  РЕЗУЛЬТАТЫ 

 
Заметим, что ориентация XO  тесно связана с рецессивным (характеристиче-

ским) конусом полупространства .X  Напомним, что рецессивным (характеристиче-

ским) конусом множества X  называется множество ,X+0  состоящее из таких векто-

ров nRh ∈ , что x h X+ γ ∈  для всех Xx ∈  и всех действительных чисел 0.γ ≥  Через 

][ XOCH  обозначим выпуклую коническую оболочку множества XO , т. е. наимень-

ший выпуклый конус, содержащий XO . Через A  обозначим замыкание произвольно-

го множества nRA ⊆ . Нетрудно убедиться, что .= XOOX
+∩ 0  Тогда имеет место 

следующая лемма. 
Лемма .  Для любой точки a  направленного полупространства X  частичной 

выпуклости множество ][ XOCHa +  целиком содержится в .X   
Доказательство. Известно, что рецессивный конус любого замкнутого множе-

ства является замкнутым и выпуклым. Тогда справедливо включение 

.][ XOCH X
+⊆ 0  Отметим, что для любой точки Xa ∈  выполняется утверждение 

.XXa ⊆+ +0  Следовательно, .][ XOCHa X ⊆+  Лемма доказана. 
Итак, справедлива следующая теорема. 
Теорема. Если множество направляющих гиперплоскостей частичной выпук-

лости O'  является замыканием некоторого множества O , то множество X является 
замкнутым направленным полупространством частичной выпуклости с множеством 
направляющих гиперплоскостей O'  тогда и только тогда, когда X  – замкнутое на-
правленное полупространство частичной выпуклости с множеством направляющих 
гиперплоскостей O . 

Доказательство. Здесь удобно перейти от задания частичной выпуклости с по-
мощью направляющих гиперплоскостей O  к соответствующему ему заданию с по-
мощью множества направлений (единичных векторов) O . Тогда нетрудно видеть, 
что множество направляющих гиперплоскостей O'  соответствует множеству направ-
лений 'O , где 'O  – замыкание множества O . Из леммы вытекает, что замкнутое 
множество X  будет являться направленным полупространством частичной выпукло-
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сти с множеством направлений 'O  тогда и только тогда, когда X – направленное по-
лупространство частичной выпуклости с множеством направлений O . Теорема дока-
зана. 

Работа выполнена при финансовой поддержке Института математики НАН Бе-
ларуси в рамках Государственной программы фундаментальных исследований «Кон-
вергенция». 
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