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Рассматривается векторная булева задача поиска множества Па-
рето, частными критериями которой являются положительные и
отрицательные срезки линейных функций. Выводится формула
предельного уровня возмущений в пространстве параметров этих
функций с метрикой l1, сохраняющих эффективность (парето–
оптимальность) решения. В качестве следствий получены необходи-
мые и достаточные условия двух типов устойчивости задачи.

Введение

При решении практических задач оптимизации приходится учиты-
вать различные факторы неопределенности и случайности, такие как
неточность входной информации, неадекватность математических моде-
лей реальным процессам, ошибки округления, погрешность вычислений,
потребность в разработке алгоритмов для решения серии «близких» за-
дач и т. д. В связи с этим широкое распространение дискретных оп-
тимизационных моделей в последние десятилетия обусловило внимание
многих специалистов к исследованию разнообразных аспектов устойчи-
вости, а также смежных вопросов параметрического и постоптимального
анализа как скалярных, так и векторных (многокритериальных) задач
дискретной оптимизации. В рамках введения не представляется возмож-
ным осветить всё многообразие существующих подходов к исследованию
устойчивости задач дискретной оптимизации. Поэтому мы ограничимся
исключительно последними публикациями, которые ближе всего примы-
кают к данной работе. Отметим лишь, что систематическое изложение
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теории устойчивости и параметрического анализа задач дискретной оп-
тимизации содержится в работах [19, 27], а достаточно полное представ-
ление о многочисленных публикациях по этим вопросам можно получить
на основе аннотированной библиографии [24].

Переходя к краткому обзору публикаций, появившихся в последнее
время, выделим два основных подхода к постановке и исследованию
проблем устойчивости дискретных задач. В ряде работ авторы ставят
своей целью найти количественные оценки, характеризующие меру устой-
чивости оптимальных решений. В основу этого подхода положено клю-
чевое понятие радиуса устойчивости, под которым понимается предель-
ный уровень возмущений параметров задачи, сохраняющих некоторые
свойства оптимальных решений. Впервые этот подход был применён к
классической (скалярной) задаче коммивояжера в [18], а в обзоре [27] до-
статочно подробно изложены основные результаты исследований в этом
направлении. Наряду с поиском аналитических выражений для ради-
уса устойчивости ряд авторов занимается разработкой алгоритмов его
вычисления, а также анализом сложности таких алгоритмов (см., на-
пример, [20, 25]).

В работах второго направления авторы концентрируют свое внима-
ние на поиске и описании области устойчивости оптимального решения.
Например, в [26] обсуждаются вопросы применимости метода k луч-
ших решений к нахождению области устойчивости оптимального реше-
ния линейной комбинаторной задачи оптимизации. К этому направле-
нию относятся публикации, посвящённые получению условий, при вы-
полнении которых множество эффективных (в некотором смысле) ре-
шений векторной задачи обладает некоторым заранее заданным свой-
ством устойчивости. В этой связи упомянем работу [17], в которой про-
ведён сравнительный анализ пяти типов устойчивости по ограничениям
векторной задачи целочисленного программирования. Аналогичные ре-
зультаты для этих типов устойчивости (но по функционалу) ранее были
получены в [3, 4, 7, 14, 22] для векторных задач дискретной оптимизации
с разнообразными принципами оптимальности.

Ведутся работы по исследованию устойчивости алгоритмов решения
дискретных задач оптимизации. Перспективным представляется анализ
устойчивости релаксационных множеств, широко используемых в раз-
личных алгоритмах решения задач целочисленного программирования.
Выделим работу [21], в которой указанный анализ проведён на основе
L-разбиения. Устойчивость некоторых алгоритмов решения скалярных
задач целочисленного программирования при малых колебаниях релак-
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сационных множеств исследовалась в [16].
В настоящей статье продолжаются исследования [2, 6 ,7, 23] устой-

чивости решений различных векторных (многокритериальных) дискрет-
ных задач с разными принципами оптимальности. Во всех этих работах
анализ устойчивости осуществлялся в случае, когда в пространстве па-
раметров задана чебышевская метрика l∞. В работах [9, 12] такой анализ
проведён в пространстве с метрикой l1 и получена формула для радиуса
устойчивости эффективного решения векторной комбинаторной задачи
с линейными частными критериями. Ранее подобные исследования для
скалярных комбинаторных задач были проведены в [6].

В настоящей статье рассматривается векторная булева задача поиска
множества Парето с частными критериями, являющимися положитель-
ными и отрицательными срезками линейных функций. Получена фор-
мула радиуса устойчивости эффективного решения для метрики l1. В
качестве следствий приведены необходимые и достаточные условия двух
типов устойчивости задачи. Излагаемые результаты были анонсированы
в [10, 11].

1. Определения, обозначения и свойства

Рассмотрим следующую модель векторной булевой задачи. Пусть
m > 1, n > 2, Ai — i-я строка матрицы A = (aij) размера m × n c
элементами из R, b = (b1, b2, . . . , bm)T ∈ R

m, X ⊆ E
n = {0, 1}n, |X| > 2,

x = (x1, x2, . . . , xn)T . Введём в рассмотрение операторы проектирования
вещественного вектора a = (a1, a2, . . . , ak) произвольной размерности
k > 1 на неотрицательный и неположительный ортанты

R
k
+ = {y ∈ R

k | yi > 0, i ∈ Nk}, R
k
− = {y ∈ R

k | yi 6 0, i ∈ Nk} :

a→ a+ = [a]+ = (a+
1 , a

+
2 , . . . , a

+
k ), a→ a− = [a]− = (a−1 , a

−
2 , . . . , a

−
k ),

где a+
i = max{0, ai}, a

−
i = min{0, ai}, i ∈ Nk = {1, 2, . . . , k}. Эти опе-

раторы называются также положительной и отрицательной срезками

проектируемого вектора.
На множестве X зададим векторный критерий

f(x,A, b) =
(
f1(x,A1, b1), f2(x,A2, b2), . . . , fm(x,Am, bm)

)
→ min

x∈X
,

частными критериями которого являются проекции линейных функций
Aix+ bi на R+ или R−, т. е.

fi(x,Ai, bi) =

{
[Aix+ bi]

+, если i ∈ I1,
[Aix+ bi]

−, если i ∈ I2,
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где I1 ∪ I2 = Nm, I1 ∩ I2 = ∅.

Таким образом, вектор-функция f(x,A, b) является проекциейm-мер-
ного вектора, состоящего из линейных функций Aix+bi, i ∈ Nm, на один
из 2m ортантов критериального пространства R

m, задаваемого множе-
ствами I1 и I2.

Отметим, что операции проектирования на простейшие выпуклые
множества (ортант, гиперплоскость, полупространство, линейное много-
образие и другие) лежат в основе различных вариантов фейеровских
итерационных методов, используемых для численного анализа несов-
местных систем линейных неравенств и несобственных задач линейного
программирования [1, 15].

Под векторной (m-критериальной) задачей булева программирова-

ния Zm(A, b), m > 1, будем понимать задачу нахождения множества

эффективных решений (множества Парето)

Pm(A, b) = {x ∈ X | Pm(x,A, b) = ∅},

где

Pm(x,A, b) = {x′ ∈ X | g(x, x′, A, b) 6 0(m) и g(x, x′, A, b) 6= 0(m)},

g(x, x′, A, b) = (g1, g2, . . . , gm),

gi = gi(x, x
′, Ai, bi) = fi(x

′, Ai, bi) − fi(x,Ai, bi), i ∈ Nm,

0(m) = (0, 0, . . . , 0) ∈ R
m.

В силу неравенства |X| <∞ множество Pm(A, b) непусто при любых
A ∈ R

mn и b ∈ R
m.

Если I1 = Nm, то очевидно, что минимизация вектора [Ax + b]+ на
множестве X равносильна минимизации невязок (уклонений) следующей
системы линейных булевых неравенств

Ax+ b 6 0(m), x ∈ X. (1)

Поэтому задача Zm(A, b) является задачей отыскания множества всех
решений системы (1) при условии, что эта система совместна. В про-
тивном случае множество Парето Pm(A, b) можно считать множеством
квазирешений системы (1). Нетрудно видеть, что система неравенств (1)
совместна тогда и только тогда, когда множество эффективных век-

торных оценок

f(Pm(A, b)) = {y ∈ R
m | y = f(x,A, b), x ∈ Pm(A, b)}
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состоит лишь из нулевого вектора 0(m).
В случае, когда I2 = Nm, очевидно следующее утверждение: система

строгих неравенств Ax+b < 0(m), x ∈ X, совместна тогда и только тогда,
когда среди элементов множества f(Pm(A, b)) существует хотя бы одна
оценка, принадлежащая множеству

R
m
<0 = {y ∈ R

m | yi < 0, i ∈ Nm}.

Для каждого натурального числа k в k-мерном действительном про-
странстве R

k зададим метрику l1, т. е. под нормой вектора z = (z1, z2, . . .,
zk) будем понимать число ||z|| =

∑
i∈Nk

|zi|, а под нормой ||A|| матрицы

A = (aij) размера m×n с элементами из R — норму вектора (a11, a12, . . .,
amn−1, amn) ∈ R

mn.
Пусть ε > 0, Ω(ε) — множество таких пар (A′, b′), что A′ ∈ R

mn,
b′ ∈ R

m и ||A′|| + ||b′|| < ε. Далее пару (A′, b′) ∈ Ω(ε) будем называть воз-

мущающей, а множество {(A + A′, b + b′) ∈ R
m×n × R

m | (A′, b′) ∈ Ω(ε)}
будем интерпретировать как окрестность (ε-окрестность) точки (A, b) в
пространстве R

m×(n+1).
Следуя [9, 11, 12], радиусом устойчивости эффективного решения

x ∈ Pm(A, b) назовем число

ρm(x,A, b) =

{
supΞ, если Ξ 6= ∅,
0, если Ξ = ∅,

где Ξ = {ε > 0 | x ∈ Pm(A+A′, b+ b′), где (A′, b′) ∈ Ω(ε)}.
Таким образом, радиус устойчивости задает предельный уровень воз-
мущений исходных данных задачи в пространстве R

m(n+1) параметров
векторного критерия с метрикой l1, которые сохраняют эффективность
решения.

В дальнейшем для доказательства утверждений нам понадобится ряд
свойств, большинство из которых непосредственно вытекает из приве-
денных здесь определений и обозначений.

Для двух различных решений x и x′ положим

N(x, x′) = {j ∈ N(x)|x′j = 0}, N(x) = {j ∈ Nn|xj = 1}.

Свойство 1. Для любой пары (x, x′), x 6= x′, хотя бы одно из мно-
жеств N(x, x′) или N(x′, x) непусто.

Отсюда следует

Свойство 2. Если N(x, x′) = ∅, то при любом i ∈ Nm верно равен-
ство

∑

j∈N(x′,x)

|aij | +
∑

j∈N(x)

|aij | =
∑

j∈N(x′)

|aij |.
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Свойство 3. Если N(x, x′) = ∅, то при любом i ∈ Nm выполняется
неравенство [Aix−Aix

′]+ +Aix 6 ||Ai||.

Действительно, с учётом свойства 2 имеем

[Aix−Aix
′]+ +Aix 6 |Aix−Aix

′| +Aix =
∣∣
∑

j∈N(x′,x)

aij

∣∣+
∑

j∈N(x)

aij

6
∑

j∈N(x′,x)

|aij| +
∑

j∈N(x)

|aij | =
∑

j∈N(x′)

|aij | 6 ||Ai||.

Следующие соотношения очевидны при любых числах c, d ∈ R:

c+ + [−c]− = 0, (2)

− |c| − |d| 6 c− + d− 6 [c+ d]− 6 c+ + d− 6 [c+ d]+

6 c+ + d+
6 |c| + |d|, (3)

c+ + c− = c. (4)

Для любых различных решений x, x′ ∈ X и любого i ∈ Nm введём
следующие обозначения:

α(x, x′, A, b) =
∑

i∈Nm

g+
i (x, x′, Ai, bi), β(x, x′, A, b) = min

i∈Nm

hi(x, x
′, Ai, bi),

hi(x, x
′, Ai, bi) =






−f̂i(x,Ai, bi), если N(x, x′) 6= ∅, i ∈ I1,

−f̂i(x,Ai, bi) + ĝ+

i (x, x′, Ai, bi), если N(x, x′) = ∅, i ∈ I1,

f̂i(x
′, Ai, bi), если N(x′, x) 6= ∅, i ∈ I2,

f̂i(x
′, Ai, bi) + ĝ+

i (x′, x, Ai, bi), если N(x′, x) = ∅, i ∈ I2,

ĝi(x, x
′, Ai, bi) = f̂i(x

′, Ai, bi) − f̂i(x,Ai, bi),

f̂i(x,Ai, bi) =

{
[Aix+ bi]

−, если i ∈ I1,
[Aix+ bi]

+, если i ∈ I2,

Замечание 1. Легко убедиться, что величины α(x, x′, A, b), β(x, x′,
A, b) и hi(x, x

′, Ai, bi) неотрицательны при любых A ∈ R
mn, b ∈ R

m,
i ∈ Nm.

При любом i ∈ I1 и различных решениях x, x′ ∈ X определим

ĥi(x, x
′, Ai, bi) =

{
f̂i(x

′, Ai, bi), если N(x′, x) 6= ∅,

f̂i(x
′, Ai, bi) + ĝ+

i (x′, x,Ai, bi), если N(x′, x) = ∅.

Следующие четыре свойства непосредственно вытекают из определе-
ния величин gi(x, x

′, Ai, bi), ĝi(x, x
′, Ai, bi), hi(x, x

′, Ai, bi) и ĥi(x, x
′, Ai, bi).
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Свойство 4. Если при некотором i ∈ Nm выполняется неравенство
hi(x, x

′, Ai, bi) > 0, то Aix+ bi < 0 при i ∈ I1 и Aix+ bi > 0 при i ∈ I2.

Свойство 5. Пусть x ∈ X, i ∈ Nm. Для любого решения x′ 6= x спра-
ведливо неравенство hi(x, x

′, Ai, bi) > 0, если i ∈ I1 и Aix + bi < 0 или
i ∈ I2 и Aix+ bi > 0.

Свойство 6. Для любого решения x 6= x′ и любого i ∈ I1 справедли-
вы равенства

ĝi(x, x
′, Ai, bi) = gi(x

′, x,−Ai,−bi),

ĥi(x, x
′, Ai, bi) = hi(x

′, x,−Ai,−bi).

Свойство 7. Пусть i ∈ I1 и пусть справедливо некоторое утвер-
ждение, сформулированное в терминах ĝi(x, x

′, Ai, bi) и ĥi(x, x
′, Ai, bi).

Тогда это утверждение верно и для i ∈ I2 при замене ĝi(x, x
′, Ai, bi) на

gi(x, x
′, Ai, bi) и ĥi(x, x

′, Ai, bi) на hi(x, x
′, Ai, bi).

Свойство 8. Для любых x, x′ ∈ X, i ∈ Nm справедливы соотноше-
ния

fi(x,Ai, bi) + f̂i(x,Ai, bi) = Aix+ bi, (5)

fi(x,Ai, bi) − f̂i(x
′, Ai, bi) 6 ||Ai|| + |bi|, (6)

gi(x, x
′, Ai, bi) 6 gi(x, x

′, Ai +A′
i, bi + b′i) + ||A′

i|| + |b′i|. (7)

В самом деле, (5) вытекает из (4), а (6) — из (3) и (4). Далее, вновь
используя (3), легко выводим неравенства

fi(x,Ai, bi)+ [A′
ix+ b′i]

−
6 fi(x,Ai +A′

i, bi + b′i) 6 fi(x,Ai, bi)+ [A′
ix+ b′i]

+,

которые с учётом (6) дают (7):

gi(x, x
′, Ai +A′

i, bi + b′i) = fi(x
′, Ai +A′

i, bi + b′i) − fi(x,Ai +A′
i, bi + b′i)

> fi(x
′, Ai, bi) + [A′

ix
′ + b′i]

− − fi(x,Ai, bi) − [A′
ix+ b′i]

+

> gi(x, x
′, Ai, bi) − ||A′

i|| − |b′i|.

Свойство 9. Если при некотором i ∈ Nm справедливо неравенство

gi(x, x
′, Ai +A′

i, bi + b′i) 6 0, (8)

то
g+
i (x, x′, Ai, bi) 6 ‖A′

i‖ + |b′i|. (9)
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Действительно, если gi(x, x
′, Ai, bi) 6 0, то неравенство (9) очевидно,

а если gi(x, x
′, Ai, bi) > 0, то, используя (7) и (8), получаем

g+
i (x, x′, Ai, bi) = gi(x, x

′, Ai, bi)

6 gi(x, x
′, Ai +A′

i, bi + b′i) + ||A′
i|| + |b′i| 6 ||A′

i|| + |b′i|.

2. Леммы

Лемма 1. Если при некотором s ∈ Nm справедливо неравенство

gs(x, x
′, As +A′

s, bs + b′s) < 0, (10)

то
g+
s (x, x′, As, bs) + hs(x, x

′, As, bs) 6 ‖A′
s‖ + |b′s|. (11)

Доказательство. Прежде всего заметим, что ввиду (10) верно нера-
венство x 6= x′.

Сначала докажем лемму, предполагая, что s ∈ I1. Тогда fs(x,As, bs) =
[Asx+ bs]

+.
Если hs(x, x

′, As, bs) = 0, то неравенство (11) следует из свойства 9.
Поэтому, считая (см. замечание 1)

hs(x, x
′, As, bs) > 0, (12)

покажем, что тогда неравенство (11) строгое, т. е.

ψ := g+
s (x, x′, As, bs) + hs(x, x

′, As, bs) − ‖A′
s‖ − |b′s| < 0. (13)

Из свойства 4 и неравенства (12) вытекает неравенство Asx+ bs < 0,
которое вместе с (10) даёт

A′
sx+ b′s > −Asx− bs > 0. (14)

Отсюда, в частности, получаем

g+
s (x, x′, As, bs) = fs(x

′, As, bs). (15)

Возможны два случая.
Случай 1. N(x, x′) 6= ∅. Тогда в силу (14) при s ∈ I1 выполняются

равенства
hs(x, x

′, As, bs) = −f̂s(x,As, bs) = −Asx− bs.
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Поэтому, последовательно применяя равенство (15) и неравенства (6) и
(14), получаем

ψ = g+
s (x, x′, As, bs) + hs(x, x

′, As, bs) − ‖A′
s‖ − |b′s|

= fs(x
′, As, bs) − (Asx+ bs) − ‖A′

s‖ − |b′s|

6 fs(x
′, As, bs) − (Asx+ bs) + f̂s(x

′, A′
s, b

′
s) − fs(x,A

′
s, b

′
s)

= fs(x
′, As, bs) − (Asx+ bs) + f̂s(x

′, A′
s, b

′
s) − (A′

sx+ b′s). (16)

В тоже время, учитывая (3) и (14), находим

fs(x
′, As, bs) − (Asx+ bs) + f̂s(x

′, A′
s, b

′
s) − (A′

sx+ b′s)

= [Asx
′ + bs]

+ + [A′
sx

′ + b′s]
− − [Asx+ bs +A′

sx+ b′s]
+

6 fs(x
′, As+A

′
s, bs+b

′
s)+fs(x,As+A′

s, bs+b
′
s) = gs(x, x

′, As+A
′
s, bs+b

′
s).

Отсюда и из (10) и (16) приходим к необходимому неравенству

ψ 6 gs(x, x
′, As +A′

s, bs + b′s) < 0.

Случай 2. N(x, x′) = ∅. Если ĝ+
s (x, x′, As, bs) = 0, то доказательство

неравенства ψ < 0 аналогично доказательству в случае 1, поскольку
hs(x, x

′, As, bs) = −f̂s(x,As, bs) при s ∈ I1. Поэтому в дальнейшем будем
считать, что

ĝ+
s (x, x′, As, bs) > 0.

Отсюда и из (14) следует, что

Asx
′ + bs > Asx+ bs > −A′

sx− b′s, (17)

hs(x, x
′, As, bs) = f̂s(x

′, As, bs) − 2(Asx+ bs). (18)

Используя свойство 3 и равенства (5) и (15), убеждаемся в справед-
ливости соотношений

ψ = g+
s (x, x′, As, bs) + hs(x, x

′, As, bs) − ‖A′
s‖ − |b′s|

= fs(x
′, As, bs) + f̂s(x

′, As, bs) − 2(Asx+ bs) − ‖A′
s‖ − |b′s|

6 Asx
′ + bs − 2(Asx+ bs) − [A′

sx−A′
sx

′]+ − (A′
sx+ b′s)

< Asx
′ + bs − (Asx+ bs) − [A′

sx−A′
sx

′]+. (19)

Далее, учитывая (17), сумму Asx
′ + bs можно записать в виде

[Asx
′ + bs +A′

sx+ b′s]
+ −A′

sx− b′s.
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Отсюда согласно (19) с учётом (2) имеем

ψ < [Asx
′ + bs +A′

sx+ b′s]
+ − (A′

sx+ b′s) − (Asx+ bs) + [A′
sx

′ −A′
sx]

−.

Пользуясь этим неравенством, используя (3), (17) и учитывая (10), по-
лучаем

ψ < [Asx
′ +A′

sx
′ + bs + b′s]

+ − (Asx+ bs) − (A′
sx+ b′s)

= [Asx
′ +A′

sx
′ + bs + b′s]

+ − [Asx+A′
sx+ bs + b′s]

+

= fs(x
′, As +A′

s, bs + b′s) − fs(x,As +A′
s, bs + b′s)

= gs(x, x
′, As +A′

s, bs + b′s) < 0.

Итак, при s ∈ I1 лемма 1 доказана.
Теперь покажем, что лемма верна при s ∈ I2. Пусть при s ∈ I1 выпол-

няется неравенство ĝs(x, x
′, As +A′

s, bs + b′s) < 0. Тогда в силу свойства 6
имеем gs(x

′, x,−As−A
′
s,−bs−b

′
s) < 0. Поэтому на основании доказанного

(при s ∈ I1) неравенства (11) получаем

g+
s (x′, x,−As,−bs) + hs(x

′, x,−As,−bs) 6 ‖ −A′
s‖ + | − b′s|.

Отсюда и из свойства 6 следует, что

ĝ+
s (x, x′, As, bs) + ĥs(x, x

′, As, bs) 6 ‖A′
s‖ + |b′s|.

Следовательно, на основании свойства 7 лемма верна при s ∈ I2.
Лемма 1 доказана.

Следующая лемма показывает, что в терминах введённых величин
α(x, x′, A, b) и β(x, x′, A, b) формулируется условие, при выполнении ко-
торого x становится эффективным решением не только исходной задачи
Zm(A, b), но и любой возмущённой в определенной окрестности точки
(A, b).

Лемма 2. Пусть x ∈ X и существует такое число ϕ > 0, что для
любого решения x′ 6= x выполняется неравенство

α(x, x′, A, b) + β(x, x′, A, b) > ϕ. (20)

Тогда для любой возмущающей пары (A′, b′) ∈ Ω(ϕ) справедливо вклю-
чение x ∈ Pm(A+A′, b+ b′).

Доказательство. Пусть, напротив, существует такая возмущающая
пара (A′, b′) ∈ Ω(ϕ), что x 6∈ Pm(A + A′, b + b′). Тогда найдётся решение
x0 ∈ Pm(x,A+A′, b+ b′). Это значит, что выполняются неравенства

gi(x, x
0, Ai +A′

i, bi + b′i) 6 0, i ∈ Nm;
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при этом найдётся такой индекс s ∈ Nm, что

gs(x, x
0, As +A′

s, bs + b′s) < 0.

Отсюда в силу свойства 9 при любом i ∈ Nm имеет место неравенство (9),
а по лемме 1 — неравенство (11). Используя полученные неравенства и
учитывая включение (A′, b′) ∈ Ω(ϕ), получаем соотношения

α(x, x0, A, b) + β(x, x0, A, b) 6 α(x, x0, A, b) + hs(x, x
0, As, bs)

=
∑

i∈Nm

g+
i (x, x0, Ai, bi) + hs(x, x

0, As, bs) 6
∑

i∈Nm

(‖A′
i‖ + |b′i|)

= ||A′|| + ||b′|| < ϕ,

которые противоречат условию (20) леммы. Лемма 2 доказана.
Приводимая ниже лемма может быть интерпретивована следующим

образом: величины β(x, x′, A, b) и g+
i (x, x′, Ai, bi), i ∈ Nm, задают окрест-

ность точки (A, b), вне которой найдётся такая возмущающая пара (A′, b′),
что решение x не является эффективным в задаче Zm(A+A′, b+ b′).

Лемма 3. Пусть x и x′ — различные решения задачи Zm(A, b). Тогда
для любого числа ε >

∑
i∈Nm

ξi + η, где

ξi > g+
i (x, x′, Ai, bi), i ∈ Nm, (21)

η > β(x, x′, A, b), (22)

найдется такая возмущающая пара (A′, b′) ∈ Ω(ε), что

x 6∈ Pm(A+A′, b+ b′).

Доказательство. Сначала отметим, что любое число ε, определённое
условиями леммы 3, положительно. Неравенство (22) перепишем в виде

η > hp(x, x
′, Ap, bp), (23)

где p — индекс, при котором выполняется равенство

β(x, x′, A, b) = hp(x, x
′, Ap, bp).

Очевидно, для доказательства леммы 3 достаточно найти такую воз-
мущающую пару (A′, b′) ∈ Ω(ε), что x′ ∈ Pm(x,A+A′, b+b′). Для этого в
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свою очередь достаточно построить такую пару (A′
p, b

′
p) ∈ Ψ(ξp + η), что

справедливо неравенство

gp(x, x
′, Ap +A′

p, bp + b′p) < 0, (24)

а для любого индекса i ∈ Nm \ {p} — пару (A′
i, b

′
i) ∈ Ψ(ξi) с условием

gi(x, x
′, Ai +A′

i, bi + b′i) 6 0. (25)

Здесь и далее Ψ(θ) = {(C, d) | C ∈ R
n, d ∈ R, ||C|| + |d| = θ}.

Очевидно, что при таком построении в силу (21) и (22) будет выпол-
няться включение (A′, b′) ∈ Ω(ε), где матрица A′ состоит из строк A′

i,
i ∈ Nm, а столбец b′ — из элементов b′i, i ∈ Nm.

Иными словами, доказательство леммы 3 будет завершено, если бу-
дут доказаны два утверждения:

1) при i = p из (21) и (23) вытекает существование такой пары
(A′

p, b
′
p) ∈ Ψ(ξp + η), что имеет место (24),

2) при каждом i ∈ Nm\{p} из (21) следует существование такой пары
(A′

i, b
′
i) ∈ Ψ(ξi), что справедливо (25).

Сначала справедливость этих утверждений докажем в преположе-
нии, что i ∈ I1. Возможны следующие четыре случая.

Случай 1. i = p, N(x, x′) 6= ∅. Зафиксировав индекс q ∈ N(x, x′),
элементы пары (A′

p, b
′
p) зададим в виде a′pj = ξp+η при j = q, a′pj = 0 при

j 6= q и b′p = 0 и докажем справедливость неравенства (24). Легко видеть,
что (A′

p, b
′
p) ∈ Ψ(ξp + η). В силу строения пары (A′

p, b
′
p) справедливы

равенства
A′

px+ b′p = ξp + η, A′
px

′ + b′p = 0. (26)

Из (5), (21) и (23) следует, что

ξp + η > g+
p (x, x′, Ap, bp) − f̂p(x,Ap, bp) > fp(x

′, Ap, bp) − fp(x,Ap, bp)

− f̂p(x,Ap, bp) = fp(x
′, Ap, bp) − (Apx+ bp).

Поэтому ξp + η + Apx + bp > fp(x
′, Ap, bp) > 0. Отсюда с учётом (26)

получаем необходимое неравенство

gp(x, x
′, Ap +A′

p, bp + b′p) = fp(x
′, Ap, bp) − [Apx+ bp + ξp + η]+

= fp(x
′, Ap, bp) −Apx− bp − ξp − η < 0.

Случай 2. i = p, N(x, x′) = ∅. Тогда согласно свойству 1 множество
N(x′, x) не пусто. Зафиксировав индекс q ∈ N(x′, x), элементы пары
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(A′
p, b

′
p) ∈ Ψ(ξp + η) зададим виде a′pj = −ξp − η′ при j = q, a′pj = 0 при

j 6= q и b′p = η′′, где η′ и η′′ — положительные числа, определяемые из
условий

η′ = ĝ+
p (x, x′, Ap, bp) + δ, η′′ = −f̂p(x,Ap, bp) + δ, δ > 0, η′ + η′′ = η.

Нетрудно видеть, что с учётом (23) и определения величины hp(x, x
′,

Ap, bp) числа η′ и η′′ определены корректно.
Докажем справедливость (24). Принимая во внимание строение пары

(A′
p, b

′
p), получаем

A′
px+ b′p = η′′, A′

px
′ + b′p = −ξp − η′ + η′′.

Поэтому, учитывая определение величин η′, η′′ и применяя последова-
тельно неравенство (21) и трижды равенство (5), имеем

gp(x, x
′, Ap +A′

p, bp + b′p) = [Apx
′ + bp − ξp − η′ + η′′]+ − [Apx+ bp + η′′]+

6
[
Apx

′ + bp − g+
p (x, x′, Ap, bp) − ĝ+

p (x, x′, Ap, bp) − f̂p(x,Ap, bp)
]+

−
[
Apx+bp−f̂p(x,Ap, bp)+δ

]+
6
[
Apx

′+bp−gp(x, x
′, Ap, bp)−ĝp(x, x

′, Ap, bp)

− f̂p(x,Ap, bp)
]+

−
[
fp(x,Ap, bp) + δ

]+
<
[
Apx+ bp − f̂p(x,Ap, bp)

]+

− f+
p (x,Ap, bp) = 0.

Случай 3. i ∈ Nm \ {p}, N(x, x′) 6= ∅. Тогда, фиксируя индекс
q ∈ N(x, x′), определим элементы пары (A′

i, b
′
i) ∈ Ψ(ξi) следующим обра-

зом:

a′ij =

{
ξi, если j = q, Aix+ bi > 0,
0 в остальных случаях,

b′i =

{
−ξi, если Aix+ bi < 0,
0 в остальных случаях.

Убедимся в справедливости неравенства (25). Рассмотрим два слу-
чая.

Случай 3.1. Aix+ bi > 0. Тогда с учётом строения пары (A′
i, b

′
i) имеем

A′
ix+ b′i = ξi, A′

ix
′ + b′i = 0.

Поэтому с использованием неравенства (21) находим

gi(x, x
′, Ai +A′

i, bi + b′i) = fi(x
′, Ai, bi) − [Aix+ bi + ξi]

+

= fi(x
′, Ai, bi) − (Aix+ bi) − ξi

< fi(x
′, Ai, bi) − (Aix+ bi) − g+

i (x, x′, Ai, bi)

= fi(x
′, Ai, bi) − fi(x,Ai, bi) − g+

i (x, x′, Ai, bi) 6 0.
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Случай 3.2. Aix+ bi < 0. Тогда из структуры пары (A′
i, b

′
i) и неравен-

ства (21) следует, что

A′
ix+ b′i = −ξi < −fi(x

′, Ai, bi).

Поэтому имеем

gi(x, x
′, Ai +A′

i, bi + b′i) 6 [Aix
′ + bi − ξi]

+
6 [Aix

′ + bi − fi(x
′, Ai, bi)]

+ = 0.

Случай 4. i ∈ Nm \ {p}, N(x, x′) = ∅. Тогда в силу свойства 1 мно-
жество N(x′, x) не пусто. Зафиксировав индекс q ∈ N(x′, x), элементы
пары (A′

i, b
′
i) ∈ Ψ(ξi) определим виде a′pj = −ξi при j = q, a′pj = 0 при

j 6= q и b′i = 0 и покажем справедливость (25).
Ввиду структуры пары (A′

i, b
′
i) справедливы равенства

A′
ix+ b′i = 0, A′

ix
′ + b′i = −ξi.

Пользуясь этим равенством и (21), находим

gi(x, x
′, Ai +A′

i, bi + b′i) = [Aix
′ + bi − ξi]

+ − fi(x,Ai, bi)

6
[
Aix

′ + bi − g+
i (x, x′, Ai, bi)

]+
− fi(x,Ai, bi)

6 f+
i (x,Ai, bi) − fi(x,Ai, bi) = 0.

Итак показано, что при любом индексе i ∈ I1 верны сформулирован-
ные выше два утверждения. Далее по аналогии с доказательством леммы
1 нетрудно убедиться в том, что оба утверждения, доказанные для i ∈ I1,
остаются в силе при замене величин gi(x, x

′, Ai, bi), gi(x, x
′, Ai+A

′
i, bi+b

′
i)

и hi(x, x
′, Ai, bi) соответственно на величины ĝi(x, x

′, Ai, bi), ĝi(x, x
′, Ai +

A′
i, bi+b

′
i) и ĥi(x, x

′, Ai, bi). Поэтому согласно свойству 7 эти утверждения
справедливы при i ∈ I2. Лемма 3 доказана.

3. Основной результат

Теорема. При любом m > 1 для радиуса устойчивости ρm(x,A, b)
эффективного решения x ∈ Pm(A, b) задачи Zm(A, b) справедлива фор-
мула

ρm(x,A, b) = min
x′∈X\{x}

(
α(x, x′, A, b) + β(x, x′, A, b)

)
. (27)

Доказательство. В силу замечания 1 правая часть формулы (27),
которую в дальнейшем для краткости будем обозначать через ϕ, неот-
рицательна.
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Сначала докажем неравенство ρm(x,A, b) > ϕ. Не уменьшая общно-
сти, считаем, что ϕ > 0 (в противном случае неравенство ρm(x,A, b) > ϕ
очевидно). В соответствии с определением числа ϕ для любого решения
x′ 6= x имеем

α(x, x′, A, b) + β(x, x′, A, b) > ϕ > 0.

Поэтому на основании леммы 2 решение x ∈ Pm(A+A′, b+b′) при любой
возмущающей паре (A′, b′) ∈ Ω(ϕ). Следовательно, ρm(x,A, b) > ϕ.

Остаётся показать, что ρm(x,A, b) 6 ϕ. Пусть ε > ϕ и решение x∗ 6= x
таково, что

α(x, x∗, A, b) + β(x, x∗, A, b) = ϕ.

Тогда легко видеть, что существуют такие положительные числа

ξi > g+
i (x, x∗, Ai, bi), i ∈ Nm, η > β(x, x∗, A, b),

что ε >
∑

i∈Nm

ξi+η > ϕ. Поэтому по лемме 3 найдётся такая возмущающая

пара (A′, b′) ∈ Ω(ε), что x 6∈ Pm(A + A′, b + b′). Итак доказано, что для
любого числа ε > ϕ справедливо неравенство ρm(x,A, b) < ε. Поэтому
ρm(x,A, b) 6 ϕ. Теорема доказана.

4. Следствия

Эффективное решение x из Pm(A, b) назовём устойчивым, если
ρm(x,A, b) > 0.

Следствие 1. При любомm > 1 эффективное решение x0 из Pm(A, b)
устойчиво тогда и только тогда, когда выполняется хотя бы одно из
условий:

(i) x0 — решение системы строгих неравенств

{
Aix+ bi < 0 при i ∈ I1,
Aix+ bi > 0 при i ∈ I2,

(ii) для любого решения x ∈ X \ {x0} существует хотя бы один такой
индекс s ∈ Nm, что справедливо неравенство

gs(x
0, x,As, bs) > 0.

Действительно, для любого решения x 6= x0 справедливы утвержде-
ния:
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1) α(x0, x,A, b) > 0 тогда и только тогда, когда выполняется условие
(ii);

2) β(x0, x,A, b) > 0 тогда и только тогда, когда выполняется условие
(i) (ввиду свойств 4 и 5).

Поэтому из теоремы вытекает следствие 1. По аналогии с [4, 12–14]
задачу Zm(A, b) назовём квазиустойчивой, если существует такое число
ε > 0, что для каждой возмущающей пары (A′, b′) ∈ Ω(ε) справедливо
включение

Pm(A, b) ⊆ Pm(A+A′, b+ b′).

Таким образом, квазиустойчивость задачи Zm(A, b) является свой-
ством сохранения эффективности решений в «малой» окрестности точки
(A, b), т. е. является дискретным аналогом свойства полунепрерывности
снизу по Хаусдорфу многозначного (точечно-множественного) отобра-
жения, задающего паретовскую функцию выбора. Иначе говоря, задача
Zm(A, b) квазиустойчива, тогда и только тогда, когда каждое решение
из множества Парето Pm(A, b) устойчиво.

Известно (см., например, [3, 13, 19]), что в случае, когда все частные
критерии линейны, векторная задача на конечном множестве решений
квазиустойчива тогда и только тогда, когда множество Парето совпадает
с множеством Смейла (множеством строго эффективных решений),
которое, являясь подмножеством множества Парето, определяется сле-
дующим образом:

Sm(A, b) = {x ∈ X | Sm(x,A, b) = ∅},

где Sm(x,A, b) = {x′ ∈ X\{x} | g(x, x′, A, b) 6 0(m)}.

Поскольку всякое решение x ∈ Sm(A, b) удовлетворяет условию (ii),
то из следствия 1 вытекает

Следствие 2. При любом m > 1 задача Zm(A, b) квазиустойчива,
если Pm(A, b) = Sm(A, b).

Следующий пример показывает, что равенство Pm(A, b) = Sm(A, b),
вообще говоря, не является необходимым условием квазиустойчивости
задачи Zm(A, b).

Пример. Пусть n = 3, m = 2, I1 = N2, X = {x′, x′′, x′′′},
x′ = (1, 0, 0)T , x′′ = (0, 1, 0)T , x′′′ = (0, 1, 1)T , b = (0, 0)T и

A =

[
2 −3 1
1 −1 −2

]
.
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Тогда [Ax′ + b]+ = (2, 1)T , [Ax′′ + b]+ = [Ax′′′ + b]+ = (0, 0)T . Поэтому
P 2(A, b) = Q2(A, b) = {x′′, x′′′} 6= S2(A, b) = ∅, но задача Z2(A, b) квази-
устойчива, поскольку в силу теоремы ρ2(x′′, A, b) = 1 > 0 и ρ2(x′′′, A, b) =
2 > 0.

Обозначим через Qm(A, b) множество таких решений x из X, что вы-
полняется хотя бы одно из условий (i) или (ii). Тогда, воспользовавшись
следствием 1, получаем следующее утверждение.

Следствие 3. При любом m > 1 задача Zm(A, b) квазиустойчива
тогда и только тогда, когда выполняется равенство

Pm(A, b) = Qm(A, b).

Ослабляя требование сохранения всего множества Паpето, приходим
к понятию сильной квазиустойчивости задачи Zm(A, b) [13]. Этот тип
устойчивости тpактуется как существование таких ε > 0 и x0 ∈ Pm(A, b),
что для всякой возмущающей пары (A′, b′) ∈ Ω(ε) выполняется включе-
ние x0 ∈ Pm(A + A′, b + b′). Для этого вида устойчивости в силу след-
ствия 1 справедливо следующее утверждение.

Следствие 4. Для того чтобы задача Zm(A, b), m > 1, была сильно
квазиустойчивой, необходимо и достаточно, чтобы множество Qm(A, b)
было непусто.

В скалярном случае (m = 1) множество P 1(A, b) (A ∈ R
n, b ∈ R)

является множеством оптимальных решений задачи Z1(A, b). Поэтому
однокритериальными аналогами следствий 3 и 4 являются следующие
два утверждения.

Следствие 5. Скалярная задача Z1(A, b) квазиустойчива тогда и
только тогда, когда либо оптимальное решение единственно, либо для
каждого оптимального решения x ∈ P 1(A, b) справедливы неравенства

Ax+ b < 0 при I1 = {1},
Ax+ b > 0 при I2 = {1}.

(28)

Следствие 6. Скалярная задача Z1(A, b) сильно квазиустойчива тог-
да и только тогда, когда либо оптимальное решение единственно, либо
существует хотя бы одно такое решение x0, что выполняются неравен-
ства (28).

Замечание 2. Ясно, что вид формулы (27) существенно зависит от
выбранной метрики l1 в пространстве R

m(n+1). Однако следствия 1–6
теоремы верны при любой метрике.
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