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Аксиоматический метод разбиений в теории пространств
Небелинга. III. Непротиворечивость системы аксиом

Устанавливается непротиворечивость системы аксиом пространств
Небелинга.
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Характеризационная теорема пространства Небелинга [1] утверждает, что
k-мерное сильно k-универсальное польское AE(k)-пространство X гомеоморф-
но пространству Небелинга νk = N2k+1

k для всех 0 6 k < ∞. В первых двух
частях работы (см. [1], [2]) эта теорема была редуцирована к доказательству
непротиворечивости системы аксиом пространств Небелинга. Третья часть ра-
боты посвящена установлению того, что ядро Небелинга X = νk

L(P ) конструк-
тивного многообразия P вместе с семейством CX ядер Небелинга конструк-
тивных подмногообразий Q ⊂ P будет моделью системы аксиом, что будет
вести к завершению доказательства характеризационной теоремы. В главе 1,
играющей ключевую роль, устанавливается взаимосвязь конструктивных PL-
многообразий и их ядер Небелинга, на основе которой все аксиомы сводятся
к их кусочно линейным аналогам. Проверке каждой из введенных аксиом для
модели системы аксиом посвящена глава 2.

Обращаем внимание читателя на один важный момент. Чтобы не отягощать
восприятие и без того сложно структурированного текста, в работе рассматри-
валась более простая проблема характеризации пространств Небелинга. Одна-
ко если сделать в проведенных рассуждениях естественные поправки, то можно
получить более сильный результат – характеризационную теорему для много-
образий Небелинга, или νk-многообразий, т.е. польских пространств, имеющих
базу открытых множеств, гомеоморфных νk.

Теорема 0.1. Для всех 0 6 k <∞ k-мерное сильно k-универсальное поль-
ское ANE(k)-пространство X есть νk-многообразие.

Теорема 0.2. Если f : X → Y – отображение νk-многообразий, индуциру-
щее изоморфизм гомотопических групп πi , i < k , то X ∼= Y .

Эти и ряд других следствий предложенного аксиоматического метода будут
изложены в других публикациях автора.

В [1; § 6] в определение CX -разбиения вкралась неточность. Везде в насто-
ящей работе под CX-разбиением P = {pα} абстрактного конструктивного
пространства X (или удобным разбиением X, если при этом не будет возни-
кать недоразумений) следует понимать такое разбиение X, что:
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(a) все его элементы вместе с их пересечениями принадлежат CX ;
(b) pA′∪{α} есть Z-множество pA′ для всех A′ ⊂ A, α /∈ A′.
Поскольку это понятие более сильное (дополнительно требуется выполне-

ние (b)), то на содержании первых двух частей работы произведенное изме-
нение почти никак не отражается. Следует лишь в определении допустимого
вложения [1; определение 11.2] условие (3) заменить на то, которое сразу следу-
ет за (4). Кроме того, в предложении 15.2 [1] следует потребовать, чтобы дис-
кретное семейство {Nγ} состояло из совершенных относительно Q′ множеств.
Все рассуждения из работ [1] и [2] не претерпевают изменений. Наконец, при
установлении непротиворечивости системы аксиом нам дополнительно нужно
будет следить за выполнением условия (b), что, как будет видно, не составляет
труда.

§ 1. Предварительные сведения и факты

1.1. Модифицированная теорема Борсука о продолжении гомото-
пии. Скажем, что семейство {Bγ ⊂W \D} примыкает к D ⊂W , если

(a) для любого z ∈ D и для любой окрестности O(z) ⊂W существует окрест-
ность O1(z) ⊂W такая, что Bγ ⊂ O(z), как только Bγ ∩ O1(z) 6= ∅.

Из определения, в частности, следует, что для любого a > 0 и для любого
замкнутого подмножества F ⊂W

(b) W \
⋃
{Bγ | Bγ ∩ F 6= ∅ или diamBγ > a} является (не обязательно

открытой) окрестностью D \ F в W \ F .

Теорема 1.1 (о равностепенном продолжении гомотопии). Пусть заданы
компактное подмножество D ⊂W , замкнутое подмножество T ⊂W , а так-
же отображение h : W → Y ∈ ANE и θ-гомотопия F : (D ∪ T ) × I → Y ,
θ ∈ cov Y , такие, что

(c) F0 = h�D∪T и F (z, s) = h(z) для всех (z, s) ∈ T × I .
Тогда для любого семейства {Bγ ⊂W \D}, примыкающего к D , и для любого

покрытия ω ∈ cov Y существует θ-гомотопия K : W × I → Y , являющаяся
продолжением F , такая, что K0 = h, а также:

(d) если Bγ ∩ T 6= ∅, то K(z, s) = h(z) для всех (z, s) ∈ Bγ × I ;
(e) если Bγ ∩ T = ∅, то множество K1(Bγ) содержится в U ∈ ω .

Доказательство. Рассмотрим какую-либо θ-гомотопию H : W × I → Y ,
являющуюся продолжением гомотопии F , с условием H0 = h. Так как D
компактно, то существует такое m ∈ N, что{

H

(
N

(
a;

1
m

)
×

[
i− 1
m

;
i

m

]) ∣∣∣ a ∈ D}
≺ ω

для любого 1 6 i 6 m.
Пусть D0 
 D ∩ T . Так как T ⊂ W замкнуто и не пересекается с D \ D0,

то, многократно используя (b), возможно индуктивно построить убывающую
последовательность окрестностей O1 c O2 c · · · множества D \D0 ⊂ W \D0,⋂

Oi = D \D0, для которой:
(f) O1 ⊂W \

⋃ {
Bγ | Bγ ∩ T 6= ∅ или diamBγ > 1/m

}
;
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(g) если Bγ ∩ (W \ O1) 6= ∅, то Bγ ⊂W \ O2;
(h) если Bγ ⊂ On и Bγ ∩ (On \ On+1) 6= ∅ для n > 1, то Bγ ⊂ On \ On+2.
Введем в рассмотрение непрерывную функцию λ : W \D0 → [0, 1], для кото-

рой λ = 0 на W \ O2, (i− 1)/(3m) 6 λ 6 i/(3m) на Oi+1 \ Oi+2 при 1 6 i 6 3m
и λ = 1 на O3m+2.

Тогда искомая θ-гомотопия K : W × I → Y задается формулами K(z, s) =
H(z, s·λ(z)) при z ∈W \D0 иK(z, s) = h(z) при (z, s) ∈ D0×I. Непосредственно
осуществляется проверка непрерывности K и остальных ее свойств.

1.2. Аппроксимативное продолжение отображений. Канонические
отображения образуют открытое множество в следующем смысле.

Предложение 1.2. Пусть ω ∈ covZ , а β : Z → N 〈ω〉 – каноническое отоб-
ражение. Тогда существует такое отображение ε : Z → (0, 1), что β′ : Z →
N 〈ω〉 является каноническим отображением, если dist(β(z), β′(z)) < ε(z) для
любого z ∈ Z .

Пусть Y ∈ ANE(k), k 6 ∞, а f : A → Y есть отображение, заданное на
(не обязательно замкнутом) подмножестве A ⊂ Z, dimZ 6 k. Тогда:

(a) для любого отображения δ : Y → (0, 1) существует такое отображение
f̃ : O(A) → Y , заданное на окрестности A ⊂ O(A) ⊂ Z, что

dist(f(a), f̃(a)) < δ(f(a))

для любого a ∈ A;
(b) для любого ε : A → (0, 1) существует такое отображение f̃ : O(A) → Y ,

заданное на окрестности A ⊂ O(A) ⊂ Z, что

dist(f(a), f̃(a)) < ε(a)

для любого a ∈ A.
Отображение f̃ в (a) ищется в виде композиции канонического отображения

и отображения нерва подходящего покрытия (см., например, [3]). Если теперь
применить (a) для f ′ 
 f × ε : A→ Y ′ 
 Y × (0, 1) ∈ ANE(k) и δ 
 pr2 : Y ′ →
(0, 1), то легко получить доказательство (b).

Известно, что локально конечное семейство замкнутых множеств допуска-
ет раздутие, состоящее из открытых множеств [4; 7.1.G(c)]. Отсюда, из (b)
и предложения 1.2 с помощью техники канонических отображений доказыва-
ется более общий факт.

Теорема 1.3. Для любого замкнутого локально конечного покрытия {pα |
α ∈ A} (не обязательно замкнутого) подмножества A ⊂ Z , dimZ < ∞, ко-
нечной кратности существует такое семейство {O(pα) | α ∈ A}, состоящее
из открытых в Z множеств, что O(pα) ⊃ pα и

⋂
{O(pα) | α ∈ A′} 6= ∅ ⇔⋂

{pα | α ∈ A′} 6= ∅.

Пусть ограничение {Pα} на B ⊂ Z обладает некоторым свойством. Най-
дем достаточные условия, гарантирующие, что ограничение {Pα} на некоторую
окрестность V , B ⊂ V ⊂ Z, также обладает этим свойством.
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Предложение 1.4. Пусть семейство множеств {Pα} пространства Z и
плотное подмножество B ⊂ Z таковы, что Pα ∩ B плотно в Pα для каж-
дого α. Тогда:

(a) если {Pα ∩ B} – локально конечное покрытие B , то существует та-
кая окрестность V , B ⊂ V ⊂ Z , что {Pα ∩ V } – локально конечное
семейство V ;

(b) если {Pα} локально конечно, {Pα∩B} – замкнутое покрытие B и каж-
дое Pα локально замкнуто, то существует такая окрестность V , B ⊂
V ⊂ Z , что {Pα ∩ V } – замкнутое покрытие V ;

(c) если семейство {Pα ⊂ Z} замкнуто и локально конечно, а семейство
{Pα ∩ B} дискретно в B , то существует такая окрестность V ,
B ⊂ V ⊂ Z , что семейство {Pα ∩ V } дискретно в V .

Этот факт доказывается с помощью теоремы 1.3 и свойства (b) об аппрок-
симативном продолжении. Из предложения 1.2 и (b) следует

Предложение 1.5. Пусть замкнутое локально конечное покрытие {Pα}
конечномерного пространства Z и плотное подмножество B ⊂ Z таковы,
что PA′ ∩ B 6= ∅ плотно в PA′ для любого A′ ⊂ A. Тогда для любого ак-
компанемента β′ : B → N 〈Q̂ 〉 некоторой трансформации T ′ : {Pα ∩ B} → Q̂

и для любого λ ∈ cov N 〈Q̂ 〉 существуют открытое множество V ⊂ P ,
B ⊂ V ⊂ Z , и отображение β : V → N 〈Q̂ 〉, dist(β′, β�B) ≺ λ, такие, что
S : {Pα ∩ V } → {Pα ∩B}, S(Pα ∩ V ) = Pα ∩B , является трансформацией, а β
является аккомпанементом композиции T ′◦S : {Pα∩V } → Q̂ трансформаций.

Глава 1. Разбиения конструктивных многообразий

§ 2. Конструктивные многообразия

Пусть фиксированы κ > 0, PL-многообразие Mm размерности > 2κ + 3,
заданное в триангуляции L, и нуль-последовательность L = {L, δL, δ2L, . . . }
многократных производных подразделений триангуляции L. Назовем κ-псевдо-
границей SL многообразия Mm относительно L следующее множество:⋃ {

|(δrL)(m−κ−1)|
∣∣ 0 6 r <∞

}
.

Напомним, что P ⊂ Mm называется L-конструктивным полиэдром, если
его можно представить в виде тела локально конечного в P семейства L сим-
плексов, лежащих в

⋃
{δrL | 0 6 r < ∞}. Так как P локально компактно,

то P является локально замкнутым в M . Семейство L называется смешан-
ной триангуляцией P относительно L, если P =

⊔
{rint ∆ | ∆ ∈ L }. Сме-

шанная триангуляция L полиэдра P имеет естественную стратификацию
Ln 
 {∆ ∈ L | ∆ ∈ δnL}, n > 0. Легко видеть, что если ∆ ∈ Ln и ∆′ ∈ Lm,
где n < m, то rint ∆ ∩∆′ = ∅. Поэтому

(1) если ∆ ∈ Ln, ∆′ ∈ Lm и rint ∆ ∩∆′ 6= ∅, то m 6 n.
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Оказывается, в смешанную триангуляцию L можно вписать обычную три-
ангуляцию, плохо взаимодействующую с L. Доказательство соответствующего
факта оставляется читателю.

Лемма 2.1. Пусть L – смешанная триангуляция L-конструктивного по-
лиэдра P . Тогда существует триангуляция K полиэдра P , вписанная в L .

Пусть P ⊂ Mm есть L-конструктивное многообразие, причем 0 6 dimM −
dimP 6 κ (или 0 6 k 
 κ − (dimM − dimP ) 6 κ). Назовем P \ SL k-ядром
Небелинга νk

LP многообразия P . Назовем P νk
L-конструктивным, если

(2) νk
LP есть замкнутое подмножество в νκ

LM .
Будем называть PL-многообразие P νL-конструктивным, если оно явля-

ется νk
L-конструктивным для соответствующего k = κ− (dimM − dimP ). Если

Q и P являются νL-конструктивными многообразиями, а Q является PL-под-
многообразием P , то будем говорить, что Q является νL-конструктивным
подмногообразием P .

Пусть X = νk
LP есть ядро Небелинга νs

L-конструктивного многообразия
P ⊂M . Через C s

X , 0 6 s 6 k, обозначим семейство{
νs

LQ | Q есть νs
L-конструктивное подмногообразие P

}
,

а через CX – семейство {C s
X | 0 6 s 6 k}. Важным фактом является то, что

CX не зависит от представления X в виде νk
LP .

Предложение 2.2. Если X = νk
LP = νk

LP
′ , где P ′ ⊂ M – другое νk

L-кон-
структивное многообразие, то семейство{

νs
LQ | Q есть νs

L-конструктивное подмногообразие P, 0 6 s 6 k
}

совпадает с семейством{
νs

LQ | Q есть νs
L-конструктивное подмногообразие P ′, 0 6 s 6 k

}
.

Предваряя доказательство предложения, введем важное понятие, отслежи-
вающее взаимоотношения между νL-конструктивными многообразиями в M
и ν-конструктивными подмножествами в νκ

LM .

Определение 2.3. Пусть Q ⊂ M есть νs
L-конструктивное многообразие,

совпадающее с телом |LQ| смешанной триангуляции LQ относительно L.1 За-
мыкание ClM |L (q−s−1)

Q |, где q = dimQ, обозначаемое через D(Q) = D(Q;LQ),

назовем дискриминантом Q. Ясно, что D(Q) = (ClM Q \Q) ∪ |L (q−s−1)
Q |.

Предложение 2.4. D(Q) содержится в псевдогранице SL .

Доказательство. Предположим противное: x ∈ D(Q) ∩ νκ
LM . Тогда из

определения дискриминанта следует x ∈ ClM Q\Q. Следовательно, x = limxn,
где xn ∈ νs

LQ. Так как νs
LQ замкнуто в νκ

LM , то x ∈ νs
LQ, что противоречит

x /∈ Q.

1Будем далее для тела семейства ω, состоящего из симплексов, использовать обозначе-
ние |ω|.
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Приведем еще ряд свойств дискриминанта. Пусть x ∈ ClM Q, но x /∈ D(Q).
Тогда

(3) x ∈ Q; если x ∈ rint ∆, где ∆ ∈ LQ, то dim ∆ > q − s = m− κ.

Доказательство предложения 2.2. Пусть P = |LP | и P ′ = |LP ′ |, где
LP и LP ′ – смешанные триангуляции P и P ′, а D 
 D(P ;LP )∪D(P ′;LP ′) ⊂
SL – замкнутое подмножество M .

Для доказательства достаточно установить, что симметрическая разность
P M P ′ ⊂ D . Предположим противное: например, существует x ∈ P ′, но x /∈
P ∪D . Для определенности пусть x ∈ rint ∆, где ∆ ∈ LP ′ . В силу свойства (3)
для любой окрестности O(x) имеем ∅ 6= ∆ ∩ νk

LP
′ ∩ O(x) ⊂ νk

LP
′ = νk

LP ⊂ P ,
т.е. x ∈ ClM P . В силу (3) имеем x ∈ P , что находится в противоречии со
сделанным предположением.

Пусть X = νk
LP есть ядро Небелинга νk

L-конструктивного многообразия
P ⊂M . Пользуясь соображениями общего положения, легко показать, что

(4) вложениеX ↪→ P является одновременно UVk−1-отображением и k-экви-
валентностью.

Остановимся на взаимоотношениях связностных свойств и свойств Z-мно-
жеств пространств P и X. Следующее свойство, очевидно, вытекает из (4).

Предложение 2.5. Если F ⊂Z X , то ClP F ⊂Zk
P .

Пусть Q есть νs
L-конструктивное подмногообразие P , причем νs

LQ = X∩Q ∈
C s

X является Z-подмножеством X. В силу предложения 2.5 Q⊂ClP νs
LQ⊂Zk

P ,
что в свою очередь влечет Q ⊂ ∂P (поскольку dimP − dimQ 6 k). В итоге
нами доказано

Предложение 2.6. Q ⊂ ∂P .

Из (4) легко следует X ∈ ANE(k), а также X ∈ Ca, a < k, ⇔ P ∈ Ca.
Аналогично устанавливается

Предложение 2.7. Пусть s 6 k , а Q – νs
L-конструктивное подмногооб-

разие P . Если νs
L(Q) ↪→ X есть s-эквивалентность, то и Q ↪→ P таково.

Обратно, если Q ↪→ P есть s-эквивалентность, то νs
L(Q) ↪→ X индуцирует

изоморфизм групп πi , i < s.

Пусть далее P ⊂ Mm будет νk
L-конструктивным многообразием, где k =

κ− (m− dimP ). Скажем, что замкнутое локально конечное покрытие

P = {Pα | α ∈ A}

многообразия P кратности 6 k + 1, состоящее из νk
L-конструктивных подмно-

гообразий P , является νk
L-конструктивным разбиением P , если для любых

PA′ 6= ∅, A′ ⊂ A, и α /∈ A′:
(i) PA′ есть νk+1−|A′|

L -конструктивное подмногообразие P ;
(ii) PA′∪{α} ⊂ ∂PA′ .
Пусть P = {Pα} есть νk

L-конструктивное разбиение P . Ясно, что P�X =
{Pα ∩X} есть CX -разбиение X 
 νk

LP . Из [5; 1.1.9(c)] следует также, что
(iii) PA′ ∩ ∂P ⊂ ∂PA′ .
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Говорят, что νk
L-конструктивное разбиение {Pα} многообразия P есть k-раз-

биение, если PA′ ∈ AE(k + 1 − |A′|) для любого A′ ⊂ A. Обычным образом
определяется понятие lr-разбиения, 0 6 l 6 k, l + r 6 k + 1 (см. [1; определе-
ние 8.2]).

Пусть Np есть замкнутое νk
L-конструктивное подмногообразие P . Скажем,

что N является k-допустимым в P , если:
(a) вложение BdN ↪→ (P \ IntN) является (k − 1)-эквивалентностью;
(b) вложение N ↪→ P является k-эквивалентностью.
Скажем, что N является k-допустимым относительно νk

L-конструктивного
разбиения P, если для всех PA′ 6= ∅, A′ ⊂ A:

(c) ограничения P�N , P�P\Int N и P�Bd N являются νk
L-конструктивными

разбиениями N , P \ IntN и BdN соответственно, а естественное вложе-
ние P�N ↪→ P является трансформацией разбиений;

(d) PA′ ∩N является допустимым подмногообразием в PA′ .
Заметим, что условие (c) влечет, что PA′ ∩ N , PA′ ∩ (X \ IntN) являются

νL-конструктивными подмногообразиями размерности dimP − |A′|+ 1, а PA′ ∩
BdN является νL-конструктивным подмногообразием размерности dimP−|A′|.

Скажем, что подмногообразие N является k-совершенным относительно
νL-конструктивного разбиения P многообразия P , если N и P \IntN являются
k-допустимыми относительно P. Несложно установить, используя предложе-
ние 2.7, что

(e) если νk
L-конструктивное подмногообразие N является k-допустимым

(k-совершенным) относительно νk
L-конструктивного разбиения P, то

νk
LN является k-допустимым (k-совершенным) относительно CX -разбие-

ния P�νkP .
Доказательство следующего утверждения оставляется читателю.

Предложение 2.8. Если N ⊂P k-допустимо относительно разбиения P ,
а G b N k-совершенно относительно P�N , то G k-совершенно относитель-
но P .

§ 3. Взаимосвязь конструктивных
многообразий и их ядер Небелинга

Этот параграф играет ключевую роль при редуцировании вопросов, связан-
ных с пространствами Небелинга, к их соответствующим кусочно линейным
аналогам.

Пусть {Pi ⊂ P} есть счетное локально конечное семейство νk
L-конструктив-

ных подмногообразий P , Li есть смешанная триангуляция Pi, а {Lin | n > 0} –
естественная стратификация Li. Обозначим

⋃
{rint ∆ | ∆ ∈ Lin} ⊂ Pi че-

рез Pin. Легко видеть, что {Pin | n > 0} дизъюнктно покрывает Pi. Следова-
тельно, любой точке x ∈ Pi соответствует единственное целое число n(i, x) > 0
такое, что x ∈ Pin(i,x).

Через D ⊂ M обозначим объединение всех дискриминантов D(Pi;Li) под-
многообразий Pi, являющееся замкнутым и в силу предложения 2.4 не пересе-
кающимся с νκ

LM . Поэтому Pi ∩ U является νk
L-конструктивным подмногооб-

разием U 
 P \D .
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Пусть x0 ∈
(⋃

Pi

)
∩U . Так как x0 /∈ D ⊃ D(Pi), то x0 /∈ |L (p−k−1)

i |. Поэтому
верна

Лемма 3.1. Пусть ∆i ∈ Lin(i,x0) есть (единственный) симплекс такой,
что x0 ∈ rint ∆i . Тогда dim ∆i > p− k .

Так как {i | x0 ∈ Pi} конечно, то число a 
 max{n(i, x0) | x0 ∈ Pi} совпадает
с n(i0, x0) для некоторого индекса i0. Обозначим через ∆(x0) симплекс ∆i0 из
леммы 3.1.

Лемма 3.2. ∆(x0) ⊂ Pi для любого индекса i, x0 ∈ Pi .

Доказательство. Так как n(i0, x0) > n(i, x0) и x0 ∈ rint ∆i ∩ rint ∆i0 , где
∆i ∈ δn(i,x0)L, а ∆i0 ∈ δn(i0,x0)L, то rint ∆i0 ⊂ rint ∆i. Поэтому ∆(x0) = ∆i0 ⊂
∆i ⊂ Pi.

Так как Li локально конечно, то справедлива

Лемма 3.3. Существует окрестность Vi ⊂ U точки x0 такая, что если
некоторый симплекс ∆′ ∈ Li имеет непустое пересечение с Vi , то x0 ∈ ∆′ ,
а ∆′ ∈ Lin , где n 6 a.

Доказательство. Пусть ∆i ∈ Li есть симплекс из леммы 3.1. Так как
x0 ∈ rint ∆i и x0 ∈ ∆′ ∈ Li, то rint ∆i ∩ ∆′ 6= ∅. Поскольку ∆i ∈ δn(i,x0)L
и ∆′ ∈ δnL, то свойство (1) из § 2 влечет n 6 n(i, x0). Следовательно, n 6 a =
max{n(i, x0) | x0 ∈ Pi}.

Для последующих ссылок выделим важное свойство окрестности V (x0) 
⋂
{Vi | x0 ∈ Pi} ⊂ U точки x0, являющееся следствием леммы 3.3:
(1) если V (x0) ∩∆′ 6= ∅ для симплекса ∆′ ∈ Li, то x0 ∈ ∆′, а ∆′ ∈ Lin, где

n 6 a.

Лемма 3.4. Пусть x0 ∈ Pi . Если x0 ∈ σ ∈ δaL, а rintσ ∩ Pi 6= ∅, то
rintσ ∩ V (x0) ⊂ Pi ∩ U .

Доказательство. Предположим, что заключение леммы не выполняется.
Тогда

(2) cуществует симплекс σ ∈ δaL с x0 ∈ σ такой, что rintσ ∩ rint ∆′ 6= ∅
для некоторого симплекса ∆′ ∈ Li, но rintσ ∩ V (x0) не лежит в Pi ∩ U .

Из свойства (1) следует, что x0 ∈ ∆′ ∈ δniL и ni 6 a. Так как (в силу
свойства (2)) x0 ∈ σ ∈ δaL и rintσ ∩ rint ∆′ 6= ∅, то, как легко видеть, rintσ ⊂
rint ∆′. Поэтому rintσ ∩ V (x0) ⊂ rint ∆′ ∩ V (x0) ⊂ Pi. Так как V (x0) ⊂ U ,
то, стало быть, rintσ ∩ V (x0) ⊂ Pi ∩ U . Последнее противоречит сделанному
предположению.

Через X далее обозначим νk
LP . Следующий результат является ключевым.

Теорема 3.5. Если {Pi ∩X} является CX-разбиением X , то существует
такая окрестность V , X ⊂ V ⊂ P , что {Pi ∩ V } есть νk

L-конструктивное
разбиение V .

Доказательство. С учетом теоремы 1.3 с самого начала можно считать,
что {Pi} есть локально конечное замкнутое покрытие P кратности 6 k + 1.

В качестве искомой окрестности V можно взять U , определенную выше. Нам
необходимо проверить условия (i), (ii) из § 2:
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(i)′ νL-конструктивный полиэдр U ∩ PA′ является подмногообразием U ;
(ii)′ U ∩ PA′∪{α} ⊂ ∂(U ∩ PA′).
Сначала установим (ii)′, предполагая, что U ∩ PA′ и U ∩ PA′∪{α} являются

νL-конструктивными подмногообразиями U . По определению CX -разбиения
имеем X ∩ PA′ , X ∩ PA′∪{α} ∈ CX и X ∩ PA′∪{α} ⊂Z X ∩ PA′ . Тогда из предло-
жения 2.6, очевидно, следует (ii)′.

Наконец, установим (i)′ методом от противного. Предположим, что суще-
ствует точка x0 ∈ T 
 U ∩ PA′ , в которой L-конструктивный полиэдр T не
является локально плоским в U [6; гл. 4]. Для простоты обозначений будем
считать, что A′ = {i 6 t}. Из леммы 3.4 легко следует, что

(3) если x0 ∈ σ ∈ δaL, а rintσ ∩ Pi 6= ∅ для всех i 6 t, то rintσ ∩ V (x0) ⊂ T .
Пусть W ′ 


⋃
{rintσ | x0 ∈ σ ∈ δaL и rintσ ∩ Pi 6= ∅ для всех i 6 t}. Из (3)

следует, что
(4) W 
 V (x0) ∩W ′ ⊂ T есть окрестность x0.
Легко видеть, что W в окрестности точки x0 устроено, как произведение

некоторого открытого подмножества rint ∆(x0) на полиэдр. Это влечет одно-
родность пары (U, T ) в окрестности x0 в следующем смысле:

(5) существует такая окрестность O точки x0 в U , что любые две точки
из O ∩ ∆(x0) переходят одна в другую при помощи кусочно линейного
автогомеоморфизма пары (U, T ), тождественного вне O.

Поскольку dim ∆(x0) > p−k, то x0 ∈ rint ∆(x0) является предельной точкой
rint ∆(x0) ∩ X. Так как в силу (5) локальное строение T одинаково в близ-
ких к x0 точках из rint ∆(x0), то существует точка x′ ∈ T ∩ X, в которой T
также не локально плоско в U . Последнее противоречит приведенному ниже
предложению.

Предложение 3.6. Пусть E∩X ∈ CX , где E ⊂ P есть L-конструктивный
полиэдр. Тогда существует такое открытое подмножество O , E∩X⊂O⊂P ,
что E ∩O есть νL-конструктивное подмногообразие O .

Доказательство. Так как E ∩X ∈ CX , то существует такое νL-конструк-
тивное подмногообразие W ⊂ P , что W∩X = E∩X. За счет перехода к окрест-
ности X в P (см. теорему 1.3, (b)) можно без потери общности считать, что E
и W замкнуты в P . Поскольку (E \W ) ∩X = ∅, то

(6) E \W открыто в E и dim(E \W ) < p− k.
Из приведенного ниже факта, несложное доказательство которого опускает-

ся, следует, что в некоторой окрестности E∩X все точки из W содержатся в E.

Лемма 3.7. Если R ∩X ⊂ Q ∩X , где R есть νL-конструктивное подмно-
гообразие, а Q ⊂ P локально компактно, то R ⊂ Q в некоторой окрестности
R ∩X .

Доказательство предложения 3.6 будет завершено, если мы покажем, что
E и W совпадают в некоторой окрестности V множества E ∩ X. Установим
это методом от противного: пусть E ∩X и ClP (E \W ) имеют общую точку x.
Рассмотрим такое подразделение δaL, что W и E в окрестности x являются
подполиэдрами относительно δaL. Пусть x ∈ rint ∆0, где ∆0 ∈ δaL. Так как
dim ∆0 > p− k и ∆0 ⊂ E, то любое открытое подмножество E, лежащее рядом
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с x, имеет dim > p − k. Сопоставляя это со свойством (6), получаем противо-
речие.

Доказанная теорема 3.5 вместе с предложениями 1.4, 1.5, 2.6 и 2.7, а также
теоремой об открытости класса k-эквивалентностей [1; теорема 10.6] позволяют
без труда получить принципиально важную теорему о взаимоотношении между
νk

L-конструктивными разбиениями и удобными разбиениями ядра Небелинга.

Теорема 3.8. Пусть {Pα}α∈A есть такое семейство νk
L-конструктивных

подмногообразий P , что P 
 {Pα ∩X}α∈A есть удобное lr-разбиение X при
l 6 k , l + r 6 k + 1. Пусть также фиксированы счетное семейство {Ri}
νL-конструктивных подмногообразий P , для которых {Ei 
 Ri ∩ X ∈ CX}
есть дискретное в X семейство Z-множеств. Пусть также заданы ω ∈
covX и аккомпанемент β′ : X → N 〈Q̂ 〉 трансформации T ′ : P → Q̂ , являю-
щийся k-эквивалентностью относительно θ ∈ cov N 〈Q̂ 〉. Тогда для любого
λ ∈ cov N 〈Q̂ 〉 существуют такие открытое подмножество U , X ⊂ U ⊂ P ,
отображение β : U → N 〈Q̂ 〉, dist(β′, β�X) ≺ λ, и ω̂ ∈ covU , ω̂�X = ω , что:

(α) {Pα ∩ U} есть νk
L-конструктивное lr-разбиение U ;

(β) {Ri ∩ U} является дискретным в U семейством Z-множеств;
(γ) S : {Pα ∩ U} → P , S(Pα ∩ U) = Pα ∩ X , является трансформацией, а

β является аккомпанементом композиции T ′ ◦S : {Pα∩U} → Q̂ транс-
формаций;

(δ) β является k-эквивалентностью относительно θ ◦ λ.

В качестве следствия теоремы 3.8 и предложения 2.5 приведем критерий
ручных Z-множеств.

Следствие 3.9. F ⊂ X есть трансверсальное (поглощаемое) Z-множе-
ство в том и только том случае, когда для любого открытого подмноже-
ства U , X ⊂ U ⊂ P , и для любого его νk

L-конструктивного разбиения {Qα}
существует открытое подмножество V , X ⊂ V ⊂ U (существуют откры-
тое подмножество X ⊂ V ⊂ U и k-совершенное относительно {Qα ∩ V }
νk

L-конструктивное подмногообразие N ⊂ V ), для которого имеем

ClV (QA′ ∩ F ) ⊂Zk+1−|A′| QA′ ∩ V

всякий раз, как только QA′ 6= ∅ (для которого имеем ClV F ⊂ IntN ).

§ 4. Теорема об изотопическом движении

Пусть P ⊂Mm есть νk
L-конструктивное многообразие. В дальнейшем встре-

тится ситуация, когда некоторые PL-подмногообразия P не будут являться
L-конструктивными. Преодолеть это неудобство помогает следующий резуль-
тат.

Теорема 4.1. Пусть L есть смешанная триангуляция P . Тогда для лю-
бого счетного числа PL-подмногообразий {Pi}∞i=1 в P существует изотопия
Φ: P ×I → P , сохраняющая L , такая, что Φ1(Pi) является νL-конструктив-
ным подмногообразием P для всех i > 1.
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Доказательство легко следует из двух приведенных ниже лемм, которые
устанавливаются аналогично [5; 2.2].

Лемма 4.2. Пусть {Ln} есть естественная стратификация L , а L, θL,
θ2L, . . . , θrL есть такая последовательность многократных производных под-
разделений триангуляции L многообразия M , что для всех i = 0, 1, . . . , r спра-
ведливо

(a)i θ
iL совпадает с δiL на подполиэдре St

(
|Li ∪Li+1 ∪ · · · |; δiL

)
⊂M .

Тогда для любого ε > 0 и любого компактного подполиэдра Q ⊂ M суще-
ствует такое продолжение L, θL, θ2L, . . . , θrL, . . . , θRL последовательности
производных подразделений L, что mesh θRL < ε, Q является подполиэдром
относительно θRL, а также выполнены свойства (a)i для всех i = 0, 1, . . . , r,
r + 1, . . . , R.

Лемма 4.3. Пусть T = {θrL} есть альтернативная нуль-последователь-
ность многократных производных подразделений M . Тогда существует изо-
топия Φ: M × I →M такая, что:

(a) Φ1(δrL) = θrL для всех r > 0;
(b) если ∆0 ⊃ ∆1 ⊃ · · · ⊃ ∆r , где ∆i ∈ δiL ∩ θiL, то Φt(∆r) = ∆r для всех

t ∈ I (и, стало быть, Φt(P × I) = P для всех t ∈ I ).

§ 5. Структура джойна на многообразиях

Напомним, что джойном X ∗Y компактных пространств X и Y называется
факторпространство произведения X × Y × [0, 1] по разбиению, нетривиаль-
ными элементами которого являются лишь X × {y} × {0} и {x} × Y × {1}.
Проверка аксиом уединения и Z-множеств во многом основывается на понятии
геометрического джойна, являющегося вариацией джойна.

Предложение 5.1. Пусть непересекающиеся подмножества S и T поли-
эдра V ⊂ Rm являются подполиэдрами относительно триангуляции K . Тогда
следующие условия эквивалентны:

(1) V =
{
(1 − t) · x + t · y | 0 6 t 6 1, x ∈ S и y ∈ T лежат в одном

симплексе K
}
;

(2) существует такое отображение J : V → [0, 1], являющееся кусочно
линейным относительно K и стандартной триангуляции [0, 1], что
S = J−1(0) и T = J−1(1).

Ясно, что отображение J из условия (2) задается формулой

J
(
(1− t) · x+ t · y

)
= t,

где 0 6 t 6 1, x ∈ S и y ∈ T лежат в одном симплексе K.

Определение 5.2. Полиэдр V ⊂ Rm называется геометрическим джой-
ном непересекающихся подполиэдров S, T ⊂ V относительно триангуляции K,
если выполнено одно из двух эквивалентных условий (1), (2).

Назовем J отображением геометрического джойна на V , а V – геомет-
рическим джойном, порожденным J. Будем использовать запись V = S ∗K T
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(поскольку отображение J однозначно восстанавливается по S, T и K, в записи
оно опущено).

Приведем примеры и свойства геометрических джойнов:
(i) если триангуляция K одноэлементна, то S ∗K T есть обычный джойн;
(ii) замкнутая симплициальная окрестность R = N(Q,K), где K есть бари-

центрическое подразделение K ′, полиэдра Q в V [6] (являющаяся регу-
лярной окрестностью Q в V ) есть геометрический джойн, порожденный
естественным симплициальным отображением J : R→ [0, 1], для которо-
го J−1(0) = Q и J−1(1) = Ṅ(Q,K);

(iii) пусть кусочно линейное отображение J :V → [0, 1] относительноK и стан-
дартной триангуляции [0, 1] есть отображение геометрического джойна,
а R ⊂ V есть подполиэдр относительно K такой, что J(R) = [0, 1]; тогда
J�R : R→ [0, 1] есть отображение геометрического джойна на R, которое
называется индуцированным.

Пусть V = S ∗K T есть геометрический джойн, порожденный J. Рассмотрим
прообразы V [E] произвольных подмножеств E ⊂ [0,∞] относительно компози-
ции V J−→ [0, 1]

ϕ−→ [0,∞], где ϕ(x) 
 − lg2(1−x) есть гомеоморфизм. Очевидно,
что:

(a) V [0] = S, V [∞] = T и P (0,∞) ∼= V [1]× (0,∞);
(b) V [0, 1] есть регулярная окрестность S, а V [1,∞] – регулярная окрест-

ность T ;
(c) V [E] =

{
(1− t) ·x+ t ·y | x ∈ V [0] и y ∈ V [∞] лежат в одном симплексе K,

а 0 6 t 6 1 и ϕ(t) ∈ E
}
.

В дальнейшем в целях упрощения терминологии будем говорить, что отоб-
ражение J : V → [0, 1] геометрического джойна на V задает структуру J =
{V [E] | E ⊂ [0,∞]} геометрического джойна. Если не будет возникать путани-
цы, то будем отождествлять геометрический джойн и его структуру. Заметим,
что структура индуцированного геометрического джойна на R ⊂ V совпадает
с {V [E] ∩R | E ⊂ [0,∞]}.

Далее мы будем иметь дело с геометрическими джойнами на многообразии P
относительно триангуляции K ′ и на его подмногообразиях. Так как P [0, s]
и P [s,∞] являются регулярными окрестностями соответственно P [0] и P [∞],
то из [6; 3.10] следует, что для отображения J : P → [0, 1] геометрического
джойна

(iv) P [0, s], P [s] и P [s,∞] являются подмногообразиями для любого 0<s<∞.
Важную роль будет играть подмногообразие P [1], которое назовем серединой

геометрического джойна. В силу свойства (c) проекция R : P (0,∞) → P [1],
R(t ·x+(1− t) ·y) = 1

2 ·x+ 1
2 ·y, на середину геометрического джойна корректно

определена и является ретракцией. Отображения R и ϕ ◦ J� : P (0,∞) → (0,∞)
задают естественную структуру произведения на P (0,∞): отображение Φ 

R× (ϕ ◦ J) : P (0,∞) → P [1]× (0,∞) является гомеоморфизмом. Отметим так-
же, что

(d) отображения R и Φ сохраняют триангуляцию K, а следовательно, эта
структура произведения наследственна относительно триангуляции K.

Предъявим достаточно общий способ представления многообразий в виде
джойна. Пусть P есть многообразие размерности p > 2k + 1 относительно
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триангуляции K ′, а R ⊂ P есть подмногообразие относительно K ′ размерности
(p − k) + s, где 0 6 s 6 k. Каноническим образом построим отображение
JR,s : R→ [0, 1] геометрического джойна на R относительно барицентрического
подразделения K = βK ′. Пусть S = SR есть подполиэдр

(
R ∩ |(K ′)(t)|

)
∪ ∂R,

где t = dimR− (s+ 1). Так как ∂R ⊂ S и s+ t+ 1 6 dimR, то
(3) S ⊂Zs

R.
Так как S – подполиэдр относительно K = βK ′, то ∆ ∩ S является гранью

симплекса ∆ ∩ R для любого симплекса ∆ ∈ K. Обозначим через T∆ ⊂ ∆ ∩ R
дополнительную грань ∆ ∩ S, а через T = TR – полиэдр

⋃
{T∆ | ∆ ∈ K} от-

носительно K. Так как dimT∆ 6 s, то
(4) dimT 6 s.
Легко проверить, что полиэдры S и T удовлетворяют условию (1) предло-

жения 5.1 и, следовательно, существует отображение JR,s : R→ [0, 1] геометри-
ческого джойна относительно K, для которого S = J−1

R,s(0) и T = J−1
R,s(1). Так

как s+ dimT + 1 6 dimR, то
(5) T ⊂Zs R.
Непосредственно из построения отображения JP,k и явной формулы для по-

лиэдров S, T следует

Теорема 5.3. Если R ∩ ∂P ⊂ ∂R, то JP,k(R) = [0, 1], а отображение JR,s

геометрического джойна на R и отображение JP,k�R индуцированного гео-
метрического джойна на R связаны соотношением JR,s = JP,k�R .

Пусть {Qα} есть νk
L-конструктивное разбиение многообразия P , элементы

которого являются подполиэдрами относительно K. Тогда структура JP,k =
{P [E] | E ⊂ [0,∞]} геометрического джойна на P порождает допустимые и со-
вершенные относительно {Qα} подмногообразия:

(e) для всех 0 < s < t < ∞ P [s, t] является k-допустимым подмногообра-
зием относительно {Qα}, а P [0, s] и P [s,∞] являются k-совершенными
подмногообразиями относительно {Qα}.

Структура
J = JP,k = {P [E]}

геометрического джойна обладает существенным изъяном: полиэдры P [s, t],
вообще говоря, не являются L-конструктивными. Однако если допустить к рас-
смотрению “криволинейные” джойны, то эта сложность становится преодоли-
мой. Произвольный гомеоморфизм h : P → P порождает композицию

Jh : P h−1

−−→ P
ϕ ◦I−−−→ [0,∞],

и семейство Jh = {Ph(E) 
 h(P [E])} – образ структуры {P [E]} геометрическо-
го джойна J. Таким образом, на P возникает “топологическая” копия исходного
геометрического джойна.

Пусть P ⊂Mm есть νk
L-конструктивное многообразие размерности p > 2k+1,

а L есть его смешанная триангуляция. В силу леммы 2.1 существует триан-
гуляция K ′ многообразия P , вписанная в L . Рассмотрим каноническое отоб-
ражение J = JP,k : P → [0, 1] геометрического джойна на P относительно бари-
центрического подразделения K = βK ′.
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Теорема 5.4. Для любого счетного семейства подполиэдров {Ti | i > 1} из
середины P [1] = J−1(1) геометрического джойна J существует такой гомео-
морфизм h : P →P , сохраняющий смешанную триангуляцию L , для которого:

(f) для рациональных 06s6 t6∞ (включая t=∞) множества Ph[s, t]⊂P
и Ph[s, t] ∩ h(R−1(Ti)) ⊂ P являются L-конструктивными подполиэд-
рами;

(g) Ph[0] t Ph[∞] ⊂Zk
P и ∂P ⊂ Ph[0], а также dimPh[∞] 6 k и Ph[∞] ∩

νk
L(P ) = ∅.

Доказательство этой теоремы является несложным следствием условий
(3)–(5) и теоремы 4.1 об изотопическом движении, и его мы оставляем
читателю.

Глава 2. Непротиворечивость системы аксиом

На протяжении всей главы фиксируем κ > 0, PL-многообразие Mm раз-
мерности > 2κ + 3, заданное в триангуляции L, и нуль-последовательность
L = {L, δL, δ2L, . . . } многократных производных подразделений триангуля-
ции L. Пусть X = νk

LP есть ядро Небелинга νs
L-конструктивного многообразия

P ⊂M . Через C s
X , 0 6 s 6 k, обозначим семейство{

νs
LQ | Q есть νs

L-конструктивное подмногообразие P
}
,

а через CX – семейство {C s
X | 0 6 s 6 k}. Как показано в предложении 2.2,

CX не зависит от представления X в виде νk
LP . Покажем, что ядро Небелин-

га X вместе с семейством CX абстрактных конструктивных множеств будет
моделью системы аксиом. В силу теоремы 3.8 и предложения 2.6 аксиомы
редуцируются к своим кусочно линейным аналогам, которые и будут доказы-
ваться в соответствующих параграфах.

Всюду далее Q̂ есть удобное k-разбиение абстрактного νk-конструктивного
AE(k)-пространства X̂ ∈ AE с полным нервом.

§ 6. Проверка аксиом конструктивных множеств

Пусть C s
P есть семейство всех νs

L-конструктивных подмногообразий P , 0 6
s 6 k, CP 


⋃
{C s

P | 0 6 s 6 k}. Ясно, что семейство C̀P всех компактных
Q ∈ CP счетно.

Аксиомы конструктивных множеств (кусочно линейный вариант).
(C )1 Аксиома базы: Множество всех Q ∈ C k

P образует замкнутую базу P .
(C )2 Аксиома двухэлементных разбиений: Если Q ∈ C k

P является замкну-
тым, то {Q,P \ IntQ} есть νk

L-конструктивное разбиение P .
(C )3 Аксиома образующих гомотопических групп: P ∈ ANE и πl(P ) имеет

счетное число образующих при l < k .
(C )4 Аксиома дискретности: Если {Qα ∈ C s

P } есть дискретное семейство,
где 0 6 s 6 k , то

⊔
{Qα | α ∈ A} ∈ C s

P .
(C )5 Аксиома укрупнения: Если P = {Pα} есть νk

L-конструктивное разби-
ение P , то любое укрупнение P есть снова νk

L-конструктивное раз-
биение.
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(C )6 Аксиома аддитивности: Если Q,Q′ ∈ C s
P замкнуты, а Q ∩ Q′ ∈ C s−1

P

лежит в ∂Q и ∂Q′ , то Q ∪Q′ ∈ C s
P .

(C )7 Аксиома Z-множеств в разбиениях: Для любого νk
L-конструктивного

разбиения P = {Pα}α∈A многообразия P и для любого PA′ 6= ∅, A′ ⊂ A,
относительная граница B∂pA′ ∈ CP и B∂PA′ ⊂ ∂PA′ .

(C )8 Аксиома универсальности: Ядро Небелинга X = νk
L(P ) является k-мер-

ным сильно k-универсальным польским пространством.
(C )9 Аксиома счетной порожденности: Для любого νk

L-конструктивного раз-
биения P многообразия P существует νk

L-конструктивное разбиение P ,
вписанное в P , пересечения элементов которого принадлежат C̀P .

(C )10 Аксиома наследственности: Для любого Q ∈ CP C̀Q ⊂ C̀P и CQ ⊂ CP ;
для Q справедливы аксиомы (C )1–(C )9 , если заменить в них P на Q.

Проверка большинства аксиом представляет собой легкие упражнения из
кусочно линейной теории (см., например, [5; 1.1]). Доказательство аксиомы
универсальности изложено в [7]. В аксиоме (C )9 следует взять в качестве
искомого νk

L-конструктивного разбиения разложение на ручки (см. проверку
аксиомы конфинальности, § 7).

§ 7. Проверка аксиом трансверсальности,
конфинальности, воротников и раздутия

Аксиома трансверсальности (кусочно линейный вариант). Для любого
νk

L-конструктивного разбиения P = {Pα} многообразия P , а также для лю-
бого его покрытия ε = {Wγ} ∈ covP существует νk

L-конструктивное k-раз-
биение Q многообразия P , трансверсальное P и вписанное в ε.

Аксиома конфинальности (кусочно линейный вариант). Для любого νk
L-

конструктивного разбиения P = {Pα} многообразия P , а также для любого
его покрытия ε = {Wγ} ∈ covP существует νk

L-конструктивное k-разбие-
ние Q многообразия P , вписанное в P и ε.

Замечание 7.1. Из доказательства будет видно, что все непустые пересе-
чения элементов разбиения Q являются клетками соответствующих размер-
ностей.

Проверка аксиом. Пусть L ≺ {Wγ} есть такая смешанная триангуля-
ция P (относительно L), что любой элемент Pα ∈ P является подполиэдром
относительно L . В силу леммы 2.1 существует триангуляция L′ ≺ L . Рассмот-
рим последовательность {βrL′} барицентрических подразделений L′, а также
перенумеруем элементы P различными натуральными числами {cα}.

Для проверки первой аксиомы следует взять разложение Q′ многообразия P
на ручки, ассоциированное с L′ [1; § 3]. Для проверки второй аксиомы следует
взять сначала разложение Qα элемента Pα ∈ P на ручки, ассоциированное
с βcα(L′), затем семейство Q′ 
 {Qα} (которое, как видно из [5; 1.1.8], является
разбиением P ). В обоих случаях к элементам Q′ следует применить теорему 4.1
об изотопическом движении. В результате получим сохраняющую L изотопию
Φ: P × I → P , переводящую элементы разбиения Q′ в νk

L-конструктивные
многообразия. Легко проверить, что Q 
 Φ1(Q′) есть искомое разбиение P
как для первой, так и для второй аксиомы.
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Аксиома воротников (кусочно линейный вариант). Пусть Q0 есть νk−1
L -

конструктивное разбиение νk−1
L -конструктивного подмногообразия N ⊂ ∂P ,

а ω ∈ covP . Если Q0 ≺ ω , то существует νk
L-конструктивное разбиение Q ,

Q ≺ ω , многообразия P такое, что Q�N = Q0 , а естественное соответствие
Q0 ↪→ Q является инъективным.

Для проверки этой аксиомы следует воспользоваться теоремой о воротнике
для многообразий и теоремой 4.1 об изотопическом движении.

Аксиома раздутия (кусочно линейный вариант). Для любого νk
L-кон-

структивного разбиения P = {Pα} многообразия P существует раздутие
{O(Pα)} ∈ covP такое, что для всех A′ ⊂ A вложение

PA′ ↪→
⋂
{O(Pα) | α ∈ A′}

есть (k + 1− |A′|)-эквивалентность.

Доказательство аксиомы оставляем читателю, заметив лишь, что в качестве
O(Pα) следует взять регулярную окрестность Pα относительно достаточно мел-
кой триангуляции.

§ 8. Проверка аксиомы уединения

Пусть Q = {Qα} есть νk
L-конструктивное разбиение P , а {Hi}∞i=1 – дискрет-

ное в P семейство νL-конструктивных подмногообразий, лежащих в ∂P .

Аксиома уединения (кусочно линейный вариант). Существует такое се-
мейство {Ni | i > 1} k-совершенных относительно Q νk

L-конструктивных
подмногообразий, что {Ni ∩X | i > 1} есть дискретное в X = νk

LP семейство
и Hi ⊂ IntNi для всех i.

В свою очередь это утверждение редуцируется к проверке более простого
факта.

Предложение 8.1. Существуют:
(a) семейство {Ni | 1 6 i} k-допустимых относительно Q νk

L-конструк-
тивных подмногообразий таких, что {Ni ∩X ⊂ X | i > 1} дискретно,
а также Hi ⊂ Ni для всех i;

(b) k-совершенное относительно Q νk
L-конструктивное подмногообразие G

такое, что H1 ⊂ G и H2 ∩G = ∅.

Редукция аксиомы уединения к предложению 8.1. Пусть {H ′
i} и

{H ′′
i } – дискретные семейства νk−1

L -конструктивных подмногообразий та-
ких, что Hi b H ′

i b H ′′
i ⊂ ∂P для всех i. В силу (a) существует семейство

{Ni}i>1 k-допустимых относительно Q νk
L-конструктивных подмногообразий

таких, что {Ni ∩X ⊂ X | i > 1} дискретно, а также H ′′
i ⊂ Ni для всех i. Для

разбиения Q�Ni
подмногообразия Ni и двухэлементного дискретного семейства

{H ′
i,BdP Ni}, лежащего в ∂Ni, приме́ним (b): существует такое семейство {Gi}

k-совершенных относительно Q�Ni
νk

L-конструктивных подмногообразий Ni,
что H ′

i ⊂ Gi и BdP Ni ∩ Gi = ∅. Так как Hi b Gi, то из предложения 2.8
следует, что Gi является k-совершенным относительно Q νk

L-конструктивным
подмногообразием P .
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Доказательство предложения 8.1. В силу [1; лемма 5.2] существует та-
кая смешанная триангуляция L , что:

(c) все Qα и Hi являются подполиэдрами относительно L ;
(d) семейство {N(Hi;L ) | 1 6 i} замкнутых симплициальных окрестностей

является дискретным в P .
Воспользуемся леммой 2.1 и введем в рассмотрение триангуляцию K ′ мно-

гообразия P , вписанную в L . Переходя, если надо, к β2K ′, будем считать, что
замкнутая симплициальная окрестность Ri 
 N(Hi;K ′) является регулярной
окрестностью Hi в P , а Ri ∩ QA′ есть регулярная окрестность Hi ∩ QA′ в QA′

для всех A′ ⊂ A. Отсюда в силу [6; 3.10] следует
(e) Ri ∩ ∂P ⊂ ∂Ri и Ri ∩ ∂QA′ = (Ri ∩QA′) ∩ ∂QA′ ⊂ ∂(Ri ∩QA′).
Из (d) следует, что семейство {Ri | 1 6 i} дискретно в P и Hi ⊂ ∂P ∩ IntRi.

Обозначим через S семейство {P,Ri, QA′ , Ri ∩ QA′ | i > 1, A′ ⊂ A}, которое
является, как несложно видеть, локально конечным и состоит из счетного числа
подмногообразий (относительно триангуляции K ′).

Лемма 8.2. Для любого R ∈ S справедливо R ∩ ∂P ⊂ ∂R.

Доказательство. Вложение QA′ ∩ ∂P ⊂ ∂QA′ следует из [5; 1.1.9(c)]. По-
этому Ri ∩ (QA′ ∩ ∂P ) ⊂ Ri ∩ ∂QA′ . Отсюда с учетом (e) имеем

(Ri ∩QA′) ∩ ∂P = Ri ∩ (QA′ ∩ ∂P ) ⊂ Ri ∩ ∂QA′ ⊂ ∂(Ri ∩QA′).

Для ∅ 6= R ∈ S имеем dimR = p + s − k, где 0 6 s 6 k. В § 5 опре-
делены отображение J = JP,k : P → [0, 1] геометрического джойна на P от-
носительно барицентрического подразделения K = βK ′ ≺ L и отображение
JR = JR,s : R → [0, 1] геометрического джойна на R относительно K. В силу
леммы 8.2 и теоремы 5.3 имеем

(f) J�R = JR,s.
Через {R[E] | E ⊂ [0,∞]}, R ∈ S , обозначим структуру геометрического

джойна JR. В силу свойств (iv) и (3)–(5) из § 5 имеем
(g) R[1] и R[0, 1] являются многообразиями, а также

R[0] ⊂Zdim R−dim P+k
R[0, 1]

для любого R ∈ S .

Более подробно исследуем середину P [1] геометрического джойна J = JP ,
которую для краткости обозначим через Π. Так как P [0, 1] ⊂ P есть регулярная
окрестность полиэдра P [0], то Π является подмногообразием. Заметим, что
границей ∂Π является ∂P ∩ Π. Так как ∂P ⊂ P [0] (свойство (4) из § 5) и ∂Π ⊂
P [1], то ∂Π = ∅.

Так как семейство S �Π локально конечно, то в силу [1; лемма 5.2] и лем-
мы 2.1 существует триангуляция T ′ многообразия Π, вписанная в K, относи-
тельно которой все элементы этого семейства являются полиэдрами. Посколь-
ку m > 2κ + 3 и k = κ + p −m, то p > 2k + 3 и dim Π = p − 1 > 2k + 1. Так
как S �Π есть семейство подмногообразий относительно триангуляции T ′ и для
любого ∅ 6= R ∈ S �Π имеем dimR = dim Π + s − k, где 0 6 s 6 k, то можно
рассмотреть отображение D = DΠ,k : Π → [0, 1] геометрического джойна на Π
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относительно барицентрического подразделения T 
 βT ′ ≺ K ≺ L и отобра-
жение DR = DR,s : R → [0, 1] геометрического джойна на R относительно T ,
введенные в § 5. В силу ∂Π = ∅ и теоремы 5.3 имеем

(h) D�R = DR,s.
Пусть R : P (0,∞) → Π есть ретракция на середину Π геометрического джой-

на, порожденная J. Как правило, прообразы R−1(T ) подполиэдров T ⊂ Π не
являются L-конструктивными подполиэдрами. Чтобы обойти это обстоятель-
ство, применим теорему 5.4. Для любого счетного семейства подполиэдров P
существует гомеоморфизм h : P → P , сохраняющий L и переводящий это се-
мейство в семейство L-конструктивных подмногообразий и подполиэдров, при
этом h(P [∞]) лежит вне ядра Небелинга νk

LP . Так как мы используем лишь
топологические свойства джойнов (а не их линейную структуру), то ради упро-
щения обозначений элементы преобразованного и исходного семейств отож-
дествляются. С учетом этого замечания, а также имея в виду, что семейство
встречающихся далее полиэдров счетно, мы будем предполагать, что все эти
полиэдры исходно являлись L-конструктивными.

Обозначим середину Rj ∩Π геометрического джойна JRj через Πj , а

D−1
Πj

[s, t] = Πj ∩D−1[s, t]

обозначим через Πj [s, t]. Так как Πj [0]tΠj [∞] ⊂Zk
Πj и Πj(0,∞) ∼= Πj [1]×(0,∞),

то имеем
(1) Πj [0, 1] ↪→ Πj , Πj [1,∞] ↪→ Πj и Πj [i] ↪→ Πj [i,∞] являются k-эквивалент-

ностями.
Пусть Φ = R × (ϕ ◦ J) : P (0,∞) → Π × (0,∞) есть гомеоморфизм из § 5.

Так как R сохраняет триангуляцию K, а Rj есть полиэдр относительно K, то
Wi,j 
 R−1(Πj [i,∞]) лежит в Rj и гомеоморфен Πj [i,∞]× (0,∞). Ясно, что

Ai 
 Wi,i ∩ P [i, 2i]

естественно гомеоморфен Πi[i,∞]× [i, 2i], а

Bj 
 P [2i, 2i+ 1] \
⊔
{IntWi,j | j > i}

естественно гомеоморфен
(
Π \

⊔
{IntΠ Πj [i,∞] | j > i}

)
× [2i, 2i+ 1].

Теперь мы в состоянии определить требуемые в предложении 8.1, (a), (b) мно-
гообразия Ni и G:

Ni 
 Ri[0, 1] ∪Ai ∪Bi, i > 1, G 
 R1[0, 1] ∪A1 ∪ P [2,∞].

Из Bi ∩Aj = ∅ для i < j легко следует, что {Ni} есть дискретное семейство
в P \ P [∞], и, следовательно, в силу P [∞] ∩ νk

LP = ∅ семейство {Ni ∩ X}
является дискретным в X = νk

LP . Поскольку все полиэдры в определении Ni

и G являются L-конструктивными подмногообразиями и подполиэдрами, то,
как легко видеть, Ni и G являются νk

L-конструктивными подмногообразиями.
Легко видеть, что H1 ⊂ G и H2 ∩G = ∅, а также Hi ⊂ Ni для любого i > 1.

Для завершения доказательства достаточно показать, что для любого A′⊂A:
(2) Ni ∩QA′ ↪→ QA′ является dimQA′ -эквивалентностью;
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(3) BdNi∩QA′ ↪→ (P \IntNi)∩QA′ является (dimQA′−1)-эквивалентностью;
(4) G∩QA′ ↪→ QA′ и (P \ IntG)∩QA′ ↪→ QA′ являются dimQA′ -эквивалент-

ностями;
(5) BdG ∩ QA′ ↪→ G ∩ QA′ и BdG ∩ QA′ ↪→ (P \ IntG) ∩ QA′ являются

(dimQA′ − 1)-эквивалентностями.
Поскольку все принципиальные сложности этой проверки реализуются уже

при установлении k-эквивалентности вложений υ : N1 ↪→ P и η : P \ IntG ↪→ P ,
мы займемся именно этим, оставив проверку остального читателю.
υ : N1 ↪→ P есть k-эквивалентность. В силу (g) для установления k-эквива-

лентности υ достаточно показать, что естественное вложение υ̃ : N1 \ P [0] ↪→
P \ (P [0] t P [∞]) является k-эквивалентностью. В свою очередь, разобьем эту
задачу на ряд простых. Для этого рассмотрим коммутативную диаграмму,
порожденную естественными вложениями:

Π× (0, 3] Π1 × (0, 2] ∪Π× [2, 3]? _
ζoo

Π× (0,∞)
∼= P \ (P [0] t P [∞]) P [0, 3] \ P [0]? _

ξoo

∼=

OO

Π1 × (0, 2] ∪ P [2, 3]? _
βoo

∼=

OO

N1 \ P [0]
� � δ //

α

OO

eυggNNNNNNNNNNN
Π1 × (0, 1] ∪ (Π1[1,∞]× [1, 2]) ∪ P [2, 3]

γ

OO

Так как очевидно, что ξ и ζ, а также β являются гомотопическими эквивалент-
ностями, то требуемая проверка сводится к установлению k-эквивалентности
вложений γ и δ.

Следующий факт, по-видимому, является известным.

Лемма 8.3. Если вложение N ↪→ M полиэдров является k-эквивалент-
ностью, то вложения

N×[−1, 1]∪M×{−1, 1} ↪→M×[−1, 1] и N×[−1, 1)∪M×{−1} ↪→M×[−1, 1)

также являются k-эквивалентностями.

Из леммы 8.3 и свойства (1) легко следует, что вложение

γ1 : Π1[1,∞]× [1, 2] ∪Π1 × {1, 2} ↪→ Π1 × [1, 2]

является k-эквивалентностью. Отсюда легко следует k-эквивалентность вло-
жения γ. Проверка k-эквивалентности δ легко сводится к проверке k-эквива-
лентности вложения δ1 :

(
Π\

⊔
{IntΠj [1,∞] | j > 1}

)
×[2, 3] ↪→ Π×[2, 3], которая

очевидна в силу (1) и приведенного ниже достаточного условия эквивалентно-
сти (см. [1; теорема 2.11]).

Лемма 8.4. Если X есть объединение X0 ∪ X1 замкнутых подмножеств
Xi ⊂ X , Xi ∈ ANE(r + 1), X0 ∩ X1 ∈ ANE(r) и вложение X0 ∩ X1 ↪→ X1

является r-эквивалентностью, то вложение i : X0 ↪→ X также есть r-экви-
валентность.
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η : P \ IntG ↪→ P есть k-эквивалентность. Чтобы установить k-эквивалент-
ность η, достаточно в силу (g) показать, что

θ : P \ (P [0] ∪ IntG) ↪→ P \ (P [0] t P [∞])

является k-эквивалентностью. В свою очередь, разобьем эту задачу на ряд
простых. Для этого рассмотрим коммутативную диаграмму, порожденную
естественными вложениями:

Π× (0,∞)
∼= P \ (P [0] ∪ P [∞]) P [0, 2] \ P [0]? _πoo

P \ (P [0] ∪ Int G)
� � i //

OO

θ

ggOOOOOOOOOOO
(Π \ IntΠ1[1,∞])× (0, 2] ∪ P [2]

j

hhRRRRRRRRRRRRRRRRRRR

Из свойства (g) легко следует, что π является гомотопической эквивалент-
ностью. Поэтому требуемая проверка сводится к установлению k-эквивалент-
ности вложений i и j.

Проверка k-эквивалентности i с помощью (1) и леммы 8.4 легко сводится
к установлению k-эквивалентности вложения

(Π \ IntΠ1)× (0, 1] ∪Π1[0, 1]× {1} ↪→ (Π \ IntΠ1[1,∞])× (0, 1].

Последнее вновь с помощью леммы 8.4 легко сводится к установлению k-экви-
валентности вложения

Πi[0]× (0, 1] ∪Π1[0, 1]× {1} ↪→ Π1[0, 1]× (0, 1],

что является следствием (1) и леммы 8.3.
Вложение j совпадает с естественным вложением

(Π \ IntΠ1[1,∞])× (0, 2] ∪Π× {2} ↪→ Π× (0, 2],

чья k-эквивалентность следует из леммы 8.3, примененной к k-эквивалентности
l : Π \ IntΠ1[1,∞] ↪→ Π. В свою очередь, k-эквивалентность вложения l следует
из (1) и леммы 8.4.

§ 9. Проверка глобальной аксиомы

Пусть 0 6 l < k,
(
Q′, T ′ : Q′ → Q̂, β′ : P → N 〈Q̂ 〉

)
есть тройка, в которой

Q′ = {Q′
α}α∈A есть νk

L-конструктивное l-разбиение P , T ′ есть трансформа-
ция разбиений, а β′ есть аккомпанемент T ′, являющийся k-эквивалентностью
относительно θ ∈ cov N 〈Q̂ 〉, N bQ ≺ θ. Фиксируем также ω ∈ cov N 〈Q̂ 〉 и со-
вершенное отображение f : X = νk

L → Y , для которых Hf ⊂ X есть счетное
объединение ручных Z-множеств, а β′(f−1(y)) ≺ ω для всех y ∈ Y .

Глобальная аксиома (кусочно линейный вариант). Для любых Q′
0 ∈ Q′ ,

a ∈ πl(Q′
0) и ручного Z-множества X0 ⊂ X существуют допустимое от-

носительно Q′ νk
L-конструктивное подмногообразие C , X0 ⊂ IntC , и трой-

ка
(
Q, T : Q → Q̂, β : P → N 〈Q̂ 〉

)
, в которой Q есть νk

L-конструктивное
разбиение P , T есть соответствие разбиений, а β есть аккомпанемент T ,
такая, что:
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(a) существуют νk
L-конструктивное l-разбиение Q• = {Q•

α | α ∈ A} ⊂ Q
νk

L-конструктивного подмногообразия E ⊂ P , C ⊂ E , и трансформация
T • : Q• → Q̂ , T •(Q•

α) = Q̂α , C-эквивалентная T ′ , которая допускает
конечное l-продолжение в соответствие T ;

(b) β = β′ на C и dist(β, β′) ≺ θ ;
(с) β(P \ C) ⊂ N(〈q̂0〉; θ3), где q̂0 
 T ′(Q′

0);
(d) Q′

0 ∩ C ⊂ Q•
0 , причем вложение Q′

0 ∩ C ↪→ Q•
0 является l-эквивалент-

ностью;
(e) cуществует элемент b ∈ πl(Q′

0 ∩ C), который свободно гомотопен эле-
менту a в Q′

0 и при вложении Q′
0 ∩ C ↪→ Q•

0 переходит в нулевой эле-
мент;

(f) β(f−1(y)) ≺ ω для всех y ∈ Y .

Предварим доказательство этой аксиомы рядом вспомогательных утверж-
дений.

Лемма 9.1. Пусть R ⊂ P – νk
L-конструктивное подмногообразие, (W,A) –

компактная s-мерная пара PL-многообразий, s 6 k . Тогда в пространстве
отображений из (W,A) в (P,R) всюду плотно множество {τ : (W,A)→ (P,R)}
кусочно линейных вложений пар, для которых:

(1) Im τ есть L-конструктивное подмногообразие, находящееся в общем по-
ложении с элементами Q′ , т.е. каждое непустое пересечение Im τ∩Q′

A′

есть (dimW + 1− |A′|)-мерное L-конструктивное подмногообразие;
(2) N(Im τ ; δ) ∩ ClP (X0) = ∅ для некоторого δ > 0.

Указание. Так как dimP = dimR > 2s+ 1, то применима теорема об общем
положении [6] для вложений по отношению к элементам Q′. Далее исполь-
зовать теорему 4.1 об изотопическом движении и соотношение ClP (X0) ⊂Zk

P
(предложение 2.5).

При проверке аксиомы используется следующий достаточно общий способ
построения конечных l-продолжений. Доказательство этого способа осуществ-
ляется в духе [5; 2.6].

Теорема 9.2. Пусть компактное νk
L-конструктивное подмногообразие

F ⊂ P \∂P содержит такой подполиэдр F0 ⊂ IntP F, что dim F−dim F0 > l+1,
а F \ IntR вминается в ∂F, где R ⊂ IntF есть регулярная окрестность F0 .
Тогда для любой тройки(

QE , TE : QE → Q̂, βE : E → N 〈Q̂ 〉
)
,

в которой QE есть νk
L-конструктивное разбиение E 
 P \ IntF, TE – соот-

ветствие разбиений, а βE – аккомпанемент TE , продолжающийся до отобра-
жения βP : P → N 〈Q̂ 〉, существует тройка

(
QP , TP : QP → Q̂, βP

)
, в кото-

рой QP есть νk
L-конструктивное разбиение P , TP – соответствие разбиений,

являющееся конечным l-продолжением TE , βP – аккомпанемент TP .

Доказательство глобальной аксиомы. Элемент a ∈ πl(Q′
0) зададим

вложением ϕ′ : Sl ↪→ IntQ′
0. Так как β′(Q′

0) ⊂ S̊t〈q̂0〉 ∈ AE, то β′ ◦ ϕ′ имеет
продолжение ψ′ : Dl+1 → S̊t〈q̂0〉. Поскольку β′ есть k-эквивалентность, то ϕ′

имеет такое продолжение ϕ̂1 : Dl+1 → X, что
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(3) β′ ◦ ϕ̂1'H ψ′, где гомотопия H : Dl+1 × I → N 〈Q̂ 〉 такова, что H[relSl]
и H[rel θ].

Следовательно, β′(Im ϕ̂1) ⊂ N(S̊t〈q̂0〉; θ). В силу леммы 9.1 с самого начала
можем считать, что ϕ̂1 есть кусочно линейное вложение ϕ̂1 : Dl+1 ↪→ P \ ∂P ,
ϕ̂1(Sl) ⊂ Q′

0, удовлетворяющее условиям (1), (2) леммы 9.1 (естественно, с за-
меной τ на ϕ̂1). Отсюда и из условия (3) следует существование такой малой
регулярной окрестности W1 PL-диска Im ϕ̂1, что

(4) β′(W1) ⊂ N(S̊t〈q̂0〉; θ), а также N(W1; δ) ∩ ClP X0 = ∅ для некоторого
δ > 0.

Если Im ϕ̂1 ∩QA′ 6= ∅ для A′ ⊂ A, то из условия (1) леммы 9.1 следует, что
W1∩QA′ есть регулярная окрестность (l+2−|A′|)-мерного полиэдра Im ϕ̂1∩QA′ .
Отсюда и из соображений общего характера следует справедливость приведен-
ного ниже условия (α)n при n = 1. Важно, что диск Im ϕ̂1 можно чуть расши-
рить так, что BdW1 ∩ Im ϕ̂1 совпадет с ϕ̂1(A) = ϕ′(A) ⊂ IntQ′

0 (см. [5; 2.7.4]).
Так как Hf ⊂σZk

X = νk
LP и P \X ⊂σZk

P , то
(5) (P \X) ∪Hf содержится в σZk-множестве

⋃
{Xi | i > 1}, где Xi ⊂Zk

P .
В силу леммы 9.1 существуют кусочно линейное вложение ϕ̂2 : Dl+1 ↪→ W1 и

регулярная окрестность W2 диска Im ϕ̂2 в W1 такие, что при n = 2 выполнены
следующие условия:
(α)n Cn 
 P \ IntWn является k-допустимым относительно Q′ νk

L-конструк-
тивным подмногообразием;

(β)n ϕ̂n(Sl) = Im ϕ̂n ∩ BdP Wn = Im ϕ̂n ∩ BdP Wn−1 = · · · = Im ϕ̂n ∩ BdW1;
(γ)n Wn ∩ BdP Wn−1 = Wn ∩ BdP Wn−2 = · · · = Wn ∩ BdW1 ⊂ IntQ′

0;
(δ)n Wn ∩Xn−1 = ∅ и dist(ϕ̂n, ϕ̂n−1) < cn < 2−n.
Ясно, как продолжить это построение и предъявить для любого n > 2 кусоч-

но линейное вложение ϕ̂n : Dl+1 ↪→ Wn−1 и регулярную окрестность Wn диска
Im ϕ̂n в Wn−1 такие, что будут выполнены условия (α)n–(δ)n. Из (β)n, (γ)n

легко следует, что ϕ̂n(Sl) ⊂ IntQ′
0.

Из (δ)n, n > 1, и из полноты X следует существование предела ϕ̂ = lim ϕ̂n.
Принимая во внимание условие (5), а также то, что константы cn > 0 мож-
но выбирать произвольно малыми, мы можем дополнительно добиться того,
чтобы

(ε) ϕ̂ было вложением диска Dl+1 в X \Hf .
Пусть D 
 Im ϕ̂ есть топологический (l+1)-диск, лежащий в X, а S 
 ϕ̂(Sl)

есть топологическая l-сфера. Заметим, что если ϕ̂ и ϕ̂1 достаточно близки
друг к другу, то для отображения η 
 β′�D : D → N 〈Q̂ 〉 ∈ ANE, как и в усло-
вии (3), справедливо

(6) η
Φ' χ, где χ : D → S̊t〈q̂0〉 есть такое отображение, что χ�S = η�S , а гомо-

топия Φ: D × I → N 〈Q̂ 〉 такова, что Φ[relS] и Φ[rel θ].
Покажем, что существуют требуемое аксиомой отображение β : P → N 〈Q̂ 〉,

а также ручка R 
 Wn0 , для которой:
(i) β(R) ⊂ S̊t〈q̂0〉;
(ii) β�W1

K' Kβ′�W1
, где для гомотопии K справедливо K[rel BdW1] и K[rel θ]

(и, следовательно, в силу условия (4) и N bQ ≺ θ справедливо ImK ⊂
N(S̊t〈q̂0〉; θ2) ⊂ N(〈q̂0〉; θ3)).



АКСИОМАТИЧЕСКИЙ МЕТОД РАЗБИЕНИЙ. III 25

Для этого воспользуемся теоремой 1.1 о равностепенном продолжении го-
мотопии. Пусть Y 
 N(S̊t〈q̂0〉; θ) ∈ ANE, W 
 W1 и T 
 BdW1 ⊂ W . Из
условия (ε) легко следует, что

(ζ) семейство {Bγ} 
 {f−1(y) ∩ W | y ∈ Y } ⊂ W \ D примыкает к D =
Im ϕ̂ ⊂W .

В силу условий (4) и (6) β′(D) и Φ(D × I) содержатся в Y , причем β′ и Φs

согласуются на D ∩ T . Тем самым возникают отображение h 
 β′�W : W → Y
и θ-гомотопия F : (T ∪ D) × I → Y , определенная формулами F (z, s) = β′(z)
для (z, s) ∈ T × I и F �D×I = Φ. Ясно, что θ, ω ∈ cov N 〈Q̂ 〉, а также постро-
енные пространства D, T , W и Y , семейство {Bγ}, отображения h и F подчи-
няются условиям теоремы 1.1. Следовательно, существует такая θ-гомотопия
K : W × I → Y , являющаяся продолжением F , что K0 = h, а также выполне-
ны условия (d), (e) теоремы 1.1. Так как F1(D) = Φ1(D) = χ(D) ⊂ S̊t〈q̂0〉, то
K1(Wn0) ⊂ S̊t〈q̂0〉 для некоторого n0. В качестве искомой ручки R возьмем Wn0 ,
а в качестве искомого отображения β – отображение, совпадающее с K1 на W
и с β′ на P \W . Ясно, что свойства (i), (ii), а также (b) и (f) будут выполнены.

В качестве искомых νk
L-конструктивных подмногообразий возьмем

C 
 P \ IntW1 и E 
 (P \ IntW1) ∪R.

Ясно, что C допустимо относительно Q′ и X0 ⊂ IntC. В силу (ii) имеем

β(P \ C) ⊂ K1(W1) ⊂ N(〈q̂0〉; θ3)

– условие (c) установлено.
Искомое разбиение Q• состоит из элементов

Q•
0 = (Q′

0 \ IntW1) ∪R и Q•
α = Qα \ IntW1

для всех Qα 6= Q′
0; искомая трансформация T • : Q• → N 〈Q̂ 〉 определяется

формулой T •(Q•
α) = T ′(Qα). Ясно, что β�E является аккомпанементом T •.

Так как R = Wn0 есть регулярная окрестность диска Im ϕ̂n0 в Wn0−1, то R
есть регулярная окрестность Im ϕ̂n0 в W1. Отсюда и из (β)n0 , (γ)n0 следует, что
R есть ручка индекса l + 1, приклеенная к BdW1 вдоль a-трубки R ∩ BdW1,
у которой срединный диск есть Im ϕ̂n0 (см. [6], [5; 2.7.4]). Так как R ∩BdW1

∼=
Sl ×Dp−1−l, а R ∼= Dl+l ×Dp−1−l = Dp, то

(7) вложение R ∩ BdW1 ↪→ R является l-эквивалентностью.
Компакт

F 
 W1 \ IntW1 R = P \ IntE,

называемый окраиной ручки R, кусочно линейно гомеоморфен Dl+2 × Sp−l−2,
а (F,BdP F) ∼= (Dl+2,BdDl+2) × Sp−l−2 [5; 2.6]. Пусть F0 ⊂ F таково, что
(F,F0) ∼= (Dl+2, {0}) × Sp−l−2. Так как dim F − dim F0 > l + 1, то для пары
(F,F0) выполнены условия теоремы 9.2, и поэтому тройка (Q•, T •, β�E) мо-
жет быть переведена в тройку (Q, T : Q → Q̂, β : P → N 〈Q̂ 〉), в которой Q
есть νk

L-конструктивное разбиение P , соответствие T есть конечное l-продол-
жение T •, а β есть аккомпанемент T .

Проверим требуемые свойства для введенных разбиений и соответствий.
Разбиение Q• является l-разбиением в силу k-допустимости P \ IntW1 отно-
сительно Q′ и свойства (7). Отсюда и из леммы 8.4 следует, что вложение
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Q′
0 ∩ C ↪→ Q•

0 будет l-эквивалентностью. Из k-допустимости P \ IntW1 отно-
сительно Q′ следует, что вложение Q′

0 ∩ C ↪→ Q′
0 индуцирует изоморфизм πi,

i < k. Так как (Q′
0 ∩ C) ∩ R = BdW1 ∩ R, Q•

0 = (Q′
0 ∩ C) ∪ R, то из леммы 8.4

следует, что Q′
0 ∩ C ↪→ Q•

0 является l-эквивалентностью, что доказывает (d).
Для доказательства свойства (e) глобальной аксиомы заметим, что ϕ′, ϕ̂�:

Sl ↪→ Q′
0 свободно гомотопны в Q′

0, т.е. являются представителями a ∈ πl(Q′
0).

В качестве представителя элемента b ∈ πl(Q′
0 ∩ C) возьмем естественное вло-

жение ϕ̂� : Sl ↪→ Q′
0 ∩ C = Q′

0 \ IntW1. То, что b при вложении Q′
0 ∩ C ↪→ Q•

0

переходит в нулевой элемент, легко следует из R ∼= Dp ∈ Cl и коммутативности
следующей диаграммы вложений:

Sl � � ϕ // R ∩ BdW1
� � //

��

R

��
Q′

0 ∩ C = Q′
0 \ IntW1

� � // Q•
0

§ 10. Проверка локальной аксиомы

Пусть Q′ есть νk
L-конструктивное разбиение P , а тело подсемейства Q′

r =
{Q′

i | 1 6 i 6 r + 1} ⊂ Q′, 1 6 r 6 k, есть νk
L-конструктивное подмногообра-

зие G ⊂ P , причем E′ 

⋂
{Q′

i | 1 6 i 6 r + 1} 6= ∅. Пусть задано ручное
Z-множество X0 ⊂ X = νk

L(P ). Читателю предоставляется возможность выве-
сти локальную аксиому из теоремы 3.8, предложения 2.6 и приведенного ниже
утверждения.

Локальная аксиома (кусочно линейный вариант). Для любых отображе-
ний ϕ : Sl−1 → E′ , l + r 6 k , l < k , и τ : Dl → F ′ 
 Q′

1 ∩ · · · ∩ Q′
r , τ�Sl−1 = ϕ,

существует k-допустимое относительно Q′ νk
L-конструктивное подмного-

образие C ⊂ P , удовлетворяющее условиям

ClP (X0) ⊂ IntP C и R 
 P \ IntC ⊂ IntM (G),

а также:
(i) Qr 
 {Qi = Q′

i \ IntR | i 6 r} ∪ {Qr+1 = Q′
r+1 ∪ R} есть νk

L-конструк-
тивное разбиение G;

(ii) естественные вложения QA′ ↪→ Q′
A′ , где {r+1} ∈ A′ ⊂ {i | 1 6 i 6 r+1},

и Q′
i ↪→ Qi , где 1 6 i 6 r , являются l-эквивалентностями2 ; в част-

ности, вложение E′ ∩ C ↪→ E 

⋂
{Qi | 1 6 i 6 r + 1} является

l-эквивалентностью;
(iii) cуществует такое отображение ζ : Sl−1 → E′ ∩C , что ζ гомотопно ϕ

в E′ и ζ ' 0 в E .

Доказательство. Воспользуемся леммой 9.1 и с самого начала будем счи-
тать, что τ и ϕ являются кусочно линейными вложениями, удовлетворяющими
условиям (1), (2) леммы 9.1, и

(α) Im τ ∩ E′ = Imϕ, а также N(Im τ ; δ) ⊂ Int(G).
2В силу предложения 2.5 эти вложения при сужении на X переходят в (l−1)-эквивалент-

ности.
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Выберем малую регулярную окрестность R, R ⊂ N(Im τ ; δ), диска Im τ в P
так, чтобы R ∩ Q′

A′ было регулярной окрестностью Im τ ∩ Q′
A′ для всех A′ ⊂

{i | 1 6 i 6 r+ 1}. Тогда C 
 P \ IntR. Свойства (i)–(iii) следуют из того, что:
(β) R является ручкой индекса l, приклеенной к Q′

r+1 \ IntR вдоль a-трубки
BdR∩Q′

r+1
∼= Sl−1×Dp−l и имеющей косрединный диск Dp−l и b-сферу

Sp−l−1;
(γ) R∩Q′

A′ , где A′ ⊂ {i | 1 6 i 6 r}, является ручкой индекса l, приклеенной
к Q′

A′ ∩ Q′
r+1 вдоль a-трубки R ∩ Q′

A′ ∩ Q′
r+1

∼= Sl−1 × Dp−|A′|−l+1 и
имеющей косрединный диск Dp−|A′|−l+1 и b-сферу Sp−|A′|−2.

§ 11. Проверка аксиом Z -множеств

С учетом [1; предложение 12.2] нам остается проверить:
(a) если F ⊂ X есть трансверсальное Z-множество, то для любого удобно-

го k-разбиения P пространства X существует совершенное относитель-
но P множество N такое, что F ⊂ IntN (часть аксиомы Z1);

(b) если F является ручным Z-множеством в X, а N ∈ C k
X , то F ∩N являет-

ся ручным Z-множеством в N (аксиома Z2).
С помощью теоремы 3.8 и замечания 7.1 эти утверждения несложно свести

к кусочно линейным фактам.

Теорема 11.1. Пусть {Qα} есть νk
L-конструктивное k-разбиение P , эле-

менты которого и все непустые пересечения являются клетками соответ-
ствующих размерностей. Тогда для любого трансверсального Z-множества
F ⊂ X существует k-совершенное относительно Q νk

L-конструктивное под-
многообразие N ⊂ P такое, что ClP F ⊂ IntP N .

Теорема 11.2. Пусть F есть ручное Z-множество в X , {Qα} есть
νk

L-конструктивное разбиение νk
L-конструктивного подмногообразия R ⊂ P .

Тогда QA′ ∩ ClP F ⊂Zk+1−|A′| QA′ для любого A′ ⊂ A.

Доказательство теоремы 11.1 существенно зависит от продолжения изото-
пий. Напомним, что изотопией полиэдра T в полиэдре L называется такое
кусочно линейное вложение f : T ×I ↪→ Q×I, что f0 = Id и f(T ×{t}) ⊂ Q×{t}
для всех t ∈ I. Изотопия полиэдра L – это кусочно линейный гомеоморфизм
f : L× I → L× I, для которого f0 = Id и f(T × {t}) ⊂ Q× {t} для всех t ∈ I.

Предложение 11.3. Пусть g : T × I ↪→ Q× I есть изотопия компактного
полиэдра T , лежащего в компактном многообразии Qq , такая, что

g−1(∂Q× I) = T0 × I,

где T0 ⊂ T есть подполиэдр, возможно пустой. Пусть также задана изото-
пия G : ∂Q × I → ∂Q × I границы ∂Q, продолжающая изотопию g�T0×I (т.е.
G�T0×I = g�T0×I ). Если

(1) dimT0 6 dimT − 1 6 dimQ− 4,
то существует изотопия Ĝ : Q× I → Q× I многообразия Q, продолжающая
G и g , т.е. Ĝ�∂Q×I = G и Ĝ�T×I = g .
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Доказательство. Воспользовавшись леммой о продолжении изотопии
с границы на многообразие [5; 3.22], построим изотопию M : Q × I → Q × I,
продолжающуюG. Поскольку изотопия f 
 M−1◦g : T×I → Q×I полиэдра T
постоянна на T0 × I, то к ней применима следующая лемма, являющаяся
частным случаем [8; 9.8].

Лемма 11.4. Если f : T × I ↪→ Q × I есть такая изотопия компактного
полиэдра T в компактном многообразии Qq , что f�T0×I = Id и f−1(∂Q× I) =
T0× I , а также справедливы размерностные ограничения (1), то существует
изотопия H : Q× I → Q× I , продолжающая f и такая, что H�∂Q×I = Id.

Пусть изотопия H : Q × I → Q × I такова, что H�T×I = f и H�∂Q×I = Id.
Искомая изотопия Ĝ задается формулой M ◦H : Q×I → Q×I. Действительно,

Ĝ�∂Q×I = M�∂Q×I = G и Ĝ�T×I = (M ◦H)�T×I = M ◦ f = M ◦M−1 ◦ g = g.

Следующее обобщение предложения 11.3 имеет дело с заменой ∂Q на под-
многообразие Q0 ⊂ ∂Q размерности q − 1.

Предложение 11.5. Пусть Qq−1
0 ⊂ ∂Qq есть PL-подмногообразие,

g : T × I ↪→ Q× I

есть изотопия компактного полиэдра T в компактном многообразии Qq та-
кая, что

g−1(∂Q× I) = g−1(Q0 × I) = T0 × I,

а изотопия G′ : Q0×I → Q0×I продолжает изотопию g�T0×I . Если выполнены
размерностные ограничения (1), то существует изотопия Ĝ : Q× I → Q× I ,
продолжающая G′ и g , т.е. Ĝ�Q0×I = G′ и Ĝ�T×I = g .

Для доказательства предложения 11.5 следует продолжить изотопию G′ до
изотопии G : ∂Q× I → ∂Q× I и далее применить предложение 11.3 для g и G.

Доказательство теоремы 11.1. В силу [1; лемма 5.2] и леммы 2.1 суще-
ствует такая триангуляция K ′ многообразия P , что все Qα являются подполи-
эдрами относительно K ′. Так как dimQA′ = p+ s− k, где 0 6 s 6 k, то можно
рассмотреть введенные в § 5 отображение J = JP,k : P → [0, 1] геометрическо-
го джойна на P относительно K 
 βK ′ и отображение JR = JR,s : R → [0, 1]
геометрического джойна на R = QA′ относительно K. В силу леммы 8.2 и тео-
ремы 5.3 имеем J�R = JR. Через {QA′ [E] | E ⊂ [0,∞]} обозначим структуру
геометрического джойна JQA′ . В силу условий (iv) и (3)–(5) из § 5 имеем

(c) для любого R = QA′ R[1] и R[0, 1] являются многообразиями, а также
R[0] t P [∞] ⊂Zs

R[0, 1], где s = dimR− dimP + k.
В силу теоремы о регулярных окрестностях [5; 3.24]

(2) существует такая изотопия Ht : P × I → P × I, постоянная на P [0] t
P [∞], что H1 переводит регулярную окрестность P [1,∞] полиэдра P [∞]
в сколь угодно малую окрестность P [∞]. При этом можно считать, что
изотопия Ht сохраняет Q.
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Поскольку K ′ – триангуляция QA′ , то QA′ [∞] есть компактный (k+1−|A′|)-
мерный полиэдр относительно K, не пересекающийся с |(K ′)(p−k−1)| ⊂ P [0].
К сожалению, QA′ [∞] может пересекаться с ClP F . Следующий факт позволяет
преодолеть это обстоятельство.

Предложение 11.6. Существует изотопия Φt : P×I → P×I такая, что:
(3) Φt сохраняет разбиение Q ;
(4) Φ1(P [∞]) = Φ1(T) есть подполиэдр P , не пересекающийся с ClP F .

Указание. Полагаем Φt = Id на |(K ′)(p−k−1)|. Далее доказательство пред-
ложения 11.6 осуществляется индукцией по остовам разбиения с использо-
ванием предложения 11.5, примененного к Q 
 QA′ , T 
 QA′ [∞] и T0 

T ∩ BdQA′ . Необходимые для этого размерностные ограничения выполне-
ны, так как dimQA′ − dimQA′ [∞] > 3 и dimQA′ − dimT0 > 4. Заметим,
что из F ∩ νk(QA′) ⊂Z νk(QA′) следует, что ClF ∩ QA′ ⊂Zk+1−|A′| QA′ (см.
предложение 2.5). Поэтому малой изотопией T можно перевести в дополнение
QA′ \ ClP F , не меняя ее на BdQA′ . Все остальные детали доказательства мы
оставляем читателю.

Из условия (4) следует, что N(Φ1(P [∞]);L ) не пересекается с N(ClP F ;L )
для некоторой очень малой смешанной триангуляции L ≺ K. Из условия (2)
следует, что существует изотопия Ht : P × I → P × I, постоянная на P [0] t
P [∞] и сохраняющая разбиение Q, для которой H1(P [1,∞]) лежит в окрест-
ности (Φ1)−1(N(Φ1(P [∞]);L )) полиэдра P [∞]. Тем самым PL-многообразие
(Φ1 ◦H1)(P [1,∞]) не пересекается с ClP F .

Очевидно, что внутренность PL-многообразия N ′ 
 (Φ1 ◦H1)(P [0, 1]) содер-
жит ClP F . Вообще говоря, N ′ не является νL-конструктивным подмногообра-
зием. Чтобы обойти это обстоятельство, применим теорему 5.4, в силу кото-
рой существует гомеоморфизм F : P → P , сохраняющий L (и, следовательно,
сохраняющий N(Φ1(P [∞]);L )) и такой, что F (N ′ ∩QA′) есть νL-конструктив-
ное подмногообразие. Легко проверить, что N 
 F (N ′) является искомым
k-совершенным относительно Q νk

L-конструктивным подмногообразием, внут-
ренность которого содержит ClP F .

Доказательство теоремы 11.2. Поскольку

QA′ ∩ BdR ⊂ ∂QA′

(лемма 8.2), то достаточно установить

(QA′ \ BdR) ∩ ClP F ⊂Zk+1−|A′| (QA′ \ BdR).

С помощью следствия 3.9 требуемое несложно сводится к следующему ут-
верждению.

Лемма 11.7. Пусть N – νk
L-конструктивное подмногообразие P , а P =

{Pα} – νk-конструктивное разбиение N . Тогда для любого ε ∈ covP сущест-
вует νk

L-конструктивное подмногообразие Nε b N такое, что:
(5) N(Nε; ε) ⊃ N ;
(6) Pε 
 P�Nε

является νk
L-конструктивным разбиением Nε ;

(7) Pε ∪ {X \ IntNε} является νk
L-конструктивным разбиением P .



30 С.М. АГЕЕВ

Доказательство. В силу [1; лемма 5.2] существует такая смешанная три-
ангуляция L многообразия P , что все элементы P, а также N являются по-
лиэдрами относительно L . В силу леммы 2.1 существует триангуляция K,
вписанная в L и ε. Тем самым PA′ является подмногообразием относитель-
но K.

Через R обозначим регулярную окрестность N(B;β2K) границы B = BdP N
в N , являющейся полиэдром относительно K. Тогда R ∩ PA′ есть регулярная
окрестность B ∩ PA′ в PA′ для любого A′ ⊂ A. Так как регулярная окрест-
ность полиэдра в многообразии, а также ее граница и дополнение являются
подмногообразиями [6], то

(8) R ∩ PA′ , BdR ∩ PA′ и PA′ \R являются подмногообразиями для любого
A′ ⊂ A.

Рассмотрим подмногообразие Ǹε = N \ IntR. Свойство (5) для Ǹε имеет ме-
сто в силу вписанности K ≺ ε. Свойства (6), (7) также справедливы, что легко
следует из свойства (8). К сожалению, Ǹε, вообще говоря, νk

L-конструктивным
подмногообразием не является. Применив к Ǹε теорему 4.1 об изотопиче-
ском движении, получим сохраняющую смешанную триангуляцию L изотопию
Φ: P × I → P , переводящую Ǹε в νk

L-конструктивное подмногообразие Nε.

Список литературы

[1] С. М. Агеев, “Аксиоматический метод разбиений в теории пространств Небелин-
га. I. Улучшение связности разбиений”, Матем. сб., 198:3 (2007), 3–50; англ.
пер.: S. M. Ageev, “Axiomatic method of partitions in the theory of Nöbeling spaces.
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