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В работе рассматривается специальный комплекс n -мерных кубов, кото-
рый является частным случаем комплекса многомерных отношений [1]. Для та-
кого комплекса предлагается эффективный метод вычисления медианы, без
сведения к задаче Вебера [5, 6]. Представленный результат обобщает известный
результат для двумерного комплекса [4], а также более поздние результаты для
некоторых кубических комплексов. 

Ключевые слова: Задача Вебера, медиана, абстрактный куб, однородный
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Во многих задачах о размещении пунктов обслуживания требуется так распо-
ложить пункт обслуживания, чтобы сумма кратчайших расстояний от него до всех
потребителей была минимально возможной. Оптимальное в указанном смысле место
расположения пункта называется медианой. Одной из моделей, описывающих такого
рода задачи, является задача минимизации функции 
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известной как задача Вебера. В этой модели },...,,{ 21 NxxxX =  представляет множе-

ство точек-потребителей, jp  – вес точки jx , а ),( yxd  – расстояние между точками 

Xyx ∈, . Точка XYx ⊇∈* , обеспечивающая минимум функции (1), является иско-
мой медианой. [4,5,6] 

Задача Вебера может быть рассмотрена и в обобщенном варианте, когда необхо-
димо разместить 1≥M пунктов обслуживания 1 2, ,..., MA A A  среди точек множества Y , 

каждый из которых предоставляет определенный вид услуг: 

                        ),(2/1),(),...,,( ''

11

'

11

'' 
2

' 
1 ji

M

j
j

M

i
ji

N

j
j

M

i
M xxdpxxdpxxxF ∑∑∑∑

====

+=                    (2) 

Как правило, решение задачи о размещении сводится к решению задачи Вебера
вида (1) или (2). Для минимизации таких функций используются различные методы, 
которые порой не совсем удобны, поскольку зависят от используемой метрики про-
странства. Однако существуют определенные структуры, для которых вычисление 
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медианы можно проводить более эффективным способом чем непосредственное ис-
пользование функции Вебера. В качестве такой структуры рассмотрим n -мерный ку-
бический комплекс, который является частным случаем комплекса многомерных от-
ношений [1,2]. Элементами такого комплекса являются абстрактные кубы, которые 
определяются с помощью абстрактных симплексов в работе [2]. 

Пусть nK  – некоторый комплекс абстрактных кубов размерности nt ≤≤0 . 
Обозначим через },...,,{ 21

pppp

p
QQQQ α= множество всех абстрактных кубов размерно-

сти p  некоторого комплекса nK . 

Определение 1. Комплекс абстрактных кубов nK , удовлетворяющий условиям: 
а) если , 0 ,pQ p n≤ ≤  является элементом комплекса nK , тогда и любая его 

грань pk QQ ⊂ , pk <≤0 , также является элементом ;nK  

б) пересечение любых двух кубов из nK  либо является пустым, либо представ-
ляет элемент из ;nK  

в) любой куб kQ из nK , nk <≤0 , принадлежит по меньшей мере одному       

n -мерному кубу nQ  из ;nK  

г) если nK1  и nK 2  являются подкомплексами nK , для которых выполняются ус-

ловия а)-с) и nnn KKK =∪ 21 , тогда их пересечение представляет подкомплекс 
np KK ⊂  размерности 1−n ; 

д) комплекс nK  является связным и не содержет кубических циклов любой 
размерности, называется абстрактным однородным n -мерным кубическим ком-
плексом n

AK . 

Обозначим через nA  абстрактный однородный кубический комплекс n
AK , удов-

летворяющий дополнительным условиям:  
1) любой куб n

A
k KQ int∈  принадлежит по меньшей мере kn−2  n-мерным кубам 

из n
AK ; 

2) если n
AbdKQ ∈0  и 0Q  принадлежит в точности n одномерным кубам на гра-

нице n
AbdK , порождающие n кубов размерности n–1 на n

AbdK , тогда порож-

даемый ими n-мерный куб обязательно принадлежит n
AK . 

Для комплекса nA  можно вычислить медиану более эффективным способом, чем на-
хождение минимума функции (1) (либо (2)). 

Назовем 0-мерные и 1-мерные кубы комплекса nA  его вершинами и ребрами. 
Заметим, что 0-мерные и 1-мерные кубы из nA  определяют некоторый граф, который 
называется 1-мерным скелетом комплекса. Ребра любого куба можно разбить на 
классы параллельных ребер. (Для n-мерного куба таких классов будет ровно n). 
Множество всех ребер комплекса nA  разобъем на nm ≥  классов параллельных ре-
бер, которые обозначим через mCCC ,..., 21 . Любой класс параллельных ребер iC , 

,1 mi ≤≤  разбивает комплекс nA  на два подкомплекса – nK1  и nK 2 . Обозначим через  

)( 1
nKp  и )( 2

nKp  суммы весов вершин, принадлежащих соответственно nK1  и nK 2 .  
Из результатов, представленных в работах [3,4], следует 



 290

Теорема 1. Если *x  является точкой, которая минимизирует функционал (1) 
для комплекса nA , тогда *x  является вершиной этого комплекса. 

Теорема 2. Если )()( 21
nn KpKp > , тогда любая медиана комплекса nA  принад-

лежит подкомплексу nK1 . 
Доказательство теоремы проводится аналогично теореме 3.1 из [4]. 
Теорема 2 не затрагивает случай, когда  )()( 21

nn KpKp = . Однако путем простых 
логических рассуждений приходим к выводу, что тогда существует вершина-медиана 
как в подкомплексе nK1 , так и в подкомплексе nK 2 . 

Следствие 2.1. Если для подкомплексов n
iK
1
 и n

iK
2
, определяемых классами па-

раллельных ребер iC , выполняется равенство 

)()(
21

n
i

n
i KpKp = ,   mi ≤≤1 , 

тогда любая вершина комплекса nA  является его медианой. 
Теорема 3. Множество медиан комплекса nA  порождает в nA  некоторый  куб 

размерности q, nq ≤≤0 . 

Доказательство: Рассмотрим все подкомплексы nn
i AK ⊂ , определяемые клас-

сами параллельных ребер iC , ,1 mi ≤≤  для которых верно неравенство 

)()( 2
nn

i KpKp > ,  

где n
i

nn KAK \2 = . (Не нарушая общности, не рассматривается случай, указанный в 

следствии 2.1.) Все такие подкомплексы имеют непустое пересечение, которое обо-
значим через 'M . Согласно теореме 2, любая медиана комплекса nA  принадлежит 

'M . Таким образом, если обозначить через  *M  множество всех медиан комплекса, 
тогда имеет место включение '* MM ⊂ .  

Докажем обратное включение *' MM ⊂ . Предположим, что в 'M  есть вершина, 
не являющаяся медианой для nA . В таком случае в 'M  найдутся две смежные вер-
шины x и y, такие что y является медианой, а x – нет. Согласно теореме 2 и следст-
вию, в nA  найдется класс параллельных ребер, содержащий ребро (x, y) и опреде-
ляющий подкомплексы nK1  и nK 2 : 

а) nKx 1∈ ; 

б) nKy 2∈ ; 

в) )()( 21
nn KpKp = . 

В этих условиях в nK1  найдется вершина z, также являющаяся медианой для nA . 
Метрический отрезок, соединяющий медианы x и z, состоит из вершин-медиан. Так 
как y принадлежит этому отрезку, следует что y является медианой. Полученное про-
тиворечие доказывает, что *' MM ⊂ . Тем самым доказано равенство *' MM = .  

Учитывая определение комплекса ,nA  следует, что 'M  порождает в nA                
q-вершинный куб, nq ≤≤0 , что и доказывает теорему. 

Данные результаты позволяют получить достаточно простой и эффективный ал-
горитм для нахождения медианы кубического комплекса nA : 

1) строим классы параллельных ребер mCCC ,..., 21 ; 
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2) для каждого класса параллельных ребер iC , ,1 mi ≤≤ определяем подком-

плексы n 
iK 
1 
 и n 

iK 
2 
; 

3) вычисляем )( 
1

n 
iKp  и )( 

2

n 
iKp , mi ≤≤1 , и фиксируем подкомплекс с наи-

большим весом; 
4) находим пересечение подкомплексов с наибольшим весом, выявленных на

шаге 3. Данное пересечение определяет все медианы комплекса. 
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