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Решение методом Фурье несамосопряженных смешанных 
задач для гиперболических систем на плоскости. III 

В. Ф. Жданович (Минск) 

В первой части работы для смешанной задачи, состоящей из гиперболи­
ческой в узком смысле по И. Г. Петровскому (см. [1], стр. 81) системы 

ди (я,/) 
~~дГ'" : А (х) *L£iiL 4- В (х) и (х, t) 

дх (О 

(О < :%</ ; 0<;^<;Г), невырожденных (см. [5], §1) краевых условий 

М а±Ы) + Nu (О, t) + Р ^^А. + Qu (I, t) = О 
dt dt 

(2) 

и. начальных условии 
u(x,Q)=f(x), (3) 

где f(x)GD2(0, /) *, подробно описано построение методом разделения пере­
менных формального решения задачи (1), (2), (3). Если {Xs} (s = 0, ± 1,...) — 
последовательность нулей характеристического определителя А(Х) для пара­
метрической задачи 

А (х) у' (х) 4- В (х)у(х) = \у (х), (MX + N)y (0) + (РХ + Q) У (0 = 0, (4) 

получающейся из задачи (1), (2) после разделения переменных, {ks} 
(s = 0, ± 1, . . . ) — кратности этих нулей и {ps} (s = 0, ± 1, . . . ) — крат­
ности собственных значений Xs параметрической задачи (4), то показано, что 
это формальное решение представляет собой ряд 

2 Y{
nX(x)eIstas (5) 

(см. [5], формула (168)), где прямоугольная матрица Y(
n
Sks(x) имеет своими 

столбцами собственные и присоединенные функции задачи (4) для собствен­
ного значения Xs, где в квазидиагональной матрице 

/ s = 

• L <s>(M 
1 

О 

о 

о 

2 

о 
о . 

(6) 

* Относительно определения пространства Ог(0,/) см. [5], § 2. 
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вдоль диагонали расположены жордановы клетки 

•U<x'>= 
1 

Xs 1 0 . 
0 X, 1 . 

0 0 0 . 

. . 0 
. . 0 

. к 
причем m\s) (/ = 1, 2, . . . , ps) — кратности ps линейно независимых собствен­
ных функций задачи (4) для собственного значения X = Xs, и где вектор as 
строится по формуле 

а, = [/ (х), Z(
n%(x) Bl -1] = J B^ZiSs\i) f (S) d\ -

0 

- B71 [RZ(
nl(0) + VZ(

nl(l)] * [Mf (0) + Pf (/)], (7) 

в которой Z{nks(x) есть матрица, аналогичная матрице Y(nks(x), но только по­
строенная из собственных и присоединенных функций параметрической задачи, 
сопряженной задаче (4), a Bs = [Yln£s(x), Z(

n
Sks(x)]. 

В настоящей третьей части работы будет исследована сходимость ряда (5) 
в том случае, когда краевые условия (2) регулярны (см. [6], § 2), а мат­
рицы А (х) (0 <; х < /) и В (х) (0 < х < /) удовлетворяют всем требованиям, 
наложенным на них во введении к первой части работы. Кроме того, в этом 
случае будут получены дополнительные условия, которые нужно наложить 
на функцию / (х) 6 D2 (0, /), чтобы сумма ряда (5) была классическим или 
обобщенным в смысле С. Л. Соболева решением задачи (1), (2), (3).* 

§ 1. Сходимость формального решения 

Введем банахово пространство M2(Q). Функция f(x,t), заданная на пря­
моугольнике Q = [0 < # < ; / ; 0 < / < ^ Т]9 принадлежит пространству M2(Q,), 
если для каждого 16 [0, Т] функция 

с (/) = || f (х, t) ць. (о,о = j II f (г, t) [|2 я + 1 | Mf (о, t) + Pf (i, t) |p 
0 

определена и непрерывна. 
Норму в пространстве M2(Q) определим формулой 

| | f (x,0 | |2 - m a x f f \\f(tJ)\\^Z+\\Mf(0,t) + Pf(l,t)\A; (8) 

тождественность функций в пространстве М2 (Q.) определяется в соответствии 
с этой нормой. 

* З а м е ч а н и е при к о р р е к т у р е . Уже после сдачи в печать работ [5], [6] и 
настоящей работы А. Д. Мышкис обратил мое внимание на работу М. Л. Расулова [7]. 
Кроме того, после выхода в свет работы [5] появилась работа [8] того же автора. В этих 
работах изучается близкий к методу Фурье вычетный метод Коши решения смешанных за­
дач для систем более общего вида, чем система (1). Поскольку содержание работ [5], [6] 
и настоящей работы пересекается во многих точках с работами М. Л. Расулова [7], [8] 
(на что любезно указал мне автор) и поскольку это не было отмечено своевременно, я 
считаю своим долгом сделать это сейчас. 
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Пространство М2 (Q) — полное. В самом деле, если для последователь­
ности {fk (х, t)} (k = 1, 2, . . . ) (fk (x, t) 6 М2 (О)) и любых k > k0 (e) выпол­
няются неравенства || fk (х, t) — fk+P (х, t) \\м2 (о> < е (р = 1, 2 , . . . ) , т о Для 

каждого ^ 6 [0, 7"] 

\\fk(X,t)-fk + p{X>t)\\Dtio.l)<* (9) 

(& > &о(£)*> р = 1» 2, . . -). А это значит, что для каждого / € [О, Т] сущест­
вует, в силу полноты пространства D2 (0, /), lim fk (x, t) = f (x, t) 6 D2 (0, /). 

&-»00 

Переходя в неравенстве (9) к пределу, получим для k > kQ(s) 
|| fk (x, t)— f (x, t) \\D% (o, /}<e или || fk (x, t)—f (x, t) ||D, «U) < - J - ДЛЯ * > fc0 ( ^ ) , 

откуда следует, что для k > *о(х)' ' € ДО» ̂ ] равномерно по f ih (t) — -^< 

<?(0<Ы0 + - Ь где Ы0Н1Ы*,')1к(<м) и e(0 = llf(^0lk(o,/). 
Так как функция ik(t) непрерывна на 
сегменте [0,7], то для t = t0 и |Д*|<8(е) 
15 (*0+ А/) - Ь (/0) | < | г ,( t 0+At)-h ( g | + 

+ -i- < е, т.е. функция 5 (*)= ||/ (*, 0lk(o,o 
непрерывна и f(x, t)£ М2(й). Полнота 
M2(Q) доказана. 

В настоящем параграфе будет иссле­
дована сходимость ряда (5) в простран­
стве Af2(Q). Это исследование будет про­
водиться на основании известной теоремы 
Планшереля (см. [2], стр. 93 или [3], 
стр. 273). Для того чтобы иметь возмож­
ность применить эту теорему к ис­
следованию сходимости ряда (5), пре­
образуем этот ряд, пользуясь доказанной [в [6] леммой 11. Эти преобразо­
вания, а также некоторые предварительные замечания, изложим в виде ряда 
лемм. 

Лемма 1. Пусть краевые условия (2) регулярны. Тогда если | ^ | - < Х " ~ 
достаточно широкая полоса на комплексной плоскости X, содержащая все 
собственные значения параметрической задачи (4), a \Ck) (fe= 1,2,...) — 
произвольная последовательность концентрических окружностей с центром 
в начале координат и радиусами Rk (k = 1, 2 , . . . ) , удовлетворяющая ус­
ловиям леммы 12 из [6], то частичную сумму uik)(x,t) ряда (5), состоя­
щую из членов, соответствующих тем собственным значениям Xs 
(s = 0, ± 1,...) задачи (4), которые лежат внутри окружности С*, можно 
представить в виде 

и k) (x,t) = S ( 2(Г) Yis)
b (x) e1** as) = - M У (*. *) Do"1 (X) ext hQ (X, f) dX, 

r=i\ s я*« / 2™ ik 

(10) 
где s eo внутренней сумме слева пробегает те номера собственных зна­
чений Xs (s == 0, ± 1,...), которые лежат между окружностями Сг-\ и 

ФИГ. 1 
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С г {при г = 1 окружность Сг-г отсутствует), где справа через со̂  обоз­
начен контур криволинейного четырехугольника [ [Я\\ <]у, |Х| <!/?&], вы-
резаемого окружностью Ск из полосы \Я\\^у (см. фиг. I), a 

М и ) = - - - ( М « + Т * о ) У ( ° ' Х ) l V - 1 ( ^ > ^ " 1 ( c ) f ( c ) ^ + MfM + Pf«) 
о 

(И) 

М>(Х) = | ^от- - f Л/0 ) >"(0, X) + (Р0 K - f Qo) П ' . X). 

причем матрицы М0, Р0, Л/0 // Q0 строятся по формулам (37) ш [6], а 
матрица Y (х, X) а «шсло у —те же, что и в теореме 1 из [6]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из свойств билинейной формы [f(x), g(x)\ 
tf(*)6D2(0,/), g(x)£Dl(0,l)i см. [5], § 2) следует, что 

HS) / л А / c f ПВД* s ̂  = Y%s(x)e'*T[f(Z),Z%8®Bs " 1 

i Л
7 ^ v < s ) * / = [f(c),Z^s( jc)Bs-1e s У^| (x)] = 

i t 
'" =[f(t), {Y%8{x)e * B^ZX(*))•] (s = 0 , ± l , . . . ) . 

Но, согласно лемме 11 из [6], 

As) It 
Y(

n
sL(x)e s ВТ1?*! (S) = - выч G(x,c,l)eKl, 

л = Х,. 

а потому 
i j it) YflXx) e s as = - [f (Q, {выч G(x, 5, X) eAr}*]. 

,(*), 

(12) 

(13) 

(14) 

Исходя из этого, частичную сумму w (x,t) ряда (5) можно переписать 
в виде 

tj}k)(x,t) = ~2i ( 2 ( Г ) № {вычС(*, £,Х)ех' }*]) = 

/(£), 2 ( 2 < Г ' BbwG(x,5,X)ew) 
I г=1 V s x = x s / 

f(S)' M r J 0(дс, E,X)ewrfxf 
<°£ 

(15) 

Подставим сюда вместо G (л:, с, X) его выражение 

G(x, ?, X) =. К(*, X) D-^XXAfX + N) Y (0, X) Г" 1 ^ , X) Л" 1 ® + Н (х, ?, X) (16) 

(см. [6], § 3, формула (133)). Здесь Н (х, с, X) — целая аналитическая функ­
ция Хдля хф\ ( 0 < * < / ; 0 < ? < / ) , а потому — f H(x,i,\)eud\ = 0, 

2 т г Ч 
я из равенства (15) получим: 
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U(k) {X, t) : *{=i f (S), — Y(x,X)D^(k)(Ml+N)Y(0,\)Y'%\)A^^)eltdX 

_ J_ f У(х,Х)О-1(Х)(УИХ + Л/)У(0,Х)ех/[Г(5),Л*~1(5)-У*~10Д)1<Л. О7) 
^ ' e f c 

Преобразуем подынтегральное выражение. Имеем: 

D"1 (X) (MX + N) Y (0, X) [f (с), Л* ̂ (fc) Y'-1 (i, X)) = 

= D _ 1 (X) (MX + N) Y (0, X) J У""1 (c, X) Л"1 (f) f (I) dl + F (X), (18) 
о 

где 
F (X) = - D"1 (X) (MX + N) Y (0, X) [У - 1 (0, X) A'1 (0) R* + 

+ У"1 (/, X) Л"1 (О V'} [Mf (0) + Pf (/)]. 

Из тождества 
D""1 (X) (MX + N) Y (0, X)= - D"1 (X) (PX + Q) Y (I, l) + E 

следует, что 
F (X) = - D1 (X) [(MX + Л?) A~l (0) Я* -

- (PX + Q) A~\l) V'][Mf(0)+Pf(t)]-Y-1(l,-k)A-1(t)V* [Mf (0) + Pf(/)]. 

Так как согласно равенствам (31) из [5]] 

МА-\(0)^ -РЛ _ 1 ( / )У* = 0 и NA^WR' -QA-1 (t)V* *= Ёд, 

где матрица £ 9 получается из единичной матрицы заменой последних п — ц 
единиц по диагонали нулями, то 

[(MX + N)A-\(0)Fi - (PX + Q)A'1 (/) V*] [Mf (0) -f Pf (/)] = 

= £ ? [Mf (0) + Pf (01 = Mf (0) + Pf (/) 
и, следовательно, 

F (X)= - D - 1 (X) [Mf (0) + Pf (/)] - У ' 1 (/, X) Л ' 1 (/) V* [Mf (0) + Pf (/)]. 

Подставляя это выражение в равенство (18), а потом в формулу (17), по­
лучим: 

и(к) (х, t) = ~ \ [У (х, X) / Г 1 (X)ew ft(X, f)] dX + 

+ f j К (x, X) extY^ (I, X) Л ' 1 (/) V' [Mf (0) + Pf (/)], (19) 

где 

А(Х,/)=-(Л1Х + ЛОУ(О,Х)5 У-Ч<ДМ _ 1 (&)ШЛ+[Л^(0) + Р/(ОИ20) 
о 

Так как подынтегральная функция во втором интеграле выражения (19) есть 
целая аналитическая функция X для каждого (x,t) ( 0 < x < / ; 0 < / < Т ) : 
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то этот интеграл равен нулю, и мы получаем следующее представление 
частичной суммы u{k) (xy t) ряда (5): 

а{к) (* , / )= — f Y (х9 X) D'1 (к) ext h (X, f) dk. (21) 

Для того чтобы получить формулу (10), представим матрицу D(X) в виде 

D(k) = S(\)D0(i), 
где 

A,W = ( Х + jN0) Y(0,k) + (Р0 + -LQ0)r(/,X) 

и (§ (X) — диагональная матрица, имеющая на первых q местах по диагонали 
(q = rang || М, Р ||) числа X, а на остальных п — q местах — единицы. Мат­
рицы УИ0, Р0, N0 И Q0 строятся из матриц М, N, Р и Q по формулам (37) 
из [6]. Подставляя £>-1 (X) = Ц Г 1 ^ ) ^ " 1 ^ ) в формулу (21), как раз и по­
лучим форхмулу (10), причем 

i 

^MoT±N0) Г(0,Х) j У"1(?Д)Л-1(5)/(6)rf;+ Aff (0) +/>/(/) 

Лемма доказана. 
З а м е ч а н и е . Идея представления частичной суммы ряда (5) в виде 

суммы вычетов, а потом в виде контурного интеграла, содержит в своей 
"основе идею известного метода Коши решения с помощью теории вычетов 
смешанных задач для дифференциальных уравнений математической физики 
(см. [4], стр. 261, а также [7], [8]). 

Изучим более подробно выражение А0(Х,/) как [функцию X в полосе 
| Л X | < <у, где т — число из леммы 1. 

Л е м м а 2. Если | х | -> + оо, т з (Эля любой функции f (х) 6 D2 (0, /) $г/я/с-
адя ф (а, х) = ||А0 (а -f ^» /)|| -> 0 равномерно относительно а (—у < а ̂  у). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из асимптотической формулы 

х 

Y(x,\) = К(х) + Я 0 (х, X) 1 J 

е о (22) 

(0 < .v < /; \Ж\ < у) (СМ. [6], § 1) и формулы (11) следует, что 

А0(X, /) = - M0Y (0, X) J Г-i(с, X) Л-i (5)7(5)d\ + o(j-) = 
о ^ 

I 

== - / И Д (0) J £> "о * / Г (:) Л"1 (?) f (£) rfC- + О J j -

( | J ? X | < T ) . 

(23) 
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А это значит, что для доказательства леммы достаточно доказать, что при 
| т | - > + оо и | а | < 7 

е 
f, - х ( л - м с ) ^ 

/zl(x, / ) = ф о fi№)de —о 
о 

равномерно относительно о (|о[ <у ) (здесь/^ (с) = /С""1 (с) Л-1(с) /(c)). Для это­
го при заданном е > 0 выберем непрерывно дифференцируемую функцию ср(£) 

(О < £ < ; / ) так, чтобы она для | Я \ | < у удовлетворяла неравенству 

/ ~ХГЛ-1(С)Й?С 

\е о [fi(S)-?(S)ld; <f« (24) 

и произведем разложение 
/ -X (*Л-1(С)Л 

i -Х(*Л-1(С)Л ^ - х Г д - 1 ( С ) Л 

= §е о [/i (5) — «р 0)1 di + 5 в о 9(S)dS (25) 

Второе слагаемое в этом разложении преобразуем интегрированием по частям: 

/ — х Г д - 1 ( С ) < * С z -хГл-1(смс 
— в ° 

US 
Л ф Ч р ф Д : 

(C)rfC 

- в ° Л(сМ5) 

- X Г А-» (С) dC 

о л *' о de 

Если |«^л|-<7> а |х|->оо,то 

Г - X Р А - » ( С ) < / С 

^в о ?(с) d-; 

+ 14 

1 (О <*С 

-X А-*(С)</С 
6 Л (5)<p(5) + 

' J A - ' — d ^[A(?)<p(6) ]d5 | |< | . (26) 

Из неравенств (24) и (26) и равенства (25) следует, в силу произвольности 
е, что hx (о + /х, f) —> 0 равномерно относительно а (| а | <; у) при | х | —> оо. Лем­
ма доказана. 

Лемма 3. Функции ср_ (х) = h0 (— у + /х, f) u ср+ (т) = /i0 (у -J- /х, f) 
•(— оо << х < + оо) для любой функции f (х) € D2 (0, /) принадлежат про­
странству L2(—оо, + оо). 
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Д о к а з а т е ль с т в о. Прежде всего заметим, что функции и 
- 7+^ Т ~г л 

(—- оо < т < -[- оо; Т^О) принадлежат пространству L2(—°о, °°), а потому 
этому пространству принадлежит всякая функция F (± «г + *т) 

±7 4- ^ 
(— оо < т < 4- оо, у > 0), где функция F(± -у -f /т) (— оо < т < + оо) огра­
ничена. Имея это в виду и пользуясь асимптотической формулой (22), пред­
ставим h0 (X, f) в виде 

А0(Х, /) = - MQY(0, л) \ Г " 1 (с, X)A-1(i)f(i)di-

л^0к(о,х)1;г-1(е,х)л-1(?)/(е)^~м/(0)-р/(/)] = 

= -лус(0)\^ о /c-i(6)i4-1(6)f(e)dg+^^-), 
6 х 

(27) 

где матрица /^ (X) — аналитическая и ограниченная функция X для X = ± ^ -j-
4-/т (—оо<т<;Н-оо , Y > 0 ) . Тогда для доказательства леммы достаточ­
но доказать, что принадлежит пространству 12(— оо, со) функция 

л 
/С"1 (6) Л-^б) f (S)rf6 =SJe о fi#)d(G),(28) 

±Tj'A-MC)rfC 
гАе g" (?) — е ° /С а (S) Л х (с) /" (с), а это значит, что нужно доказать, 

ЧТО ^ | | ф ( т ) | | а Л < + оо. 

ф! (•=) j 

i М1 
и g(&) = 

A( t ) 

l«r» (?) ' 
Пусть ф (т) 

да из формулы (28) получим, что 

(— оо < т < оо; 0 < £ < /). Тог-

/ _ / t f v - l (C)dc 

<Ы*) = $* о gm(t)dt ( m = l , 2 , . . . , / i ) , (29) 

где vm (5) (0 <;?<: / ) —диагональные элементы матрицы Л(£). Докажем, что 

С |фт(т)|2^т < 4- °о (т = 1, 2 , . . . ,/г). Для этого в каждом из интегралов 
— оо 

(29) сделаем замену 

ТЧт = ^ V-1 (С) rfC ( 0 < £ < / ) . (30) 



Решение методом Фурье несамосопряженных смешанных задач 241 

Пусть с~хт(т]т), где 7jm принадлежит отрезку Тт с концами 0 и 1т = 
i 

= {v-i^dc (m^=l, 2 , . . . , /г), — функции, обратные функциям (30). Так 
о 

как функции (30) монотонны и имеют сохраняющую знак непрерывную про­
изводную, то такими же свойствами обладают и функции с = хт (t\m). При 
этом из формул (30) и равенств (29) получим, что 

ф т 0 0 = ^ e~l^m gm [Хт (Т\т)} Vm [Xm ( т ] т ) ] dl\m (31) 
О 

( т = 1 , 2,...,л; Zm = Jv-i(S)dg). 
О 

Построим функции gm (у\т) (— оо < 7jm << -)- оо; m = 1, 2, .. . , п) по фор­
мулам 

- J 0 вне Тт, 
gm (rim) = { gm [Xm (7]m)] Vw [Xm (Tjm)] Ha T w . (32) 

Эти функции, очевидно, принадлежат пространству L2(—оо, оо). Из формул 
(31) и (32) следует, что для любых достаточно больших Rx и R2 

* m W = J e-'x^g(7]m)d7]m ( ~ о о < т < + оо; m = 1, 2, . . . , л). (33) 

Но тогда из теоремы Планшереля получим, что фт (*)dL2(—• оо, оо)? 
(т = 1, 2,. . . , л), т. е. 

4* со 

5 1фтС01*Л< + °° (m=l, 2, . . . , л). 
—со 

А это значит, что 
-}-со П -{-со 

$1№(*)11я*=2. $ l4>m(x)|2dx< + °o. 
-со m=i -со 

Лемма доказана. 
З а м е ч а н и е . Применяя равенство Парсеваля, легко доказать, что 

оо / 

$||ф(т)||Мг<К j||f(x)||«d*. 
— со О 

а отсюда, — что 
± i+ioo I 

\ \\К(\ Щ | Л | < ^ (5ll/W|r^4-||f(0)||« + ||/(/)||a), 
± i—ioo О 

где К и Кг не зависят от выбора f. 
Лемма . 4* Если ф (t)6L2(—оо, оо), то интегралы 

ь 
и+ (x,t,a,b)= J Г (х, у + ix) е<т+л) * ф (Т) dx, 

й (34) 
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при а—» + оо и &-> -j- °° сходятся по норме пространства L2(0, /) равно­
мерно относительно t 6 [О, Т]; точнее: существуют функции и+ (х, t) 6L2 (О,/), 
и~ (х, t) 6 L2 (0, /) (0 < / < Т), для которых при а -> -f" °° w 6 -> 4- оо 

J ||а+ (*, *, а, 6) — а + (*, 0|/2 d* -> О, 
о 
I 

С || а~ (л:, t, a, b) — *Г (х, t) \\2 dx->0 
(35) 

равномерно относительно 16 [О, Г]. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Проведем доказательство леммы для первого из ин­

тегралов (35). Для этого воспользуемся асимптотической формулой (см. [6], 
формула (15)) 

У(хЛ) = К(х) Н0 (*, X) 

X 

* ( * )« 

J А"1 (С)j ж 
+ 

. Г А-» (С) Л 

Н(х, X) 
X 

(36) 

<(|J/? Х| <; if), где Я (х, X) — аналитическая и равномерно ограниченная функция X 
<|J?X|<;7) для каждого х£[0, / ] . Имеем: 

(Т+/т) t 
и+ (х, U a, b) = \ Y (х> Т + i*)е Ф (х) dz: 

т Г*£+ [ А-1 (С) <К 1 £ /т \tE + Г Л-1 (С) d(\ 

= К{х)е о J в о ф(т)<*с + 

+ 5 7 + ^ ф (х) dx (37) 

Л(7+Л)/ Так как функция #(*, т + " ) *т (0 < х < /; 0 < * < 7; —оо < т < + оо) 
равномерно ограничена, а функции 

т +•« 
И ф (х) (— оо << х < +- оо) 

принадлежат пространству L2(— оо, оо), то интеграл, представляющий второе 
слагаемое в выражении (37), сходится равномерно относительно (х, t) (0 <; х <; /; 
О < / < Т) при а-> + оои6-> + оо,и, следовательно, он сходится по норме 
пространства L2(0, /) равномерно относительно /б[О, Г]. Сходимость же ин-

X 

теграла V е ° ф(х)Л по норме пространства La(0, /) следует 
— а 

из теоремы Планшереля. В самом деле, если 

ФхМ 
ф(х) 

ФдСО 
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то 

Ь ix \tE+ Г А-1(С) Л 1 
5 в ° ф(х)^х: 

Но 

Z7 /х (*+ Г v " 1 ^ ) <*С) 

S фл СО ^^ 

6 ^ ^ + f v - l ( C ) ^ ) b 

б ° ф«С0^ = ^ ' " фш(х)^х, 

где т^ = С v"1 (С) Л (т= 1, 2, . . . , я), а потому, в силу теоремы Планше-
о 

реля, существует функция <pw Cfyn + 0 (— °° < ]̂m + t < + оо), принадле­
жащая пространству L2(—оо, оо), такая, что для достаточно больших а > 0 
и 6 > 0 при всех *6{0, Г] 

5 \?т (У]т + 0 - J *'* (l,* + % , (0 dx|2 ^ m < 8 (38) 

( m = 1, 2,. . ., п). 

Отсюда следует, что 

*m b 

< 
о 

df\m < e < \ | ?« (Ч* + 0 - jj e" <1)т+/) фт(х) ̂  | 

{т= 1, 2, . . . , л ; /m=jj v-^QdC; - с о < х < + оо). 

о 

Но так как dyim = ^m1(x)dxt то 

' * * *Х [' + J V"»1(i:) Л ] I2 

SI ** [* + S v"«1 (e) d ; ] - S e ° Ф» w d T I ^ w d x . 

(39) 

> 

г x ь h[]->„1^^+t] 
> / П о 5 | ? т р + ^ « 1 ( С ) Л ] - J e 0 4»m(x)dT 2tfx, (40) 
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где т0 = min | vm
 г (х) | (0 < л; < /; m = 1, 2, .. ., я). Из неравенств (39) и (40) 

получим: 

{ * b tx [* + J vmX (C) Л ] 
S^mlt + ^m1^)^)- J * 0 ф т ( т ) Л | 2 ^<_^_ 
0 1 X О У -а \ Щ 

( m = l , 2 , . . . , / r , 0 < / < T ) . 

В силу произвольности г сходимость* интегралов \ е ° фтМЛ 
— а 

Л: 

Z? /х Г/£Ч- f А-МС)Л| 
(т = 1, 2 , . . . , л), а вместе с ними и интеграла \ е ° ф (т) dx, 

—а 
очевидна. Тогда из представления (37) следует равномерная относитель­
но t б [0, Т] сходимость интеграла и+ (х, t, a, b) по норме пространства 
L2(0, /). Так как доказательство сходимости интеграла иГ (х, t, a, b) вполне 
аналогично, то лемма доказана. 

Л е м м а 5. Пусть краевые условия (2) регулярны и пусть 
Ft (*,*) = - J - Л у (x, X) D71 (X) еи h0 (X, f) dk, 

k 

F~k (x, t) = - J - \ Y (x, X) Do-1 (X) elth0 (X, f) dl 
(41) 

2ni „ 
Ck 

(k=l, 2 , . . . ) , 

где Ct и Си—верхняя и нижняя дуги окружности Ck, входящие в со­
став контура сол (см. фиг. 1). Тогда для любой функции f (;c)€D2(0, /) и 
fe-> oo вектор-функции Ft (X, /)—»0, FT (х, t)-+0 равномерно относитель­
но (х, t) 6 £1. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из леммы 5 работы [6] следует, что в некоторой 
В-окрестности дуг С/ и С̂ " (&= 1, 2 , . . . ) имеет место неравенство |Д0(Х)|> 

1 м DoW > /л (8) > 0, а это значит, что в этой окрестности функция D0 (X) 
Д0 (X) 

ограничена. Из леммы 2 и ограниченности матрицы У (х, X) (0 < х < /; |J?X| < f ) 
тогда следует, что подынтегральные функции интегралов Ft (х, t) и Fk (x, t) 
при k->oo стремятся равномерно к нулю. Так как при этом длины дуг 
Ct и Ck (k=l, 2 , . . . ) остаются равномерно ограниченными, то это дока­
зывает лемму 5. 

Установленные леммы дают возмсжность легко доказать следующую 
основную теорему настоящего параграфа. 

Т е о р е м а 1. Если краевые условия (2) регулярны и f(x)£D2 (0, /), 
то ряд (5) сходится по норме пространства М2 (Q) при некоторой (а имен­
но, такой как и в теореме разложения 6 из [6]) группировке его членов. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пользуясь леммой 1, частичную сумму u{k)(х, t) 
ряда (5) представим в виде (10).. Интеграл по контуру со̂  разложим на че­
тыре интеграла, соответствующие четырем гладким кускам этого контура: 
двум вертикальным хордам окружности Ск: [J/?X = — «у; — hk < Cfk < hk] и 
[М X = у; — hk < JX < hk]9 и дугам Ct и СГ- Получим: 

ит (*, t) = J - ? [Г (х, т + /х) D о""1 (т + *) *(7+Л) Ч (Т + " . /) -
2тс J 

-н 
- Y (х, - т + /х) Do"1 ( - т + *0 в("т+/т) Ч ( - Т + ^ f ) ]* + 

+ F£L(x, t) + FI (*, 0, (42) 

где 2hk — длина вертикальных хорд, a F£ (x, t) и /*&"(*, 0 — интегралы по-
дугам С "̂ и Си (см. лемму 5). Если у было выбрано достаточно большим, 
то на прямых j/?X = f и ?̂Х = — Т функции ДГ^у + гО и " ^ 1 ( ~ ~ Т + *т) 
{— оо < т < -f оо) ограничены, а тогда из [леммы 3 следует, что функции 
Ф* СО = ATfy + *0 Л0 (Т + fr, f) и фГ (х) = D71 ( - Т + iz) h0 ( - T+/x, /) при­
надлежат пространству L2(—оо,оо). Из леммы 4 вытекает равномерная 
относительно t б [0, Т] сходимость при Je -* оо интегралов 

•Т + /т)в (-7+ 'т) 'фГ(х)Л 
(43) 

по норме пространства L2 (0, /). Так как при k —> оо F^ (x, t) —> 0 и Fи (х, t)-+ 0 
равномерно относительно (х, t)dQ>,' то отсюда следует равномерная по 
t 6[0,7'] сходимость последовательности u(k> (xy t) (k = 1, 2,. ...) по норме про­
странства L2(Q)« 

Для доказательства теоремы достаточно доказать еще равномерную схо­
димость последовательности Mu{k) (0, t) + Pu{k) (/, *) ( 0 < f < Г; fe= 1, 2,. . .) . 
Для этого заметим, что щ построения матриц М0 и Р0 (см. [61, § 2) следует, 
что 

j | М [u{kt) (0, t) - и(Л) (0, 01 + Р \u{kl\U t) - и{к) (/, 0lll< 

< /|М0[и™ (0, # - а(/г) (0, 01 +Р0 \ti(kl) (/, t) - um (/, Olll (44) 
(fe, fe1=l, 2 , . . . ) , 

â  потому для доказательства сходимости последовательности Mu{k) (0, /)-f 
4- Ра(А:) (/, 0 (k = 1, 2 , . . . ) достаточно доказать сходимость последовательно­
сти ЛГ0и(Л) (0, /) + P0u{k) (l,t) (0 < t < Г; fe = 1, 2,. . .). Пользуясь леммой 1, 
представим последнюю в виде 

M0u{k)(0,t) + P0u{k)(t,t) = 

= - V ^ [М0У (0, л) + Р0У (/, X)] Do"1 (X) elthQ (X, f) dX (45) 

( * = 1 , 2 , . . . ) . 
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Но 
M0Y (О, X) + P0Y (I, X) = D0 (X) - 1 [N0Y (О, X) + Q0Y (/, X)], 

Л 

а потому 
М 0 ^ ( 0 , t) + PQu{k\U t) = - М ^Ao(X, / )dX-

- - L . J ±[N0Y (0,X) + Q0F(/, X)]D0"1(X)ewA0(X> /)dX. (46> 

Подынтегральная функция в первом интеграле имеет единственную особую 
точку— полюс Х = 0, а потому 

^— \ euhQ(\, f)dk = вычех//г0(Х, /) = 

= - N0Y (0, 0) J Г" 1 (S, 0) Л"1 (с) f (5) Л + М/ (0) + Р f (/). (47> 
о 

Пусть теперь kx > k. Тогда из равенств (46) и (47) следует, что 

М 0 \u{ki) (0, 0 - и(к) (0, /)] + Р0 [«<*'> (/, 0 - «<*> (/, /)] = 

= $F(*,X,f)dX- J f ( / , X,/)rfX, (48). 

где 
F (/, X, /) = —±r 1 \NUY (0, X) + QQY (I, X)] D^1 (X) ex' A0 (X, f). 

ZKI к 

Для оценки выражения в правой части равенства (48) при достаточно-
больших k и ki заметим, что 

|| [N0Y (0, X) + Q0Y (/, X)] Do"1 (X) е* || < ш5 < + оо, 

когда X находится на любом из контуров со̂  (k — 1, 2, . . .) и / 6 [0, Г]. 
Тогда для / (х) 6 D2 (0, /) будем иметь: 

11̂  С Х- Ш К ^ И М * . /)||- (49> 
Но (см. фиг. 1) 

Н 
§ F(t, К f)dk = i J [F(t, т + /т, /) - f(/, _ т + / т , f)]dx + 
"k ~hk 

+ j f ( / , X, f)dX+ J F(/, X, /)dX (50> 

и так как ||й0(Х, / ) | | -*0 , когда |Х|-*оо и | | ^ ? X | | < f (см. лемму 2), а 
длины дуг Ck и Ck ограничены при &->оо, то два последние интеграла в 
равенстве (50) равномерно стремятся к нулю, т. е. для достаточно боль­
шого k 

F(t,l,f)d\\\<j, f$F(t, X, / ) d X | < i - . (51) 
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Так как k±^>k, то соотношения (50) и (51) сохраняются после замены в. 
них k на ki. Но тогда из равенства (48) получим, что 

\\Mo[u{kt)(0, t)-uw(0, t)) + PQ[u{k,)(l, t)~u(k)(l, t)]\\< 

4 
<l |» j [FV, T + /T, f)-F(t, -y+ix, f ) ] dx -

- i j [F(t, y+h, f)-F(t, - T + /T, f)]rft|| + | 8 < 

< | | §[F(t, i + i-z, f)-F(t, - T + « , f)]dx\\ + 

+ 11 [I? (t, Y + " . f)-F(f. - T + « , f)] dx | | + ^ e. (52>> 

- 4 3 

Из неравенства (49) следует, что для / б [0, Т] 

**. 
j [F( / , y+h, f)-F(t, - т + iT, f)]dx| |< h & 

J |7 + «T| J I - T + /TI .- IT + ^ I ,J I —T + 'Tl 

Так как £L 2 (—oo, оо) и ||/*0(т + 'т> /) || € L2(—оо, оо) (см. лем-
I 7 + *ч I 

му 3), то для достаточно большого k 

<w* I/ г-I/ Мт+'т'/) ^х< — 
hk hk hk 

Точно так же доказывается, что 
k> m 8 | J M - 7 + /T, f)\\dT L 
J | _ Y + /X | 12 ' 

Из^неравенства (53) следует тогда, что 

Ч 
II j>( ' , Y + /T, f)-F(*. - т + ". f)l^|l< J-

Аналогично доказывается, что для достаточно больших k и /?х 

А * 

J II 6 

-ч 
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Неравенство (51) тогда доказывает, что если t б [О, Т], kx > k и fe — доста­
точно большое, то 

|| М0 [а(*1} (0, t) - u{k) (О, t)] -f Р0 [м(Л1) (/, 0 - и(Л) (/, 01II < е, 

а это значит, что последовательность Л40а(Л)(0, t)+Poii{k) (I, t) (&=1,2,. . .) 
равномерно сходится. Теорема доказана. 

Из определения пространства] М2(£2) следует, что если и(х, t)(zM2(Q), 
то и(х, 0)eD2(0, /) и || и (х, 0) l |D a ( 0 i / )<| | t / (x, 011ж2(ог ВвиДУ ЭТ0Г0> а 

также поскольку ряд (5) при t = 0 обращается в разложение функции 
f (х) 6 D2 (0, /) по собственным и присоединенным функциям оператора L0, 
из теоремы 1 и теоремы 9 из [6] имеем] 

С л е д с т в и е . Если краевые условия (2) регулярны, то разложение 
любой функции f (х) б D2 (0, /) по собственным и присоединенным функциям 
оператора Ь0 сходится по норме пространства D2(0, l) (при такой же 
группировке членов как и в теореме разложения) к функции f(x). 

§ 2. Классическое решение 

О п р е д е л е н и е . Функция и(х, t) ( 0 < л ; < / ; 0 < £ < Т ) называется 
к л а с с и ч е с к и м ре'шением задачи (1), (2), (3), если она непрерывно 
дифференцируема по х и t (0 < л; < /; 0 < £ <; Т) и удовлетворяет уравне­
нию (1), краевым условиям (2) и начальным условиям (3). 

Найдем достаточные условия, которым должна удовлетворять функция 
f (х) б D2 (0, /), чтобы сумма ряда (5) была классическим решением. Для 
этого исследуем равномерную сходимость ряда (5), а также рядов, получен­
ных из него почленным дифференцированием по х (0 <; х <: /) и по 
t ( 0 < / < T ) . 

Это исследование требует дальнейшего преобразования контурных интег­
ралов (10), дающих представление частичных сумм ряда (5), чем мы сейчас 
и займемся. 

Лемма 6. Если краевые условия (2) регулярны и функция f(x) 
(0 <; х <; I) абсолютно непрерывна, то при обозначениях леммы 1 частич­
ные суммы u{h) (x, t) ряда (5) для достаточно большого k можно пред­
ставить в виде 

u{k)(x,t)=K0(x,t)f(l)-

-±\Y(x,\) Do"1 (X) I eu [Ax (X, f) + ft'0' (X, /')] dX, (54) 

где 

hi(K f) = (M0 + ±N0"jF(0, X)f(0)+ J > 0 + 1 Q O ) F ( ; , X)f(/)_ 

-Mf(0)-Pf{l) + (Mo+±.No}Y(0, XJjr-^fe, X)i£|_*Lf(Qd5, (55) 
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hT (К f) = Ы0 + 1 N0) У (О, X) j У"1 (С-, X) F (S, X) f (i=) d5 (56) 

w матричнозначная функция KQ{x,t) = ^выч — Y(x,l) Y~i(l9'k)F(l9'k)eu 

непрерывно дифференцируема по х и t (0 < ;* •< I; 0 < ^ < ; T ) , причем 

B<£)' F(i, X) 

Если же, кроме того, функция f (x) (0 <; х <; /) абсолютно непрерывна, 
то те же частичные суммы u{k) (x, t) допускают представление 

,(*) uw(x, ^ = Ко(х^)!(1)+-КЛх^)П1у 

Ц Y(x, ^ n - i - И * 
т. J 2ni A 

'h^K / ) + | М * . f') + ~h3(X,f") 
А A 

dX, (57) 

где 

Л2(Х, n = ( A f o + ^ o ) f ( 0 , *M(0)F(0, X)f(0) + 

+ (P0 + { Qo) F (I, X) Л (0 F (I, X) f (I) + 

+ (M0 + i JV0) У (0, X) j У-1 (5, X) I [F (c, X) A (5) F (c, X)] /' (5) dc, (58) 
0 

A3(X, f'>)=(M0 + ±N0) У(0,Х) | У ^ ( 5 , X)F($, Х)Л(6)^(?, X)/"(?)# (59) 

и матричнозначная функция 

Кг (x, 0 = 2 B b I 4 l J ^ (*> X) У"1 (/, X) f (/, X) A (I) F (I, X) eKt 

непрерывно дифференцируема по х и t (0 <; x < /; 0 <; t <; T). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из леммы 1 следует, что 

u(k)(x, *) = - ! , Г У (;;, XJDcT^XJ^AotX, f)dl, 

где 

^o(^/) = -(M0+iivojy(0, х)|у-х(г,х) ^^(Df^d? 

(60) 

Mf(0) + Pf(l), 

(61) 

Из леммы 5 работы [5] следует, что матрща У * (£, X) удовлетворяет урав­
нению 

dx 
Y~x{x, X) + Y'1(x,\)A-1(x)B(x) ^kY-1(x,\)A~1(x). (62> 

2 Математический сборник, т. 49 (91), № 3 
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Отсюда следует, что 

Y~%\) А-1 (?) = [ | [У"1 (с, X)]j[S (?) - 1ЕГ1 = - -{-[Y-1 (?, X)]J F (5, A), 

где /=•(£, A) £ — В (£) при этом мы считаем | XI столь большим, что 

det ( £ =^0j. Пользуясь последней формулой, преобразуем выраже-В(&) 

ние D0 * (X) h0 (X, /) при условии, что функция f (х) (0 <; х <! /) абсолютно 
непрерывна. Из формул (61) и (62) имеем: 

D»l(\)h0(k, f) = 

= Do"1^) ( М 0 + iyV0) У(0, X)J Ц - И ^ в W 6 X)f (?)# + 
' ' 0 * 

+ 1DO-1(X)[/W/(0) + P / ( 0 ] = 

= 1 Do"1 (X) [ M0 + 1 N0) У (0, X) У"1 (с, ,) f (f, X) f (c) |< -

- i D o - ^ X J ^ M o + i - i V ^ y ^ к)\\Y~\l, X)|[F(c, X)/(S)]d5-

Mf(0)-Pf(l) (63) 

Пользуясь тем, что 

Яо"1 (X) ( М0 + 1 NQ) Y(0, X) = Е - Do1 (X) (ро + ±Q0)Y(/, X), (64) 

преобразуем первое слагаемое в выражении (63) следующим образом: 

- i D „ - 1 ( X ) ^ o + | ^ 0 ) r ( 0 , Xjy-^S, X)F(?, X)f(c)|^ = 

= YK _ 1( / ' x ) f ^ ' ^ Ш О - ^ Д Г ' М ^ о + у С о ) ^ x)f(/) + 

M o + y t f 0 ) F ( 0 , X)f(0) 

Подставляя в выражение (63), будем иметь: 

Оо_1(Х)А0(Х, f)^±-Y^{l, \)F(l,\)f(t)~ 
А 

- i D o ^ W ^ A l o + i - i V o j f ^ , X)/(0) + 

+ [P0 + jQo)F {l,l)f(l)-Mf(0)-Pf(l) + 

+ {Mo+lNo)Y(0, Х ^ У " ^ , X ) ^ [ F ( C , X)/(5)]dc} = 

file:///Y~/l
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к Л 

ЕСЛИ теперь полученное выражение подставить в формулу (60), то как раз 
и получим представление (54). 

Если же f (х) (0 <; х <; /) абсолютно непрерывна, то преобразуем выра­
жение /40)(л> П посредством еще одцого интегрирования по частям. Из 
формул (56) и (62) имеем: 

£о~>)/4>, /') = 

= _ 1 D 0
1 ( A ) ( M 0 + ±ЫЛ У(о, щ |у"1(ед)1г(с,х)Л(с)^(ед)Р(е)^= 

0 L J 

= -1о„-1(Х)(М0 + ^ с ) Г ( 0 , VY-1^ X)F(g, Х)Л(^(с, X)f'(?)|J + 

+ iDo-^^MoH- |JV0) У (0, X) J У ^ , X)|[F(«, X) Л (i)F.(?, X)f (g)]dg. 

Применение тождества (64) показывает, что 

Яо1(Х)(мо + j i V 0 ) r ( 0 , Xjy-1^, X)F(S, X)^(g)F(5, Х)Г(6)|̂  = 

= y-1(/, X)f(/, Х)Л(0^(/, x ) f ( o -

- D0\(X) [ (>0 + 1 Qoy (I, X) A (t) F (I, X) f (0 г 

+ (м„ + { Q0) f (0. x ) л (0) ^ (0. *) Г (0) j -

А это значит, что 

Do1 (К) hf (X, / ' ) = - { Y^ V> X ) F (l> X ) A W f ('• X) П 0 + • 

+ i D„ x (X) ^Mo+±Noy (0, X) Л (0)F(0, X) f (0) + 

+ ( 4 + { Qo ] f (Л X) A (I) F (I, X) f (I) + 

+ (^M o+|iV o)y(0, X)^y^(c,X)|[F(e, Х)Л(^(5,Х)Пб)]<й} = 

= - - F - ' ( i , X)F(Z, l)A(l)F(l, X)f'(l) + lDo1(k)lh2(K f') + h3(l, f'% 
X A -

Подставляя полученное выражение в формулу (54) и учитывая то, что 

A-!±e*Y(x, А ) У Ч ( / , X)f(/, l)A(l)F(l, b)f (t)dk = Ki(x,t)f'(l), 
2ni J X2 

получим представление (57). Лемма доказана. 
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Л е м м а 7. При выполнении условий леммы 6 для функций h1(\, f) и 
h2(K, f) имеют место представления 

hi (X, f) = Nj (0) + QJ (/) + 1 ft<x) (X, /), (65) 
л 

hi (K f) = Nj (0) + Qx f (1) + j-^MoB (0) + N0] f (0) + [P0B (I) + Q0] f (I) + 

+ M0Y (0, X) 5 Г" 1 (5r X) Г | б (5)1 f (5) dS} + i А?> (X, /), (66) 

/ц (X, f) = М0Л (0) f (0) + Р0Л (/) f (I) + 

+ м 0 Г(о, x ) ^ - 1 ^ , x)r^H(a)]f(c)di + | M 1 , ( x , / ' ) , (67) 

где iVi = УИ0 — Af, Qi = P0 — P и функции hf (X, f), h[2) (X, f) « Й*1» (X, f) 
на контурах a>k (k — I, 2, . . . ) при некоторых достаточно больших тъ 
т2 и т3 удовлетворяют неравенствам 

II hf (X, f) || < щ max || f (х) ||, || /*<3> (X, /) || < m2 max || f (x) || 

||А?Ч*. Г) || < т 3 max || f (x) ||. 
0<лг</ 

ЧТО Д о к а з а т е л ь с т в о . Из того, что F($, У)\Е — ̂ Щ = Е, следует, 

F(S, Х) = £ ' + —^(б, Х)В(£) (причем BF = FB). Подставляя это выражение 

в формулу (55) для hi (К f) и учитывая то, что М0 — М = Nx и Р0 — Р = Ql9 
получим: 

К (К /) •= [(MO + J N0J F (0, X) _ М ] f (0) + [(Р0 + 1 Q0jf (/, X) - pjf(/) + 

+ (М 0 + 1 Л / 0 ) У ( О , Х ) ^ - 1 ( 5 ) x)iOp>-f(&)d$ = 

= ^if(0) + Qif(0+fAi14^ /). (68) 

где 
M2)(^ f)= [(Л4о+{^о]^(0, X)fi(0)/(0) + 

+(Л> + { Qo) F (I, X) В (I) f W] + [ iV0F (0, X) f (0) + Q0F (I, X) f (/)' 

+ (M0 + ±NQ) Y(0, X)jF-Vs, X)^[F(i, X)B(mf(i)dc. (69) 
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Для того чтобы получить формулу (66), подставим опять F (5, X): 

= Е - ) — В (£) F (?, X) в правую часть формулы (69). Получим: 
Л 

Aix) Q-, f) = [М0В (0) + iV0] f (0) + [Р0В (I) + Q0] f (I) + 

+ M0Y (0, X) ̂  У " 1 (5, X) [ 1 В($)] f (6) d? + | M2) (X, D, (70) 

где 

№ (X, f) = [M0B2 (0) F (0, X) + N0B (0) F (0, X) + N0B (0) F (0, X)] f (0) + 

+ [P0B2 (I) F(I, X) + Q0B (1) F (I, X) + Q0B (0 F (/, X)] f (I) + 

+ А'0У(0, X ) ^ - 1 ^ , X)|[F(5,-X)B(S)Jf(S)d6 + 
0 

+ УИ0У(0, х Д у " 1 ^ X)^[F(6, X)B2(i=)]f(^- (71) 

Так как теперь приведенные в формулировке леммы оценки h^ и fti2) оче-
/ 5F(g,x) 1 г/^ лч <Ш(£) 

видны отметим для этого тождество —^—- = — F (с, X) — ^ , из которого 

следует ограниченность этой производной j , то формулы (65) и (66) доказаны. 

Из того, что F (5, X) = Е + - В (S) F (5, X) == £ + I F (5, X) В (5), следует, 
л » л. 

что 
F(5, Х)Л(?)^(е, X) = F(S, X)4(l-)+-±-F(«, X)i4(5)B(6)F(S, X) = 

= л(?) + -1ф(е;х), 

где 
Ф(?, X) = F(c, X)^(«)B(6)F(E, X)4'F(S, Х)В(£)Л(|). 

Подставляя полученное выражение в формулу (58), получим: 

А8 (X, Г) = М0Л (0) f (0) -f Р0А (I) Г (I) + 

+ м0У(0, xjCy-^s, х)ГАл(е)]г(?)^ + |^1)(х, /'). 

где 
/^(Х, f') = [M0O(0, X) + ^ oF(0, X) ,4(0)5(0, X)]f(0) + 

+ [Р0Ф(/, X) + Q0F(/, X)i4(QF(/, X)]f'(0 + 

+ М0У(0, X j Jy - 1 ^ , X) | tF(5, \)A®F(t, X)]f'(£)d< + 
О 

+ м0У(о, xjjy-^, x)[jU(e, x)jr(6)«. 

(72) 

(73) 
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Так как -теперь оценка /41} очевидна, то это доказывает формулу (67) 
и завершает доказательство леммы. 

Л е м м а 8) Если g-(х) G L^(0, /) и 

h(K g) = \y '(с, X)g(6)'dS, 

то последовательность С )| ft (A, g)[|2| dk\ (k=l, 2, . . .) сходится. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Построим функцию 

( 0 для х = О, 

f(x)=lA(x}g(x) д л я О < х < / , 

( 0 для х = /. 

Очевидно, / ( ^ е Д ^ О , /). Кроме того, 

М*, f ) - ~ ( ^ o + { ^ 0 ) F ( 0 , XjJy-1^, Х)Л~1(е)/(е)^ + 

[Mf(0) + Pf(/)] 

т. е. 

Тогда 

Mo + j-No)Y(0, 1)11(1, g), 

1 w Х \ - ! /г(Х, g)~-Y-1(09 \)[M0+ ±Noy ММ) 

J||A(*. £ ) | l a ! A | = J l i F - ^ O , т + / х ) Г м 0 + - ^ - 1 ~ / г 0 ( т + / т , / ) | | 2 ^ + 

A* 

+ Jlir-^O, -Y+/T) 
- A f t 

M„ + Wo 

— f + ix J M~Y + ". /)H2^ + 

N0 -Г 5 || Г" 1 (О, Х ) Г М 0 Ч - ^ | Л0(Х, /)||2|rfX| + 

Wo + \ цу-^о, x) \м0+^\ h0(\, f)\\2\di\. 
V I ^ I 

(74) 

Первые два слагаемых при k—>oo имеют предел, так как функции 

Г-х(0, Y + /T) М0 + No 

7 + *TJ 
и у-г(0, -у + п) ^о + #о 

— у +п 

(— ос < т < + оо) ограничены, а функции ср+ (т) = й0 (у -{- /т, /) и 
<р" (т) = й0 (— у + it, f) (— сю < т < -f- сю), в силу леммы 3, принадлежат 
пространству L2(—оо, оо). Два последних слагаемых стремятся к нулю 
в силу леммы 2. Лемма доказана. 
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Теорема 2. Если краевые условия (2) регулярны, функция f (x) 
(О <; х <; /) абсолютно непрерывна и удовлетворяет краевым условиям 

#if(0) + Qif(0 = 0 (75) 

(Л/х = М0 — М, Qi == Р0 — Р), а функция f (x) принадлежит пространству 
L2(0, /), то ряд (5) сходится (в смысле теоремы разложения) равномерно 
на прямоугольнике £1 = [0 <^ х <; /; 0 <; ^ <; Т]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства теоремы воспользуемся пред­
ставлением (54) частичной суммы u{k) (x, t) (k = 1, 2, . ..; (х, £) 6 £2) ряда (5). 
При этом достаточно доказать равномерную сходимость последовательности 
Z{k){x9 t) (fe= 1, 2, . . . ; (х9 *)6Q), где 

£(Л) (х, 0 = J У (*> *) ^о"1 (М | ex/ [hx (X, f) + /40) (X, р)] dX (76) 

и hx (к, f) и /40)(^> f) вычисляются по формулам (55) и (56). Но, в силу 
условия (75) и леммы 7, /гх(Х, f) = — А^(Х, .f), где /^(Х, /) —равномерно 

А 

ограниченная на контурах u>k (k=\f 2, . . .) функция X. Кроме того, так 
как F (S, X) = £ 4 ——-—— » т о функцию 

л 

М0,(Х, Г ) - ( Л 1 0 + | ^ о ) У ( ° ' Х ) ^ " ' 1 ( ^ 'K)F^' W(S)#-

можно представить в виде 

где 

/40,(х, Г)=^0,(х, n + ^ > , Р). 
л 

ft<0)(X, f ) = (М0+ ±N0) У (О, Х ^ У " 1 ^ X)f'(i)dt, 
о 

Й<0)(Х, р ) - ( М о + | л ^ ) У ( 0 , X j j y - 1 ^ , X)F(5, X)B(6)P(6)d5, 

причем функции Л̂ 0) (X, р) и /^(Х, р) равномерно ограничены на контурах 
о)£ (k = 1, 2, ...).. Тогда 

а <*> (х, о = J у (*. >о дг * м ** х4 < ^ f) + ^0) (х, n i <д + 

+ <Y(x, X J D o 1 ^ ) ^ ' 1 ^ ^ , f')d*. (77) 
«J Л 
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Пусть ki^>k и <р(X) — некоторая функция, заданная в полосе | Л\ | -<т. 
Тогда 

J <p(X)dX — j ?(X)dX = Г?(Х)Л, 
"Ai BA,fe 

где (см. фиг. 2) 6)ft]ft обозначает контур, состоящий из двух контуров 

<o£* = [J?X = T , ^ < J X < f t & i ; | X | =Rkir 

| J ? X | < T ; Л?Х=—т> A * < j X < A f t l ; 

| Х | = # * , |Л?Х | < Т ] , 

Фиг. 2 

у > < 7 < * = Р?Х = Т, - f t A l < J X < - f t f t ; | X | = t f f t r 

| Л\ | < Т ; . # Х = — Т , - hkl < J X < - hk; 

|X | = # * , | ^ X | < T ] . 

Пользуясь этим замечанием, напишем: 

Z{k')(x,t)-u(k}(x,t)^ 

= [Y(x, X)Do"1 (X)elt-i-ffti"(X, /) + Tif (X, f) dX + 

+ ^ У(х, X)D0-1(X)e"l'A.l0)(X, f)dk. (77')* 
ЙМ 

Найдем теперь число т такое, чтобы выполнялись неравенства 

II Y (х, X) Do\l) ext [h[1] (X, f) + V2
0) (X, f)] || < m, 

||F(>;,X)Do~1(X)^|| < m , 

когда (я,/)GQ, aX принадлежит контурам соЛ ( £ = 1 , 2 , . . . ) . Тогда из: 
равенства (77') следует, что 

dx < f || Г (^ X) D"1 (X) ew [Ai1} (X, f) + Aie) (Xr Г)1.. , x | 2 

»kxk 

+ jj \\Y(x,\)D0
l(k)elf\b \\h{

2
0)(Kf') M < 

uM 

< X I 2 dk\ + I m и ь«»л f 
U ' АПМ')Н MM (78), 
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±f — loo 

Так как интеграл \ J L^oo^ т о для ki~>оо, fe—> оо (ftx>fe) 
,' I X I 2 

Точно так же из неравенства 

•О. 

и сходимости интегралов 

j I A L и j | |А«0 )(А,Ппа |Л 
-i--|—гоо ±Y*~ lo° 

последний сходится в силу леммы 8) следует, что при k—> оо, &!—>ос 
(h > k) 

J | X | 

что и доказывает теорему. 
Поскольку ряд (5) при t«О обращается в разложение функции 

f(*) ( 0 < x < Z ) по собственным и присоединенным функциям оператора L0, 
то из теоремы 2 имеем 

С л е д с т в и е . Если функция f(x) (0 <;#<; / ) абсолютно непрерывна 
и удовлетворяет краевым условиям (75), a f (x)6:L2(0, /), то разложение 
этой функции по собственным и присоединенным функциям оператора L0 
сходится (в смысле теоремы разложения) равномерно к функции f(x). 

Теорема 3. Если краевые условия (2) регулярны и функции f(x) и 
f'(x) (О <; х <; /) абсолютно непрерывны и удовлетворяют условиям 

N1f(0) + Q1f(l) = 0, (75) 

М0А (0) Р (0) + [М0В (0) + Лд f (0) + Р,А (/) Г (I) + [Р0В (I) + Q0] № = О, (79) 

а \" (х) £ L2(0» 0> т о Ряд (5) яе только сам равномерно сходится (в смысле 
теоремы разложения), но и ряды 

a) S [^iS.Wl^a,, 
S = —оо J 

(80) 

b) f Y{
n%(x)estIscis, 

S = —оо 
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полученные из него почленным дифференцированием по х и t, сходятся 
(в смысле теоремы разложения) равномерно на Q = [0 < ;*<; / ; 0 < 7 < ; Т ] . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся интегральным представлением (57) 
частичной суммы u(k) (x, t) ряда (5). Из него для частичных сумм 

— и{к)(х, t) и — и{к) (х, t) рядов (80) а) и (80) Ь) будем иметь представления: 
дх dt 

а) 
диш(х, 0 = •dKoOcL0 r ( / ) dKi(x,t) г, ( / ) 

дх дх дх 

_1_ 
2л< 

Ь) 

J£r(x,X)D0-
1(X)|e" 

д^(/г) (х, t) __ d/t0 (л-, /) 

Л Л 
d\ 

(81) 

а/ # (Я 

2га J Л А 
dX. 

Рассмотрим частичную сумму ряда (80) а). Прежде всего заметим, что 

так как £ ( ? , Х) = £ + —B(i)F (?, X), то 

F (?, X) Л (?) F (?, X) = Л (5) + 1 [F (?, X) В (?) Л (?) f (?, X) + А (?) В (?) F (?, X)], 
Л 

а тогда, пользуясь условиями (75), (79) и леммой 7, выражение 

h1(l,f)+lh2(Kf')+~h3(K,n 
А А 

можно переписать в виде 

К (X, / ) + ~ h2 (К f) + 1 Л 3 (X, /") = | [кг (К f) -f A, (X, / ' ) + К (X, f")l 
Л А Л 

Az 
(82) 

где 

М*. f) = MoY(0, л) J К"1 (5, X)[|B(?)]f(?)d? 

Л2(Х,П = М0У(О, x j j V ^ U ) « А® f'WM, 

h3 ()., f ' ) = M0Y (0, X) j У " 1 (?, X) Л (?) Г (?) d?, 

(83) 
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а функции М.2)(Х, /), h^P (X, /') и h^ (к, f") равномерно ограничены на кон­
турах о>& (k = 1, 2, . . . ) . Подставим правую часть выражения (82) вместо 
левой в формулу (81) а), а также подставим в нее 

dYJx^ = Л"1 (х) [Х£ - В (*)] У (х, X) 
дх 

и составим разность 
да(/г1)(*, /) aw(^(x, о 

ах ĴC 

~ък J Л_1 (х) 1Х£ ~ Б W1F {х' Х) D ° *(Х) IT[hl {К f) + Ла (Х' Г) + 

+ Аз (X, Г) + | Л<2) (X, f) + 1 А™ (X, Г) + - W (X, f")] dl, 

где ki^>k и со^ = б)̂ & (J wftlfe (см. фиг. 2). Найдем число т такое, чтобы 
для любых х и t (О < х •< /; 0 < t < Г) выполнялись неравенства 

- ^ А"1 (х) f £ - 1 В (х) 1 К (х, X) Do^1 (X) ех'|| < т, 

1- А~л (х) \Е - i - В (х) 1 Y (х, X) Do"1 (X) ем [hf (К, f) + 

+ /41)(х(п + /#)(х,П] < т , (84) 

когда X принадлежит контурам с^ (&== 1, 2, . . . ) . Тогда 

ди^] (х, t) du{k) (x, t) I 
дх дх 

< } tn 
">lt,k 

< 

dk I + 
»k,k 

X I 2 (85) 

Из леммы 8, аналогично тому, как это показано при доказательстве тео» 
ремы 2, следует, что для k->oo и /га—>оэ (kx > k) правая часть стремится 
к нулю. Этим теорема доказана для ряда (80) а). Нетрудно видеть, что 
приведенное доказательство равномерной сходимости ряда (80) а) переносится 
на случай ряда (80) Ь). Теорема доказана. 

Так как каждый член ряда (5) удовлетворяет уравнению (1) и краевым 
условиям (2), то следствием из доказанной теоремы и теоремы разложения 
6 из [6] является 

Теорема 4. Если краевые условия (2) регулярны, а начальные усло­
вия f (х) (0 < х < I) вместе со своей первой производной f (х) (0 <; х <; /) 
абсолютно непрерывны и удовлетворяют условиям (75) и (79), a f" (x) £ L2 (0,/), 
то сумма ряда (5) есть классическое решение смешанной задачи (1), (2), (3). 
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З а м е ч а н и е . Из доказательства вытекает, что эта теорема (как и пре­
дыдущие) справедлива, если отрезок [0, Т] заменить на любой конечный 
отрезок [ - Тъ Т2] (0 < Тъ Т2 < оо). 

Касаясь свойств полученного классического решения задачи (1), (2), (3), 
заметим, что в следующем параграфе будет доказано, что оно является 
единственным решением этой задачи для указанных в теореме 4 начальных 
условии. Кроме того, сейчас докажем, что это решение непрерывно зависит 
от начальных условий. С этой целью докажем, что если начальные условия 
удовлетворяют условиям теоремы 2, то сумма ряда (5) будет удовлетворять 
неравенству 

|| и (*, t) || < К [ max j| f (x) || + || f'(x) \\ иоЛ)Ъ (86) 

где К — достаточно большое число, не зависящее от выбора функции / (х \ 
и х 6 [0, /], t 6 [0, Т]. 

Для доказательства воспользуемся представлением (54) для частичной 
суммы u{k) (x, t) ряда (5), причем в этом представлении второе слагаемое 
(без делителя 2ти) преобразуем к виду (77). Пользуясь оценками 
! h[1} (X, f) | < mi шах || f (х) || (см. лемму 7), | 7i<0)(X, f) || < Кг\\ Г (х) \\ШЛ) 

(следует из определения h^}) и 

± j + ' M || ЪТ(к, Г) I!2 | d X | < К, || Г (х) || 1 Ш ) 
±-{—ioo 

(см. замечание к лемме 3), получим требуемую оценку для | u(k) \ , не за­
висящую от k. Переходя к пределу при &->оо, получим оценку (86). 

Если теперь /"х (*) и f2 (х) (0 <; х < /) — две функции, удовлетворяющие 
условиям теоремы 4, то соответствующие им решения задачи (1), (2), (3) 
Ui (JC, t) и и2 (х, t) будут удовлетворять неравенству 

II щ (х, t) - и2 (х, t) | | < К [ max || fx (x) -f2 (х) || + || f[ (x) - f2 (x) \\ ] 

(87) 
( 0 < х < / ; 0 < / < Г ) . 

Это доказывает непрерывную зависимость классического решения задачи (1), 
(2), (3) от начальных условий, удовлетворяющих условиям теоремы 4. 

§ 3. Обобщенное решение 

Из теоремы 4 следует, что ряд (5) дает решение задачи (1), (2), (3) для 
достаточно гладких начальных условий. Но и для негладких функций, лишь 
бы они принадлежали пространству D2(0, Z), этот ряд, согласно теореме 1, 
сходится по норме пространства M 2 ( Q ) K некоторой функции и(х, /)б М2(0). 
Для приложений важно выяснить, при каких условиях этой функцией можно 
пользоваться как решением той задачи, для которой была составлена система 
(1) с условиями (2), (3), т. е. выяснить, когда u(x,t) будет обобщенным 
решением задачи (1), (2), (3). 
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Дадим более точное определение обобщенного решения в данном случае 
(для других случаев см., например, [3], стр. 72). Для этого рассмотрим 
множество С0

1} (Q) непрерывно дифференцируемых функций v (x, t) {(x, t) 6 Q), 
удовлетворяющих краевым условиям (см. [5], § 1) 

Sn-q n v (0, t) + Wn-q п v (/, t) = 0. (88) 

Л е м м а 9. Для того чтобы функция и (х, t)£C{1) (Q) была классиче­
ским решением задачи (1), (2), (3) (при f (x) 6 С(1) [0, /]), необходимо и до­
статочно, чтобы она для любого v (x, t) fc C0

X) (Q) и каждого t € [0, Т] удов­
летворяла равенству (см. [5], § 1) 

J [ [Uv (?, х))*и (S, х) dcch = [и (5, t), v (5, 0] - [f (5), v (с, 0)] + 

t 
+ [ V*v С0Г [Ma (0, x) + Pu (/, x)] dt, (89) 

где £2(*) = [ 0 < 6 < / ; 0 < т < * ] . 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Воспользуемся полученной в [5] (формула (45)) 

формулой Грина: 

J J [if (Б, x)Lw(?, т ) - {L4>(&, т)}* a(g, x)]d<dx = 

= И * , 0), t;(x, 0)] —[и(х, 0, t;(x,014-

+ j IHn 2nv Ml* '" W ^ + j [Ги (х)]Юп 2nu (x) dx, (90) 
о о 

где и {x, t) 6 C(1) (Q), t; (x, t) б C(1) (Q). Если функция и (JC, 0 ((*, 0 6 £2) является 
классическим решением задачи (1), (2), (3), то для нее выполняются равен­
ства 

Lu (х, t)~- duSxiA + А (х) du(?ci-t)- + В(х)и(х, t) = 0,) 
dt дх 

1и (0 = М ди^ i> + Nu (0, 0 + Р d±<LJ)- + Qu (I, 0 = 0 , ! (91) 
dt dt 

u(x,0) = f{x). ) 

Из формулы (90) следует, что для каждого 16 [0, Т] и каждого 
x»(*,/)eC(1)(Q) 

g [Ги (g, т)]*и (?, x) dcd«c - [/ (*), и (x, 0)] - [a (x, t), v (x, 01 + 
О (if) 

+ J[^(x)rGn2nM(,)dx. (92) 
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Докажем, что если v б C{Q} (Q), TO 

[l*v (t)YGn 2пи (t) = - [Cv (t)T [Ми (0, t) + Pu (/, t)]. 

Пусть l*v(t) = 
id)*. 

/(!)• , где lq v(t) — вектор, составленный из q пер­

вых координат вектора l*v(t), и l{nlqv(t) — вектор, составленный из n — q 
последних координат того же вектора l*v(t). Согласно [5] § 1, 

№4v(t) = Sn_qnv{0,t)+Wn_qnv(l,t) 

и так как v 6 С{
0
1} (Q), то t^-qV (t) = 0. Кроме того, из того же § 1 работы 

[5] (лемма 3) следует, что 

с„2„»(0 = | 

м Р | 
qn qn 

0 О | 
n — qn n-q n\ 

м, р\\ . 

-Mqnu(0,t)-Pmu(l,t) 

\G^qnii{0,t) + G{2lqnu{l,t) 

где G(n!qn и G{n}-qn — некоторые матрицы, а 

Таким образом, если v € Co1' (Q), то 

irv(t)YGn2nti(t)= -U?)mv(t)r[Mgnu(0, t) + Pgnu(l, t)] = 

= — [t'v (t)Y [Mu (0, о + Pu (/, /)]. 

Это и доказывает равенство 

[fv (t)]*Gn 2nii (t) = - [Г v (t)T [Mu (0, t) + Pu (/, 01; 

подставляя последнее выражение в (92), получим равенство (89). 
Пусть теперь для любого v 6 С{

0
Х) (Q) выполняется равенство (89). Дока­

жем, что 

Lu (x, t) = 0, 1и (0 = 0, и (х, 0) •=: / (х) (0 < х < /; 0 < t < Т). 

Из равенства (89) и тождества (90) следует, что 

-Q'(h 

- [/ (с) - и (с, 0), и (с, 0)] + Г [Hn 2nv (•:)№ (т) dx. (93) 

Рассматривая только такие функции v (x, t) С Со1} (£2), которые в некоторой 
окрестности границы прямоугольника О (t) обращаются в нуль, из равенства 
(93) получим: 

\\ v*(c, x)Lu(c, т)гЫт = 0. 
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А это значит, что Lu(c, т) = О (0<<£< /; 0 <^t < Т). По непрерывности 
это равенство распространяется и на граничные точки прямоугольника 
Q = [0 < х < /; 0 < t < Т]. Отсюда 

[f (6) - и (5, 0), v (S, 0)] -h J [Яя 2„t> (т)Г /и (т) dx = 0. 
о 

Произвол в выборе функции У ($, т) 6 Со1} (Q) дает: 

[f (g) - а (6, 0), i> (?, 0)] = 0 или / (5) - и (с, 0) = 0. 

Отсюда следует, что для любого v (£, т) 6 С^ (£2) 

|[Яя2по(х)]*/Ы(х)Л = 0. 
О 

= 2п-~д(см. [5], § 1), где || Н{1) , #(2) || = 

= Нп 2д, то можно найти такую функцию v (x, t) 6 С{
0
1) (Q), что Нп 2nv (t) рав­

но любой наперед заданной непрерывно дифференцируемой функции 
t (0 <Л < Г), которую можно выбрать как угодно близкой к lu(t). А это. 
значит, что 

t 
f || /W(T) II Мт = 0, т. е. /и(т) = 0 ( 0 < т < 7 ) . 
о 

Лемма доказана. 
Таким образом, уравнение (89), когда функция v(x,t) пробегает множе­

ство С{о] (£1), tt[0y T], есть интегральный эквивалент смешанной задачи (1), 
(2), (3). Но так как уравнение (89) не содержит производных, то можно 
ожидать, что оно будет иметь решения и при менее сильных требованиях 
для начальных условий, чем те, при которых существует классическое 
решение. 

Определение . Функция и(х, / ) tM 2 (0 ) называется обобщенным 
решением задачи (1), (2), (3) при / (х) б D2(0, l), если для каждого 
v (x, t)£ СоХ) {&) и каждого 11 [0, Т] она удовлетворяет интегральному урав­
нению (89). 

Отметим два свойства обобщенного решения. 
Свойство 1. Всякое классическое решение задачи (1), (2), (3) является 

ее обобщенным решением. 
С в о й с т в о 2. Если для некоторой функции f (х) 6 D2(0, /) при регу­

лярных краевых условиях (2) обобщенное решение задачи (1), (2), (3) суще­
ствует, то оно единственно (в смысле эквивалентности в М2(Щ. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что если f(x) = 0 (в смысле D2(0, /)), 
то для каждого t ( 0 < ^ < Г ) \\u(x,t)\\Dt{ol)=0. Пусть для t = t0 

II и(х, t) || D2(Q,D = d > 0 . Построим функцию т](х) ( 0 ^ х < / ) , для которой 
т)(х) абсолютно непрерывна, а т{'(х) б L2(0, l)y и которая удовлетворяет 

Так как rang 
\Н{1) 

\s 
Я(.) 
W 
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краевым условиям 

- R0 £ [Л* (х) rt (х) | j ,,() + [Я0В (0) + S0] т, (0) - V0 £ [Л'(х) ч (х)] I ,_, + 

+ \V0lT(l)+W0U(l) = 0, (94a) 

V „ 4 ( ° ) + ^ . 4 « - 0 , (94b) 

Rn (0) 4- VTI (/) = . — Mu (0, g — Ри (/, /0), (94C) 

где R0, S0, V0 и W 0 строятся из матриц #, S, V, W тем же способом 
каким матрицы М0, Р0, N0 и Q0 строились из матриц М, Р, N, Q, т. е. 

II /?0. V0 II 

II 50) W0 || 

Покажем, что краевые условия (94) непротиворечивы. Для этого положим 

d 

Rqn 

n — q n 

\ п 

0 
n — q n 

Кп 
w 

n—q n 
W II 

о 
n—q n \\ 

dx 
d_ 

dx 

[Л'(*)т,(%)]|^0 + Я(0)т1(0) = 0, 

И*(*)ч(*)Л , . ,+ в* (Он (0 = о. 

Из условий (94) будем иметь: 

STJ (0) + 1Гт) (0 = 0, 

V ( 0 ) + Vi(/) = - Mqnu(0, t0) -pqu{i, t0). 
Так как 

rang 
S W 
R V 

xqn qn 

n + q 

(95) 

{CM. [5], следствие из леммы 2), то система (95) разрешима и функцию 
т] (х) (0 <J х <; /), удовлетворяющую условиям (94), построить можно. 

Кроме того, потребуем, чтобы для функции т\ (х) (0 <; х <; /) выполня­
лось неравенство 

I J["(Uo)-4(S)r«(Uo)d6| < { • (96) 
О 

Построенная таким образом функция ri(x) удовлетворяет условиям 
теоремы 4 для смешанной задачи 

l*v (Х, t) = д ^ ^ - -[А* (х) v {х, t)] + В* (х) v (*, 0 = 0, 
dt дх 
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Г у (t) s= R ^ ^ + Sv (0, t) + V ^ - -}- + Wv (I, t) = О, 
dt dt 

v (x, tQ) = y\ (x)9 

а потому, согласно замечанию к теореме 4 (при его применении надо пред­
варительно / —- t0 вновь обозначить через t), для этой задачи существует 
классическое решение v (x, t) = v (x, t). В силу граничного условия, 
v (х, / JCC^Q) . Из равенства (89) имеем тогда, что [и(х, t0), -ц (#)]= О, т. е. 

i 

jj ̂  ®"('' /о) Л + " Ш (°' t o ) + Ри (/''о) " 2 = °' о 
Но 

i i i 
\ <(с) и (с, g dt = J| [7i (6) - и (с, g r w (Е, g <« + jj и w (с, g II2^, 
0 0 О 

а потому 

ii " («»fo) ii с2,о,г> + J l" (*• '<>) - -n (t)]'u (g, g d; =» o, 
0 

что противоречит равенству || u(x, t0) \\ D t = d^>0 и неравенству (96). 
Таким образом, || и(х, t) II D2(O,O = ° Для любых t € [О, Т], т. е. 
II и(х> О II ж8(0) ̂  °* Свойство 2 доказано. 

С л е д с т в и е . £сла функция f (х) (0 •<д;<; I) удовлетворяет условиям 
теоремы 4, а краевые условия (2) регулярны, то задача (1), (2), (3) имеет 
единственное классическое решение. 

Т е о р е м а 5. Если краевые условия (2) регулярны, то для каждой 
функции f(x)£D2(0, l) сумма ряда (5) есть обобщенное решение задачи 
0) . (2), (3). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как каждый член ряда (5) является класси­
ческим решением краевой задачи (1), (2), то для частичной суммы u{k)(x,t) 
ряда (5), каждого t ( 0 < £ < Т ) и каждого v(x, x)6Co1) (Q) выполняется 
равенство 

^ [Lmv(i9z)Yu{k)(S,z)dld* — 

- [uik) (х, t), v (х, t)] + [u{k) (x, 0), v (x, 0)] -
t 

- \ V*v (x, z)]* [Ми{п) (0, x) + Pu{k) (/, x)\ dx = 0. (97) 
о 

Если в правой части равенства (97) для каждого t б [0, Т] и 
v(х, т) 6 C{Q](Q) перейти к пределу при fe->oo, то получим, что сумма 
ряда (5) удовлетворяет уравнению (89). Теорема доказана. 

(Поступило в редакцию 20/V 1957 г.) 

3 Математический сборник, т. 49 (91), № 3 
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