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анаЛИз СтОхаСтИчЕСкОй мОДЕЛИ 
ИнфОРмацИОннОй СИСтЕмы мЕжБанкОВСкИх ПЛатЕжЕй 

С ОгРанИчЕнным ВРЕмЕнЕм ПРЕБыВанИя СООБЩЕнИй 
В ПЕРЕхОДнОм РЕжИмЕ

Рассматривается применение сети массового обслуживания с ограниченным временем пребывания 
сообщений в очередях систем обслуживания, которая может служить стохастической моделью 
функционирования информационной системы межбанковских платежей в случае, когда электронные 
платежные документы досрочно отзываются банком-плательщиком из системы расчетов. С помо-
щью данной модели можно находить нестационарные характеристики системы.

Введение

Сеть массового обслуживания (МО) представляет собой совокупность систем массового обслуживания 
(СМО), между которыми циркулируют сообщения, переходя из одной СМО в другую. Сети МО использу-
ются в качестве математических моделей различных объектов в компьютерной технике, экономике, произ-
водстве, страховании, медицине. С методами их исследования и применениями можно познакомиться, на-
пример, в [1].

В Республике Беларусь действующая платежная система может быть охарактеризована следующим 
образом. На верхнем уровне банковской сети находится Национальный (Центральный) банк (ЦБ), ниже – 
крупные периферийные банки (ПБ) со своими филиалами. Все межбанковские платежи проводятся Расчет-
ным центром (РЦ) ЦБ с помощью банковской компьютерной сети через корреспондентские счета (КС), 
открывающиеся на балансе каждого банка. Каждый платеж оформляется в виде одного электронного пла-
тежного документа (ЭПД).

Платежи бывают двух типов – срочные и несрочные. Срочные платежи проводятся в режиме реально-
го времени, т. е. проводится корректировка КС банков сразу при обработке срочного ЭПД, а несрочные 
платежи – в режиме клиринговых расчетов. За обработку каждого ЭПД РЦ получает от банка-плательщика 
определенную сумму. На проведение ЭПД каждый банк устанавливает денежные резервы, которые умень-
шаются на проведенные суммы. Как только банк установил сумму резервов, эти деньги выпадают из обо-
рота банка. Поэтому банк заинтересован в том, чтобы суммы резервов были минимальные.

Каждый банк в течение дня видит состояния очередей своих срочных и несрочных платежей и может 
в случайный момент времени отозвать ЭПД из очереди ожидания средств по срочным и несрочным денеж-
ным переводам при наличии ошибочных реквизитов в ЭПД либо в случае, когда для его проведения нет 
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средств. В этом случае при моделировании могут применяться сети массового обслуживания с ограниченным 
временем ожидания сообщений в очередях, с помощью которых можно определить вероятности состояний 
и средние характеристики системы межбанковских платежей [2]. В настоящей статье такая модель исследу-
ется в нестационарном (переходном) режиме.

анализ сети с ограниченным временем 
пребывания сообщений в очередях

Рассмотрим открытую экспоненциальную сеть МО с однотипными сообщениями, состоящую из n  
СМО 1 2, , nS S S . Под состояниями сети будем понимать вектор ( ) ( ) ( )1 2, , , ,nk t k t k k k t= =  , где ik - число 
сообщений в системе iS  в момент времени t , [ )0,t ∈ +∞ , 1,i n= . Введем систему 0S  (внешнюю среду), из 
которой в сеть поступает простейший поток сообщений с интенсивностью ( )tλ . Пусть система iS  состоит 
из im  идентичных линий обслуживания, время обслуживания сообщений в каждой из которых распределе-
но по экспоненциальному закону с параметром ( )i tµ , 1,i n= . Обозначим через 0ip - вероятность поступле-

ния сообщения из системы 0S  в систему jS , 0
0

1
n

j
j

p
=

=∑ ; ijp - вероятность перехода сообщения в СМО jS  

после ее обслуживания в СМО iS , 
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 функция Хэвисайда.

Длительность пребывания сообщения в очереди i-ой СМО является СВ, распределенной по экспонен-
циальному закону с параметром ( )i tθ , и не зависит от других факторов, например, от времени пребывания 
в очереди других сообщений. Сообщение, время ожидания которого в очереди iS  истекло, переходит в 

очередь системы jS  с вероятностью ijq , 0,i n= , 1,j n= . Матрицы ( ) ( )1 1ij n n
P p

+ × +
=  и ( )1ij n n

Q q
× +

=  яв-

ляются матрицами вероятностей переходов неприводимых марковских цепей.
Случайный процесс ( ) ( ),k t k t=  является цепью Маркова со счетным числом состояний. Возможны 

следующие переходы в состояние ( ) ( ),k t t k t t+ D = + D  за время tD :

1. из состояния ( ),k t  с вероятностью

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1

1 min ,
n

i i i i i i i i i
i

t t k m u k t k m u k m t o t
=

   - λ + µ + θ - - D + D    
∑ ;

2. из состояния ( ),ik I t t- + D  с вероятностью

( ) ( ) ( )0i it p u k t o tλ D + D , 1,i n= ;

3. из состояния ( ),ik I t t+ + D  в одном из двух случаев с вероятностями

( ) ( ) ( )0min 1,i i i it k m p t o tµ + D + D ,

( )( ) ( ) ( )01 1i i i i i it k m u k m q t o tθ + - + - D + D , 1,i n= ;

4. из состояния ( ),i jk I I t t+ - + D  в одном из двух случаев с вероятностями

( ) ( ) ( ) ( )min 1,i i i j ijt k m u k p t o tµ + D + D ,

( )( ) ( ) ( )1i i i j ijt k m u k q t o tθ + - D + D , , 1,i j n= , i j≠ .

5. из остальных состояний с вероятностью ( )o tD .
Тогда, используя формулу полной вероятности, можно записать

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

, 1 min ,
n

i i i i
i

P k t t t t k m u k
=

  + D = - λ + µ +  
∑

( )( ) ( ) ( ),i i i i it k m u k m t P k t
+θ - - D +  
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Разделив обе части этого соотношения на tD  и, переходя к пределу при 0tD → , получим систему 
уравнений для вероятностей состояний сети
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( )( ) ( ) ( )1 ,i i i j ij i jt k m u k q P k I I t+θ + - + -  (1)

Пусть 1im = , 1,i n= , и предположим, что все системы сети функционируют в режиме высокой на-

грузки, т.е. ( ) 1ik t >  0t∀ > , 1,i n= . Также заметим, что в системе уравнений (1) учитывается, что ограни-
чение на время ожидания в очереди накладывается на все сообщения, независимо от того, какое место в 
очереди они занимают. Однако на практике аналогичное ограничение накладывается, как правило, на по-
следнее сообщение в очереди. Поэтому система (1) принимает вид
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количество уравнений которой счетно в случае открытой сети, и конечно, в случае замкнутой.

Обозначим через ( ),n z tΨ , где ( )1 2, , , nz z z z=  , n - мерную производящую функцию
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Умножим каждое из уравнений системы (2) на 
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Используя свойства производящих функций [3] и обозначение (3) из соотношения (4), получим линей-
ное однородное дифференциальное уравнение
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Пусть

 
( ) ( )t t dtΛ = λ∫ , ( ) ( )i it t dtΜ = µ∫ , ( ) ( )i it t dtΘ = θ∫ , 1,i n=  (6)

и в начальный момент времени сеть находится в состоянии ( )1 2, , , ,0na a … a , 0ia > , 1,i n= , 

( )1 2, , , ,0 1nP a a … a = , ( )1 2, , , ,0 0nP k k k… = , i ik∀a ≠ , 1,i n= . Тогда начальным условием для уравнения (5) 
будет
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Учитывая обозначения (6), (7), выражение для производящей функции принимает вид
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В последнем соотношении, разлагая входящие компоненты в ряд Маклорена, получаем выражение в 
виде, удобном для нахождения вероятностей состояний сети
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Рассмотрим открытую сеть с центральной СМО, которая может служить моделью межбанковских 
платежей, рис. 1.

Рис. 1. Открытая сеть с центральной СМО

Центральная СМО nS  соответствует РЦ ЦБ, а системы iS , 1,i n= , ПБ. Выражение для вероятностей 
состояний (8) в этом случае принимает вид
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Нахождение среднего числа сообщений в системе cS , 1,c n= , осуществляется по формуле

( ) ( )
1 1

1 1 1

11

0
0 0 0 0 0 0

n n

n n n

h Hh H

c c c
k k h h r r

N t a t k k
a - + -a - + -∞ ∞ ∞ ∞

= = = = = =
= ×∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )0

0 0
1

0
0 0

! ! !

i i i i
i

k r h Hn ri
i i i i i i

i i i i i ii

t p
t p t q

k r h H r h

-a + + -

=

Λ - Λ
 × Μ - Μ + Θ - Θ × - a + + -∏

( ) ( )( ) ( ) ( )( ){1

1
0 0 j

n h
j j jn j j jn

j
t p t q

-

=

 × Μ - Μ + Θ - Θ × ∏

 
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) }0 0 nh

n n nj n n njt p t q × Μ - Μ + Θ - Θ  . (10)

Таким образом, соотношения (9), (10) позволяют определить вероятности состояний и среднее число 
сообщений открытой системы межбанковских платежей в произвольный момент времени.
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