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Рассматривается метод многомерных производящих функций для нахож-
дения вероятностей состояний моделей информационно-компьютерных сетей, 
функционирующих в условиях высокой нагрузки, в переходном режиме. Для
моделирования применяются марковские сети массового обслуживания, в кото-
рых параметры входящего потока и обслуживания заявок, выхода из строя и
восстановления неисправных линий обслуживания зависят от времени. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Современные информационно-компьютерные сети (ИКС) обеспечивают поль-
зователям широкий набор услуг, включающий в себя передачу факсимильных и го-
лосовых сообщений, электронную почту, работу с удаленными базами данных в ре-
альном времени. По сути, ИКС обслуживают заявки (требования), где в качестве 
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пользователей могут выступать клиенты банков, страховых компаний, посетители 
медицинских учреждений и т. д. [1] 

Стохастический характер поступления заявок и их обработки позволяют ис-
пользовать модели теории массового обслуживания (МО) в качестве адекватных мо-
делей ИКС. В этом случае модель ИКС представляет собой сеть МО, состоящую из 
систем (СМО), с определенным числом линий обслуживания и входящим потоком 
заявок. В зависимости от ситуации возможен анализ сетей МО с ограниченным вре-
менем пребывания заявок в очередях систем, сетей с приоритетными заявками и др. 
как в стационарном, так и переходном режимах [2]. 

Фрагменты ИКС могут в случайные моменты времени выходить из строя. В 
этом случае в качестве их моделей могут использоваться сети МО с ненадежными 
СМО. В данной работе рассматривается один из методов нахождения вероятностей 
состояний модели ИКС произвольной архитектуры с ненадежными системами об-
служивания. 

 
АНАЛИЗ  СЕТИ  С  НЕНАДЕЖНЫМИ  СИСТЕМАМИ 

 
Рассмотрим открытую экспоненциальную сеть МО с однотипными заявками, 

состоящую из n  СМО nSSS ,,, 21  . В сеть поступает простейший поток заявок из 

внешней среды (система 0S ) с интенсивностью ( )tλ . Система iS  состоит из im  иден-

тичных линий обслуживания, время обслуживания заявок в каждой из которых рас-

пределено по экспоненциальному закону с параметром ( )i tμ , ni ,1= . 

Будем считать, что линии обслуживания системы 0S  абсолютно надежны, а в 

nSSS ,,, 21   подвергаются случайным поломкам, причем время исправной работы 

каждой линии системы iS  имеет показательную функцию распределения (ф.р.) с па-

раметром ( )i tβ , ni ,1= . После поломки линия немедленно начинает восстанавли-

ваться, и время восстановления также имеет показательную ф. р. с параметром ( )tiγ , 

ni ,1= . Допустим, что времена обслуживания заявок, длительности исправной рабо-
ты и времена восстановления линий обслуживания являются независимыми случай-
ными величинами. Под состояниями сети будем понимать вектор 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )tktktdtdtkkddtkdtZ nnnn ,,,,,,,,,,,,, 1111  === , 

где ( )−tdi количество исправных линий обслуживания в системе iS  в момент време-

ни t , ( ) ii mtd ≤≤0 ; ( )−tki число заявок в системе iS  в момент времени t , [ )+∞∈ ,0t , 

ni ,1= .  

Обозначим через jp0 вероятность поступления заявки из системы 0S  в систему 

jS , 1
1

0 =∑
=

n

j
jp ; −ijp вероятность перехода заявки в СМО jS  после ее обслуживания в 

СМО iS , 1
0

=∑
=

n

j
ijp , ni ,1= , ( ) −

⎩
⎨
⎧

≤
>

=
0,0

0,1

x

x
xu функцию Хэвисайда. Матрица 

( ) ( )11 +×+
=

nnijpP  является матрицей вероятностей переходов неприводимой цепи Мар-

кова. Будем также предполагать, что если во время обслуживания некоторой заявки 
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линия обслуживания вышла из строя, то после окончания ее восстановления пре-
рванная заявка дообслуживается. Заявки на обслуживание выбираются в соответст-
вии с дисциплиной FIFO. 

Случайный процесс ( ) ( )tkdtZ ,,=  является цепью Маркова со счетным числом 

состояний. Возможны следующие переходы в состояние ( ) ( )ttkdttZ Δ+=Δ+ ,,  за 
время tΔ : 

1) из состояния ( )tkd ,,  с вероятностью 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

1 min ,
n

j j j j j j j j
j

t t d k t d t m d t o t
=

⎡ ⎤⎡ ⎤− λ + μ + β + γ − Δ +⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
∑ ; 

2) из состояния ( )tIkd i ,, −  с вероятностью 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
1

1
n

i i j j
j
j i

t p u k t o t t p u k
=
≠

⎡ ⎧
⎪⎢λ Δ + Δ − λ +⎡ ⎤ ⎨⎣ ⎦ ⎢ ⎪⎢ ⎩⎣

∑  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

min ,
n

j j j j j j j j
j
j i

t d k t d t m d t o t
=
≠

⎤⎫
⎪ ⎥⎡ ⎤+ μ + β + γ − Δ + Δ⎬⎣ ⎦ ⎥⎪ ⎥⎭ ⎦

∑ , ni ,1= ; 

3) из состояния ( )tIkd i ,, +  с вероятностью 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
1

min , 1 1 min ,
n

i i i i j j j
j

t p d k t o t t t d k
=

⎡ ⎧ ⎡μ + Δ + Δ − λ + μ +⎡ ⎤ ⎢ ⎨⎣ ⎦ ⎣⎢ ⎩⎣
∑  

( ) ( )( ) ( )j j j j jt d t m d t o t
⎤⎫⎪⎤+β + γ − Δ + Δ ⎥⎬⎦⎪ ⎥⎭ ⎦

, ni ,1= ; 

4) из состояния ( )tIIkd ji ,, −+  с вероятностью 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

min , 1 1 min ,
n

i ij i i j r r r r r
r

r j

t p d k u k t o t t t d k t d
=

≠

⎡ ⎧
⎪⎢⎡ ⎤μ + Δ + Δ − λ + μ + β +⎡⎨ ⎣⎣ ⎦ ⎢ ⎪⎢ ⎩⎣

∑  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )min , 1r r r j j j j j j j jt m d t d k t d t m d t o t
⎤⎫

⎪ ⎥+γ − + μ − + β + γ − Δ + Δ⎤ ⎬⎦ ⎥⎪ ⎥⎭ ⎦

; 

5) из состояния ( )tkId i ,,−   с вероятностью 

( )( ) ( )1i i it m d t o tγ − + Δ + Δ ×⎡ ⎤⎣ ⎦  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

1 min ,
n

j j j j j j j j
j

t t d k t d t m d t o t
=

⎡ ⎤⎧ ⎫⎡ ⎤× − λ + μ + β + γ − Δ + Δ⎢ ⎥⎨ ⎬⎣ ⎦⎢ ⎥⎩ ⎭⎣ ⎦
∑ , ni ,1= ; 

6) из состояния ( )tkId i ,,+   с вероятностью 

( )( ) ( )1i it d t o tβ + Δ + Δ ×⎡ ⎤⎣ ⎦  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

1 min ,
n

j j j j j j j j
j

t t d k t d t m d t o t
=

⎡ ⎤⎧ ⎫⎡ ⎤× − λ + μ + β + γ − Δ + Δ⎢ ⎥⎨ ⎬⎣ ⎦⎢ ⎥⎩ ⎭⎣ ⎦
∑ , 1,i n= ; 

7) из остальных состояний – с вероятностью ( )to Δ . 
Тогда, используя формулу полной вероятности и переходя к пределу при 
0→Δt , получим систему разностно-дифференциальных уравнений для вероятно-

стей состояний сети 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
1

, ,
min , , ,

n

i i i i i i i i
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dP d k t
t t d k t d t m d P d k t
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∑  

( ) ( ) ( )0
1

, ,
n

i i i
i
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=
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1
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i
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=
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, 1
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=
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1 1
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i i i i i i i
i i

t m d P d I k t t d P d I k t
= =

+ γ − + − + β + +∑ ∑ .  (1) 

Пусть в каждый момент времени ( ) 0≠tdi , ni ,1= , и предположим, что все сис-

темы сети функционируют в режиме высокой нагрузки, т. е. ( ) 0>tki  0>∀t , ni ,1= . 

Тогда система (1) принимает вид 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1

, ,
, ,

n

i i i i i i
i

dP d k t
t t t t d t m P d k t

dt =

⎡ ⎤⎡ ⎤= − λ + μ + β − γ + γ +⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦
∑  

( ) ( ) ( ) ( )0 0
1 1

, , , ,
n n

i i i i i i
i i

t p P d k I t t d p P d k I t
= =

+λ − + μ + +∑ ∑  

( ) ( ) ( )( ) ( )
, 1 1

, , 1 , ,
n n

i i ij i j i i i i
i j i

t d p P d k I I t t m d P d I k t
= =

+ μ + − + γ − + − +∑ ∑  

( )( ) ( )
1

1 , ,
n

i i i
i

t d P d I k t
=

+ β + +∑ .    (2) 

Обозначим через ( )tzn ,2Ψ , где ( )nnn zzzzzz 2121 ,,,,,,  += , −n2 мерную произ-

водящую функцию 
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Умножим каждое из уравнений системы (2) на ∏
=

n

l

k
l

d
l

ll zz
1

 и просуммируем по 

всем возможным значениям ld  от 0 до lm  и по lk  от 0 до ∞+ , nl ,1= . Тогда полу-

чим 

( ) ( )
1

1 10 0 0 0 1

, ,n

l l

n n

mm n
d k
l n l

d d k k l

dP d k t
z z t

dt

∞ ∞

+
= = = = =

⎡= − λ +⎢⎣
∑ ∑ ∑ ∑ ∏   
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1
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... ... , ,
n

l l
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mm nn
d k

i i i i i i l n l
i d d k k l

t t t d t m P d k t z z
∞ ∞

+
= = = = = =

⎤⎡ ⎤+ μ + β − γ + γ +⎥⎣ ⎦⎦
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∏  

( ) ( )
1

1 1

0
1 0 0 0 0 1

... ... , ,
n

l l

n n

mm nn
d k

i l n l
i d d k k l

t p P d k I t z z
∞ ∞

+
= = = = = =

+λ − +∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∏  

( ) ( )
1

1 1

0
1 0 0 0 0 1

... ... , ,
n

l l

n n

mm nn
d k

i i i l n l
i d d k k l

t d p P d k I t z z
∞ ∞

+
= = = = = =

+ μ + +∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∏  

( ) ( )
1

1 1, 1 0 0 0 0 1

... ... , ,
n

l l

n n

mm nn
d k

i i ij i j l n l
i j d d k k l

t d p P d k I I t z z
∞ ∞

+
= = = = = =

+ μ + − +∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∏  

( )( ) ( )
1

1 11 0 0 0 0 1

1 ... ... , ,
n

l l

n n

mm nn
d k

i i i i l n l
i d d k k l

t m d P d I k t z z
∞ ∞

+
= = = = = =

+ γ − + − +∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∏  

( )( ) ( )
1

1 11 0 0 0 0 1

1 ... ... , ,
n

l l

n n

mm nn
d k

i i i l n l
i d d k k l

t d P d I k t z z
∞ ∞

+
= = = = = =

+ β + +∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∏ .  (4) 

Преобразуя суммы, входящие в (4), для производящей функции получаем соот-
ношение в частных производных 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
0 2

1 1

,
1 1 ,

n n
n

i n i i i i n
i i

z t
t p z t m z z t

t +
= =

∂Ψ ⎡ ⎤⎛ ⎞= −λ − + γ − Ψ −⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ ∑  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )20

1 1 , 1 1

,n n n n
n j i ni

i i i i i ij
i i i j in i n i i i

z t z tp
t t z t t p

z z z z
+

= = = =+ +

⎛ ⎞β ∂Ψ
− μ + β − μ − μ −⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠

∑ ∑ ∑ ∑ . 

Для нахождения ( )tzn ,2Ψ  можно предложить алгоритм, аналогичный рассмот-

ренному в работе [3]. Разлагая ( )tzn ,2Ψ  в ряд по степеням nn k
n

k
n

d
n

d zzzz 211
11 ·· ⋅⋅+  , можно 

найти вероятности состояний сети, которые являются коэффициентами этого ряда. 
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