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УДК 519.65

Л.А. Янович, М.В. Игнатенко

Специальный случай интерполяционной

задачи Эрмита—Биркгофа для операторов

в пространстве гладких функций

Построен новый класс алгебраических интерполяционных многочле-
нов Эрмита—Биркгофа произвольной фиксированной степени для случая
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скалярных функций. На их основе получены интерполяционные опера-
торные формулы Эрмита—Биркгофа различной структуры и некоторые
их обобщения в классе гладких функций. Указан вид операторных мно-
гочленов, для которых эти формулы инвариантны.

1. Введение

При построении интерполяционных формул для операторов, за-
данных на функциональных пространствах, могут применяться из-
вестные интерполяционные многочлены для скалярных функций.
На основе такого подхода был получен ряд формул операторного
интерполирования [1]– [3]. Данная статья посвящена дальнейшему
развитию этого направления.

Пусть X = Cp [a; b] — пространство p раз дифференци-
руемых на [a; b] ⊆ R функций, фиксированные элементы
xj ∈ X, j = 0, 1, ..., n,— узлы интерполирования, оператор
F : X → Y, где Y — некоторое функциональное пространство, а
δνF [x; h1, h2, ..., hν ] — ν-й дифференциал Гато оператора F в точке
x = x(t) по напрвлениям hi = hi(t) ∈ X (i = 1, 2, ..., ν; t ∈ [a; b]).

Интерполяционная задача Эрмита для F (x) (x ∈ X) состоит в
построении операторного многочлена Hm(F ; x) ≡ Hm(x) : X → Y,
степени не выше m, удовлетворяющего условию

δβjHm[xj ; h1, h2, ..., hβj ] = δβjF [xj ; h1, h2, ..., hβj ], (1)

βj = 0, 1, ..., αj − 1; j = 0, 1, ..., n; α0 + α1 + · · · + αn = m+ 1.

Задача Эрмита—Биркгофа возникает, когда в интерполяционном
условии (1) некоторые из порядков дифференциалов βj отсутствуют.
В частном случае, если требуется построить операторный многочлен
Hn(x) : X → Y, такой, чтобы

δjHn[xj ; hj1, hj2, ..., hjj ] = δjF [xj ; hj1, hj2, ..., hjj ],

где j = 0, 1, ..., n; hjk ∈ X, приходим к интерполяционной задаче
Абеля—Гончарова. Под обобщенным операторным интерполирова-
нием типа Эрмита будем понимать интерполирование операторов,
при котором имеет место совпадение в узлах некоторых операторно-
дифференциальных выражений.
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Построение интерполяционных формул Эрмита—Биркгофа и
различных их обобщений даже для скалярных функций обычно свя-
зано со значительными трудностями. В ряде случаев интерполяци-
онная задача Эрмита—Биркгофа вообще не имеет решения [4]– [6].
Сложности в значительной степени возрастают при исследовании
операторного аналога этой задачи.

Будем рассматривать только те операторы F (x), для кото-
рых дифференциалы δνF [x; h1, h2, ..., hν ] содержат произведение
направлений h1, h2, ..., hν . В частности, если F (x) = f(s, x(t)),
где f(s, u) — скалярная функция аргументов s ∈ Cα (α ∈ N) и
u ∈ R, дифференцируемая по переменной u не менее, чем ν раз,

то δνF [x; h1, h2, ..., hν ] =
∂ν

∂xν
f(s, x)h1h2 · · ·hν , где x = x(t) и

hi = hi(t) (i = 1, 2, ..., ν). Этим свойством обладают, например,
операторы Гаммерштейна, Урысона и многие другие.

Через δνF [x; h] обозначим дифференциал ν-го порядка, где пер-
вые ν−1 направлений h1, h2, ..., hν−1 тождественно равны единице,
а последнее направление hν = h.

2. Интерполяционные многочлены, содержащие

дифференциалы интерполируемого оператора

Предварительно построим интерполяционную формулу Эрми-
та—Биркгофа частного вида для скалярных функций. Пусть зада-
ны узлы интерполирования t0, t1, ..., tn — различные точки числовой
оси, а также известны значения f(t0), f(t1), ..., f(tn) и значения про-
изводных f (n+1)(ti), f

(n+2)(ti), ..., f
(n+m)(ti) в некотором фиксиро-

ванном узле ti (0 ≤ i ≤ n) функции f(t), t ∈ R. Требуется построить
алгебраический многочлен Hn+m(f, t) ≡ Hn+m(t) степени не выше
n+m, удовлетворяющий условиям

Hn+m(tk) = f(tk), k = 0, 1, ..., n; (2)

H
(n+j)
n+m (ti) = f (n+j)(ti), j = 1, 2, ..., m. (3)

Введем обозначения

lnk(t) =
ωn(t)

(t− tk)ω′
n(tk)

, hnj(t) = ϕnj(t) −
n∑

k=0

lnk(t)ϕnj(tk), (4)
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ωn(t) = (t− t0)(t− t1) · · · (t− tn), ϕnj(t) =
(t− ti)

n+j

(n+ j)!
,

где k = 0, 1, ..., n; j = 1, 2, ..., m.
Заметим, что в частном случае для m = 1 справедливо тож-

дество hn1(t) ≡ ωn(t)

(n+ 1)!
, решение поставленной задачи известно и

искомый алгебраический многочлен Эрмита—Биркгофа степени не
выше n+ 1 имеет вид

Hn+1(t) = Ln(t) +
ωn(t)

(n+ 1)!
f (n+1)(ti), (5)

где Ln(t) =

n∑

k=0

lnk(t)f(tk) — интерполяционный алгебраический

многочлен Лагранжа. Отсюда с учетом приближенного равенства
f(x) ≈ Hn+1(t) следует правило нахождения приближенного значе-
ния производной (n + 1) порядка функции f(t) в некотором фикси-
рованном узле ti :

f (n+1)(ti) ≈
(n+ 1)!

ωn(t)
[f(t) − Ln(t)] .

Лемма 1. Для алгебраического многочлена

Hn+m(t) =

n∑

k=0

lnk(t)f(tk) +

m∑

j=1

hnj(t)f
(n+j)(ti)

выполняются условия (2), (3), где ti — фиксированный узел. Если
f(t) = Qn+m(t) — алгебраический многочлен степени не выше n+m,
то Hn+m(t) ≡ Qn+m(t).

Доказательство. Выполнение интерполяционных условий (2), (3)
следует из того, что lnk(tν) = δkν , hnj(tν) = 0 для всех
k, ν = 0, 1, ..., n; j = 1, 2, ..., m, где δkν — символ Кронеке-

ра, а l
(n+j)
nk (t) ≡ 0, h

(n+j)
nν (ti) = δνj при любых k = 0, 1, ..., n;

ν, j = 1, 2, ..., m.
Если f(t) = Qn(t) — алгебраический многочлен степени не вы-

ше n, тогда Hn+m(t) совпадает с многочленом Лагранжа для этой
же функции f(t) с теми же узлами интерполирования и поэтому
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Hn+m(t) ≡ Qn(t). Далее достаточно показать точность формулы
f(t) ≈ Hn+m(t), когда f(t) = hnν(t) (ν = 1, 2, ..., m). В этом случае

Hn+m(t) =

n∑

k=0

lnk(t)hnν(tk) +

m∑

j=1

hnj(t)h
(n+j)
nν (ti) =

=

m∑

j=1

hnj(t)δνj = hnν(t).

Итак, лемма 1 доказана.

Заметим, что для погрешности Rn+m(f ; t) = f(t) − Hn+m(t)

верно равенство Rn+m(f ; t) = rn(f ; t) −
m∑

j=1

rn(ϕnj ; t)f
(n+j)(ti), где

rn(g; t) — остаток интерполирования функции g в точке t многочле-
ном Лагранжа степени не выше n относительно узлов t0, t1, ..., tn.
Известно, что для функций g ∈ C(n+1)[a; b], где [a; b] — наи-
меньший отрезок, содержащий узлы t0, t1, ..., tn и точку t, оста-
точный член rn(g; t) может быть записан в форме Лагранжа

rn(g; t) =
g(n+1)(ξ)

(n+ 1)!
ωn(t), ξ ∈ (a; b). Поэтому для погрешно-

сти Rn+m(f ; t) построенной интерполяционной формулы Эрмита—
Биркгофа Hn+m(t) справедливо представление

Rn+m(f ; t) =



f

(n+1)(ξ0) −
m∑

j=1

(ξj − ti)
(j−1)

(j − 1)!
f (n+j)(ti)





ωn(t)

(n+ 1)!
,

где ξj ∈ (a; b), j = 0, 1, ..., m; a = min {t0, t1, . . . , tn, t} ,
b = max {t0, t1, . . . , tn, t} .

Данное представление для интерполяционной формулы (5) при-
мет вид

Rn+1(f ; t) =
(ξ0 − ti)ωn(t)

(n+ 1)!
f (n+2)(ξ1),

где ξ0, ξ0 ∈ (a; b).
Рассмотрим, далее, операторные многочлены Pn+m(x) : X → Y

степени n+m вида

Pn+m(x) = c0(x) +
n+m∑

k=1

d∫

c

cq(s, t)
dν

dtν
xq(t)dt (ν = 0, 1, ..., p), (6)
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где c0(x) и cq(s, t) — некоторые фиксированные функции

(s ∈ Cα, α ∈ N; t ∈ [c; d] ; k = 1, 2, ..., n+m).

Отметим, что если F (x) =

d∫

c

cq(s, t)
dν

dtν
xq(t)dt, ν = 0, 1, ..., p;

q = 0, 1, ..., n+m, то

δjF [x; h1, h2, ..., hj] = (7)

=





q!

(q − j)!

d∫

c

cq(s, t)
dν

dtν
[
xq−j(t)h1(t)h2(t) · · ·hj(t)

]
dt, j ≤ q;

0, j > q.

Предполагаем, что функции {xk(t)}nk=0 ∈ X, используемые
в дальнейшем в качестве узлов интерполирования, таковы, что
xi(t) 6= xj(t) при i 6= j для любых t ∈ [a; b] .

Пусть g(τ, t;x) — линейный на X оператор, удовлетворяющий
условиям

g(a, t;x) ≡ 0, g(b, t;x) ≡ x(t); τ, t ∈ [a; b], x ∈ X, (8)

а для интерполируемых операторов F (x) справедливо равенство

δF [x0(·) + g(τ, ·;h); g′τ (τ, ·;h)] = F ′
τ (x0(·) + g(τ, ·;h)), h ∈ X. (9)

В частности, оператор g(τ, s;x) может быть основан на инте-
гральных преобразованиях Фурье, Абеля или других и представ-
лен как

g(τ, s;x) =

τ∫

a

ρ(s, t)ψ(t, x)dt =

{
0, τ = a;

x(s), τ = b.

Для каждого из таких преобразований функция ρ(s, t) и оператор
ψ(t, x) задаются соответствующими формулами. Так, в случае пре-
образования Абеля в пространстве X = C1[a; b], оператор g(τ, s;x)
имеет вид

g(τ, s;x) =
sin(απ)

π

τ∫

a

χ(s, t)

(s− t)1−α
ψ(t, x)dt, s > a, 0 < α < 1,
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где

ψ(t, x) =
d

dt

t∫

a

x(s)

(t− s)α
ds, χ(s, t) =

{
1, s > t;
0, s < t.

Теорема 1. Для операторного многочлена

Hn+m(F ; x) = F (x0) +
m∑

j=1

δn+jF [xi; hnj(x)]+ (10)

+

n∑

k=1

b∫

a

δF [x0(·) + g(τ, ·;xk − x0); lnk(x(·))g′τ (τ, ·;xk − x0)]dτ,

где lnk(x) ≡ lnk(x(t)) и hnj(x) ≡ hnj(x(t)) задаются равенствами
(4), в которых точки t и tk заменены соответственно на функции
x = x(t) и xk = xk(t), выполняются условия

Hn+m(F ; xk) = F (xk), k = 0, 1, ..., n; (11)

δn+jHn+m[xi; h1, h2, ..., hn+j ] = δn+jF [xi; h1, h2, ..., hn+j ], (12)

где xi — фиксированный узел, j = 1, 2, ...,m. Если F (x) = Pn+m(x) —
операторный многочлен вида (6), то Hn+m(F ; x) ≡ Pn+m(x).

Доказательство. Так как hnj(xν) = 0, а lnk(xν) = δkν для
j = 1, 2, ..., m и k, ν = 0, 1, ..., n, то, используя тождества (8) и
соотношение (9), получаем Hn+m(F ; xν) =

= F (x0) +

b∫

a

δF [x0(·) + g(τ, ·;xν − x0); g
′
τ (τ, ·;xν − x0)]dτ =

= F (x0) +

b∫

a

F ′
τ (x0(·) + g(τ, ·;xν − x0))dτ =

= F (x0) + F (xν) − F (x0) = F (xν), ν = 0, 1, ..., n.

Учитывая тождества

δn+j lnk[x; h1, h2, ..., hn+j ] ≡ 0
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и равенства

δn+jhnν [xi; h1, h2, ..., hn+j ] =

= h(n+j)
nν (xi(t))h1(t)h2(t) · · · hn+j(t) = δνjh1(t)h2(t) · · ·hn+j(t)

для ν, j = 1, 2, ..., m, приходим к (12).
Покажем инвариантность относительно операторных многочле-

нов вида (6) интерполяционной формулы Hn+m(F ; x), задаваемой
равенством (10). Пусть

F (x) =

d∫

c

cq(s, t)
dν

dtν
xq(t)dt, (13)

где ν = 0, 1, ..., p; q = 0, 1, ..., n+m. Для операторов (13) в случае
q = 0, 1, ..., n вторая сумма в (10) в силу порядка дифференциалов
n+ j > n и равенства (7) обратится в нуль.

Так как

b∫

a

δF [x0(·) + g(τ, ·;xk − x0); lnk(x(·))g′τ (τ, ·;xk − x0)]dτ =

=

b∫

a

q

d∫

c

cq(s, t)
dν

dtν
[x0(t) + g(τ, t;xk − x0)]

q−1lnk(x(t))×

× g′τ (τ, t;xk−x0)dt dτ =

d∫

c

cq(s, t)
dν

dtν

b∫

a

q[x0(t)+ g(τ, t;xk−x0)]
q−1×

× g′τ (τ, t;xk − x0)dτlnk(x(t))dt =

=

d∫

c

cq(s, t)
dν

dtν

b∫

a

d

dτ
[x0(t) + g(τ, t;xk − x0)]

qdτlnk(x(t))dt =

=

d∫

c

cq(s, t)
dν

dtν
[lnk(x(t))(x

q
k(t) − xq0(t))] dt,

то с учетом тождества
n∑

k=0

lnk(x(t))x
q
k(t) ≡ xq(t), q = 0, 1, ..., n,
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приходим к равенству Hn+m(F ; x) =

=

d∫

c

cq(s, t)
dν

dtν

[
xq0(t) +

n∑

k=1

lnk(x(t))(x
q
k(t) − xq0(t))

]
dt =

=

d∫

c

cq(s, t)
dν

dtν

[
n∑

k=0

lnk(x(t))x
q
k(t)

]
dt =

d∫

c

cq(s, t)
dν

dtν
xq(t)dt = F (x).

Для дальнейшего доказательства теоремы удобнее рассматри-
вать операторы вида

F̃ (x) =

d∫

c

cq(s, t)
dν

dtν
[ωn(x(t))x

q(t)] dt, (14)

где ν = 0, 1, ..., p; q = 0, 1, ..., m− 1.
Заметим, что если формула (10) точна для операторов (14),

то она будет точна и для операторов F (x) вида (13) при
q = n+ 1, n+ 2, ..., n+m.

Так как дифференциал первого порядка δF̃ [x; h] для операто-
ров (14) вычисляется по правилу

δF̃ [x; h] =

d∫

c

cq(s, t)
dν

dtν

{
d

dx
[ωn(x(t))x

q(t)]h(t)

}
dt,

то вторая сумма в правой части формулы (10) преобразуется к виду

n∑

k=1

b∫

a

δF̃ [x0(·) + g(τ, ·;xk − x0); lnk(x(·))g′τ (τ, ·;xk − x0)]dτ =

=

n∑

k=1

b∫

a

d∫

c

cq(s, t)
dν

dtν

{
d

dx

{
ωn(x0(t) + g(τ, t;xk − x0))×

× [x0(t) + g(τ, t;xk − x0)]
q
}
lnk(x(t))g

′
τ (τ, t;xk − x0)

}
dt dτ =
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=

n∑

k=1

d∫

c

cq(s, t)
dν

dtν

{ b∫

a

d

dτ

{
ωn(x0(t) + g(τ, t;xk − x0))×

× [x0(t) + g(τ, t;xk − x0)]
q
}
dτlnk(x(t))

}
dt =

=

n∑

k=0

d∫

c

cq(s, t)
dν

dtν
{[ωn(xk(t))xqk(t) − ωn(x0(t))x

q
0(t)] lnk(x(t))} dt =

=

d∫

c

cq(s, t)
dν

dtν

{
n∑

k=0

lnk(x(t)) [ωn(xk(t))x
q
k(t)]

}
dt− F̃ (x0) = 0.

Для операторов (14) дифференциал

δn+jF̃ [x; h1, h2, ..., hn+j] =

=

b∫

a

cq(s, t)
dν

dtν
[ψp(x(t))h1(t)h2(t) · · ·hn+j(t)] dt,

где ψp(x(t)) — алгебраический многочлен степени

p (0 ≤ p = q − j + 1 < m)

относительно x(t). Поэтому для первой суммы в (10) справедливо
равенство

m∑

j=1

δn+jF̃ [xi; hnj(x)] =

m∑

j=1

d∫

c

cq(s, t)
dν

dtν
{ψp(xi(t))hnj(x(t))} dt =

=

d∫

c

cq(s, t)
dν

dtν





m∑

j=1

hnj(x(t))
dn+j

dxn+j
[ωn(xi(t))x

q
i (t)]



 dt.

На основе доказанной леммы 1 для операторов (14) окончательно
получаем

Hn+m(F̃ ; x) =

d∫

c

cq(s, t)
dν

dtν

{
n∑

k=0

lnk(x(t)) [ωn(xk(t))x
q
k(t)] +
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+

m∑

j=1

hnj(x(t))
dn+j

dxn+j
[ωn(xi(t))x

q
i (t)]

}
dt = F̃ (x).

Теорема 1 доказана.

В частности, если оператор g(τ, t;x) = τx(t), t ∈ [a; b] = [0; 1], а
m = 1, то формула (10) преобразуется в равенство

Hn+1(F ; x) = Ln(F ; x) +
1

(n+ 1)!
δn+1F [xi; ωn(x)], (15)

где интерполяционный операторный многочлен Лагранжа Ln(F ; x)
имеет вид

Ln(F ; x) = F (x0) +

n∑

k=1

1∫

0

δF [x0 + τ(xk − x0); lnk(x)(xk − x0)]dτ.

Для формулы (15) выполняются интерполяционные условия

Hn+1(F ; xk) = F (xk) (k = 0, 1, ..., n);

δn+1Hn+1[xi; h1, h2, ..., hn+1] = δn+1F [xi; h1, h2, ..., hn+1].

Далее построим обобщенную интерполяционную формулу Эр-
мита—Биркгофа для скалярных функций. Пусть, как и ранее, зада-
ны узлы интерполирования t0, t1, ..., tn — различные точки числовой
оси, известны значения f(t0), f(t1), ..., f(tn) и значения производ-
ных f (n+1)(ti), f

(n+2)(ti), ..., f
(n+m)(ti) в некотором фиксированном

узле ti (0 ≤ i ≤ n) функции f(t), t ∈ R. Требуется построить алгеб-
раический многочлен Hn+m(f, t) ≡ Hn+m(t) степени не выше n+m,
для которого справедливы равенства (2) и выполняются условия

D̃n+mHn+m(ti) = D̃n+mf(ti), (16)

где D̃n+mf(t) =

m∑

ν=1

f (n+ν)(t).

Лемма 2. Для алгебраического многочлена

Hn+m(t) =

n∑

k=0

lnk(t)f(tk) + hnm(t)D̃n+mf(ti)

выполняются условия (2) и (16) .
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Доказательство. Выполнение интерполяционных условий (2) и (16)
следует из того, что hnm(tν) = 0, lnk(tν) = δkν , для k, ν = 0, 1, ..., n,
а D̃n+mhnm(ti) = 1, D̃n+mlnk(t) ≡ 0 при k = 0, 1, ..., n.

Рассмотрим далее операторно-дифференциальные выражения

Dn+mF (x) ≡ Dn+mF [x; h] =

m∑

ν=1

δn+νF [x; h]. (17)

Через δn+νF [x; h], как и ранее, обозначен дифференциал Гато
(n + ν)-го порядка по направлениям h1 = h2 = ... = hn+ν−1 ≡ 1,
hn+ν = h.

Теорема 2. Для операторного многочлена

Hn+m(F ; x) = F (x0) +Dn+mF [xi; hnm(x)]+

+

n∑

k=1

b∫

a

δF [x0(·) + g(τ, ·;xk − x0); lnk(x(·))g′τ (τ, ·;xk − x0)]dτ,

где lnk(x) ≡ lnk(x(t)) и hnj(x) ≡ hnj(x(t)) такие же, как и в теореме
1, справедливы равенства (11) и выполняются условия

Dn+mHn+m(xi) = Dn+mF (xi). (18)

Доказательство. Так как при x = xν верны равенства lnk(xν) = δkν
и hnj(xν) = 0 для k, ν = 0, 1, ..., n и j = 1, 2, ..., m, то, используя
соотношение (9), получаем, что

Hn+m(F ; xk) = F (xk) (k = 0, 1, ..., n).

Покажем справедливость условий (18). С учетом тождеств

Dn+mlnk[xi; h] ≡ 0 (k = 0, 1, ..., n)

и равенств Dn+mhnm[xi; h] = h получим для Dn+mHn+m[xi; h] со-
отношение

Dn+mHn+m[xi; h] = Dn+mF [xi; Dn+mhnm[xi; h]] = Dn+mF [xi; h].

Теорема 2 доказана.
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3. Формулы, содержащие дифференциалы

и интегралы Стилтьеса интерполируемого оператора

Построим далее интерполяционные операторные формулы иной
структуры, содержащие дифференциалы и интегралы Стилтьеса ин-
терполируемого оператора. Введем числовую функцию

χ(τ, t) =

{
b, τ ≥ t;
a, τ < t,

где a < τ < b, а χ(a, t) ≡ a и χ(b, t) ≡ b. Через Qn+m(x) обозначим
операторный многочлен вида

Qn+m(x) =

n+m∑

k=0

b∫

a

ak(s, t)x
k(t)dt, (19)

где ak(s, t) — некоторые заданные функции

(s ∈ Rα, α ∈ N; t ∈ [a; b] ; k = 0, 1, ..., n+m).

Теорема 3. Для операторного многочлена

Hn+m(F ; x) = F (x0) +

m∑

j=1

δn+jF [xi; hnj(x)]+ (20)

+

n∑

k=1

b∫

a

lnk[x(τ)]dτF [x0(·) + g(χ(τ, ·), ·;xk − x0)],

где lnk(x) ≡ lnk(x(t)) и hnj(x) ≡ hnj(x(t)) такие же, как и в тео-
реме 1, а для оператора g(τ, t;x) имеют место соотношения (8),
будут выполняться интерполяционные условия (11) и (12). Если
F (x) = Qn+m(x) — операторный многочлен вида (19), то

Hn+m(F ; x) ≡ Qn+m(x).

Доказательство. При x = xν справедливы равенства

hnj(xν) = 0, lnk(xν) = δkν
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для всех j = 1, 2, ..., m и k, ν = 0, 1, ..., n. Следовательно,

Hn+m(F ; xν) = F (x0) +

b∫

a

dτF [x0(·) + g(χ(τ, ·), ·;xν − x0)] = F (xν),

где ν = 0, 1, ..., n. Учитывая, как и ранее, тождества

δn+j lnk[x; h1, h2, ..., hn+j ] ≡ 0

при k = 0, 1, ..., n и равенства

δn+jhnν [xi; h1, h2, ..., hn+j ] = δνjh1(t)h2(t) · · ·hn+j(t)

для ν, j = 1, 2, ..., m приходим к соотношениям (12).
Пусть оператор

F (x) =

b∫

a

aq(s, t)x
q(t)dt, (21)

где степень q = 0, 1, ..., n, тогда первая сумма в (20) обратится в
нуль, так как порядок дифференциала n+ j > q .

Для k-го слагаемого второй суммы в (20) и этого класса операто-
ров с учетом свойств функции χ(τ, t) будет выполняться равенство

b∫

a

lnk[x(τ)]dτF [x0(·) + g(χ(τ, ·), ·;xk − x0)] =

b∫

a

lnk[x(τ)]dτ×

×





τ∫

a

aq(s, t)x
q
k(t)dt +

b∫

τ

aq(s, t)x
q
0(t)dt



 =

=

b∫

a

aq(s, τ)lnk[x(τ)] {xqk(τ) − xq0(τ)} dτ.

Отсюда

Hn+m(F ; x) =

b∫

a

aq(s, t)

[
xq0(t) +

n∑

k=1

lnk[x(t)] {xqk(t) − xq0(t)}
]
dt =
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=

b∫

a

aq(s, t)

n∑

k=0

lnk[x(t)]x
q
k(t)dt =

b∫

a

aq(s, t)x
q(t)dt = F (x).

Для дальнейшего доказательства теоремы, как и раньше, удоб-
нее рассматривать операторы вида

F̃ (x) =

b∫

a

aq(s, t)ωn(x(t))x
q(t)dt ( q = 0, 1, ..., m− 1). (22)

Заметим, что если формула (20) точна для операторов (22), то
она будет точна и для операторов F (x) вида (21) при

q = n+ 1, n+ 2, ..., n+m.

Для операторов (22) вторая группа слагаемых правой части
формулы (20) примет вид

n∑

k=1

b∫

a

lnk[x(τ)]dτ F̃ [x0(·) + g(χ(τ, ·), ·;xk − x0)] =

=

b∫

a

aq(s, t)

n∑

k=1

lnk[x(t)] {ωn(xk(t))xqk(t) − ωn(x0(t))x
q
0(t)} dt = 0.

Дифференциал δn+jF̃ [x; h1, h2, ..., hn+j] операторов этого вида вы-
числяется по правилу

δn+jF̃ [x; h1, h2, ..., hn+j ] =

=

b∫

a

aq(s, t)ψp(x(t))h1(t)h2(t) · · ·hn+j(t)dt,

где ψp(x(t)) — алгебраический многочлен степени

p (0 ≤ p = q − j + 1 < m)

относительно x(t). Поэтому для первой суммы в (20) справедливо
равенство

m∑

j=1

δn+jF̃ [xi; hnj(x)] =
m∑

j=1

b∫

a

aq(s, t)ψp(xi(t))hnj(x(t))dt =
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=

b∫

a

aq(s, t)





m∑

j=1

hnj(x(t))
dn+j

dxn+j
[ωn(xi(t))x

q
i (t)]



 dt.

На основе доказанной леммы 1 для операторов (22) окончательно
получаем

Hn+m(F̃ ; x) =

b∫

a

aq(s, t)

{
n∑

k=0

lnk(x(t)) [ωn(xk(t))x
q
k(t)] +

+

m∑

j=1

hnj(x(t))
dn+j

dxn+j
[ωn(xi(t))x

q
i (t)]

}
dt = F̃ (x).

Теорема 3 доказана.

В случае аналогичной обобщенной интерполяционной задачи
Эрмита—Биркгофа справедливо следующее утверждение.

Теорема 4. Для операторного многочлена

Hn+m(F ; x) = F (x0) +Dn+mF [xi; hnm(x)]+

+
n∑

k=1

b∫

a

lnk[x(τ)]dτF [x0(·) + g(χ(τ, ·), ·;xk − x0)],

где lnk(x) ≡ lnk(x(t)) и hnj(x) ≡ hnj(x(t)) такие же, как и в теореме
1, справедливы равенства (11) и (18).

Доказательство. Учитывая значения функций lnk(x) и hnj(x) в уз-
лах интерполирования xν , как и ранее получим, что

Hn+m(F ; xν) = F (x0) +

b∫

a

dτF [x0(·) + g(χ(τ, ·), ·;xk − x0)] = F (xν).

Проверка справедливости условий (18) аналогична рассуждени-
ям, приведенным при доказательстве теоремы 2.
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Пример. Пусть

F (x) =

b∫

a

K[s, t, x(t)]dt

— оператор Урысона, узлы интерполирования

xk(t) ∈ C[a, b], k = 0, 1, ..., n.

Тогда

δνF̃ [x; h] =

b∫

a

K(ν)
x [s, t, x(t)]h(t)dt, ν = 1, 2, ..., n+m,

и интерполяционный многочлен Эрмита—Биркгофа (10), где опера-
тор g(τ, t;x) = τx(t), t ∈ [0; 1], примет вид

Hn+m(F ; x) =

n∑

k=0

b∫

a

K[s, t, xk(t)]lnk(x(t))dt+

+

m∑

j=1

b∫

a

K(n+j)
x [s, t, xi(t)]hnj(x(t))dt.

Нетрудно заметить, что полученный многочлен удовлетворяет
интерполяционным условиям (11) и (12), где xi — один из фиксиро-
ванных узлов интерполирования.

В заключение отметим, что достаточно полная теория опера-
торного интерполирования изложена в монографии [7], в которой,
в частности, рассмотрены и специальные случаи интерполяционной
задачи Эрмита—Биркгофа.
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