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ИССЛЕДОВАНИЕ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ 
ДВУСТЕННОЙ УГЛЕРОДНОЙ НАНОТРУБКИ, ОСНОВАННОЕ 
НА НЕЛОКАЛЬНОЙ ТЕОРИИ ОРТОТРОПНЫХ ОБОЛОЧЕК 

А. Н. Шейко 

ВВЕДЕНИЕ 

В данной работе проводится анализ собственных частот колебаний 
двустенной углеродной нанотрубки (ДУНТ), находящейся в упругой 
среде. ДУНТ моделируется системой вложенных ортотропных цилинд-
рических оболочек. В качестве исходных уравнений, описывающих 
движение двустенной нанотрубки, приняты уравнения типа Флюгге [1]. 
Данная модель учитывает начальные напряжения, возникающие под 
действием внешних сил и окружающей упругой среды. Из-за неприме-
нимости законов классической механики к наноразмерным структурам, 
при формулировке уравнений физического состояния используется не-
локальная теория упругости Эрингена [2]. Указанная теория предполага-
ет, что напряженное состояние в данной точке является функцией зави-
сящей от деформаций в каждой точке тела. Теория упругости Эрингена 
включает в себя эффект масштаба и дальнего атомного взаимодействия. 

Поскольку нанотрубки часто используются в качестве наполнителей 
для новых композиционных материалов, важно изучить воздействие ок-
ружающей упругой среды на ее динамическое поведение. Далее, упругая 
среда будет моделироваться Винклеровским основанием. 

При изучении движения ДУНТ нужно учитывать взаимное влияние 
слоев. Это влияние заключается в возникновении межатомных сил, ме-
жду слоями ДУНТ, называемых силами Ван-дер-Ваальса. 

Погрешность используемой здесь модели составляет величину поряд-

ка [3]   22
0 11,2

~ max ,j jj
h R e a R


, где a 0.14nm  – характерный внутрен-

ний размер решетки, а 1R  – радиус вложенной трубки. 

УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ В ПЕРЕМЕЩЕНИЯХ 

Для описания двустенной углеродной нанотрубки используем меха-
ническую систему, состоящую из двух концентрически вложенных ци-
линдрических оболочек. Введем ортогональную систему координат x  и 
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φ , где x  – осевая координата, а φ  – угол. В качестве уравнений движе-
ния системы концентрически вложенных трубок используем уравнения 
типа Флюгге [1]: 
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, 0.142d nm  – внутренний харак-

терный размер решетки нанотрубки, * *
23 2,3( , )p x u    - усилия, дейст-

вующие со стороны окружающей матрицы на внешний слой нанотрубки. 
Усилия и моменты в (1) выражаются через перемещения в соответствии 
с классической моделью макроскопических оболочек [4]. В соответст-
вии с нелокальной континуальной теорией Эрингена [2] микроскопиче-
ские и макроскопические напряжения связаны соотношениями: 
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где j   – дифференциальный оператор, действующий по формуле: 
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Здесь 0e  – материальная константа нелокальности. Действуя на 
уравнения (1) оператором (2), и подставляя соотношения, связывающие 
усилия и перемещения, получим уравнения движения в перемещениях: 
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а ijnijn ,, , ML  – матричные дифференциальные операторы размерности 

33  с элементами ijnL ,  и ijnM ,  соответственно. 

СВОБОДНЫЕ ОСЕСИММЕТРИЧНЫЕ КОЛЕБАНИЯ 

В качестве примера рассмотрены свободные осесимметричные коле-
бания ДУНТ с учетом начальных напряжений. Примем следующие зна-
чения параметров [5]: 
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Исследования показали, что в данном случае ДУНТ будет иметь две 
собственные формы колебаний: стенки движутся в одном и в разных на-
правлениях (см. рис. 1и рис. 2). 
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Рис. 1. Значения   (собственные частоты нанотрубки, соответствующие:  

a) I-й b) II-й форме колебаний) от σ  (начальных напряжений в осевом направлении), 
при различных коэффициентах постели, где m=5; e0=0 

 
Рис. 2. Значения   (собственных частот нанотрубки, соответствующих I-й форме 

колебаний) от σ  (начальных напряжений в осевом направлении),  
при различных коэффициентах упругой нелокальности, где m=5; e33=0 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Построены уравнения движения ДУНТ в перемещениях. В качестве 
примера произведен анализ собственных частот симметричных колеба-
ний ДУНТ от начальных напряжений в осевом направлении, при раз-
личных коэффициентах постели и параметрах нелокальности. Замечено, 
что увеличение упругости среды, окружающей нанотрубку, приводит к 
росту ее собственных частот. Учет структуры нанотрубки, полученный 
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использованием теории упругости Эрингена, приводит к снижению соб-
ственных частот. 
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