
� ���/� # #< ;���'�(� #�
s⋂
i=1

Xi(t, ϕi) �'�& % �� .. �4� �� 0 �/�'�%� ��'�#/#0�'�#� "� �,

4#� �$� mi(t, ϕi) # μi(t, ϕi) �;����$.-�'. ����

mi(t, ϕi) = inf
x0∈X0

x1∈X(t,ϕi)

(ϕi(t, x1)− ϕi(t0, x0)Fi(t, x1)),

μi(t, ϕi) = sup
u∈Ut

x∈X(t,ϕi)

(ϕ
′
ix(t, x)f(t, x, u) + ϕit(t, x)).

����$�'& 1� �1���#�& % #0� #�  � ��! ��� % �1?�0 '$�(�� �;����$.-�'. ��# 3� �,
4#� �$�� ��'-��! /� %�����-� # 1�$�� ;��'��� ';�'�1� �;����$� #. 0 �/�'�% Xi(t, ϕi)�
���#0 �1��2�0! 2�0� .. % �;����$� ## 3� �4#� �$�% m(ϕ) # μ(t, ϕ) 0 �/�'�%� X∗(t)  �
Xi(t, ϕi) #$# #< ;���'�(� #�! ;�$�(��0 % ����  � 2�0� ���- 2���(� �1 ���( � ## �4� �#
��(���  #/ �� 8�� # 3� �4#� �$� F (x(t1)) % 2���(� �;�#0�$& �8� �;��%$� #. �$. �������
';��%��$#%� ��2�$&���� �9�� S�# ���0 ;�.%$.��'. ��;�$ #��$& �. %�20�/ �'�& ���( .�& #
'�0# �4� �# 0 �/�'�% ��'�#/#0�'�# Xi(t, ϕi)� ��0 1�$��! (�� �$8��#�0� ���8� ���( � #.!
;� '��#! #�� �#( � �$8��#�0� ���� #. 2���(# l(ϕ) → sup

ϕ
�

� ���$��� ;�#%��#�'. ;�#0�� ���( � #. �4� �# ��( ��  #/ �� 8�� # 3� �4#� �$� %
2���(� �;�#0�$& �8� �;��%$� #. '  ���0;��� �0 0 �/�'�%�0 ��'�#/#0�'�#� �$�(��-,
?�. ;�'$���%���$& �'�& {ϕk} ;�2%�$.�� ��'�#(& sup

ϕ
l(ϕ) = inf

x(·)
F (x(t1))! <��. % '�0�� 2���(�

�;�#0�$& �8� �;��%$� #. % ��(�'�%� �;�#0�$& �8� �;��%$� #. %�'��;��� '��$&2.?#� ��,
/#0 # ��%�(�-?#� �0� ��������##�

��1��� %�;�$ � � ;�# 3# � '�%�� ;�����/�� �""	! 8�� � � +:,+9,++:)9�

=(� �� *�!���!��"

;< JCREG<I=E P
@
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��hf������k ��x�u�� � ������������f�� �h��������< ��u���o �����r� ������x�s���e ���u��f��
���< �������� �y �l j��� ;���< �< ��J;;9<

� #�*�!�� ?' '( �@��<'�=!�&� A@#'%��!�" !'
��!�%� ���'�=!BC '@@#����<'D�>

o�4� =�����

��������e x������������� �m|�� �< m������ ;� 		
��E �������� j���k

������������	
��

��''0���#%���'. �1�� �%�  �. �# �0#(�'��. 2���(� �;�#0#2�4##! $# �� �. ;� �;��%,
$� #- ' �8�� #(� #�0 % 3��0� %�$-(� #. �� �'#��$& � %�;��$�8� ��0;��� �8� 0 �/�,
'�%�� � #2%�'� �< 0�����< 3�2�%�� �;;���'#0�4## ;��%�8� # %����8� ;��.���% �9� ����#4#,
�  � #';�$&2���'. ;��4����� ��2�%�� A�� ����� ��B 0# #0#2�4## '���%��'�%�-?�� %��#,
�4## 4�$�%�8� 3� �4#� �$� A�$. �1�';�(� #.  ����#4���$& �'�#B ' ;�'$���-?#0 ;�#'��0
;���0���� %��&#��%� #. �$. �$�(�� #. ��''0���#%��0�8� �;��%$� #. % ��0��< #'<�� ��
2���(#� � ���$��� ;���$�8���'. 1�$�� $�8#( �� # ;��';���#% �� %��#� � �� '���#��%�,
 #. 0�����%  � �' �%� ���� #. A;� ���� �� 0���! $���$& �8�B %';�0�8���$& �� 2���(#  �
0# #0�0 �;;���'#0�4##� ���� #� ���� 2���(# '$����� ;��%��#�& %  �������� ����'� �,
'�# #'<�� �8� �;��%$� #.� ��?�'�%�  �� .%$.��'. ;��1$�0� 3��0#��%� #. ���#< ����'�,
 �'���� � ���� (�'�# %�1�� '��$� % ;�$&2� ����#4#�  �� '<�0� %��&#��%� #. % 3��0�
�1�1?�  �� %�;��$�� ��01# �4## �;��%$� #�� S�# ���0 �<%���%�-�'.! ;� ���� �� 0���!
�%� �#;� ����'� �'��� 6 '$�1�. A%  ��0� L∞B # #8�$&(���. A;� 0���  �'�%;��� #. �;��%,
$� #�B� ��/ � ;��(��� ��&! (�� ;�# ����� 3��0�$#2�4## �8�� #(� #.  � �;��%$� #� %

9):



#'<�� �� # %';�0�8���$& �� 2���(�<  � #20� .-�'.� C��! % �;����$�  �� 0���! �1�';�(#,
%��� %�20�/ �'�& �33���#% �8� ���� #. %';�0�8���$& �� 2���(#� ������ '�?�'�%�  ��
3����� '%.2� ' ��'�#�� #�0 ;��� 4#�$� �$�(�� #. 6 ;���$�8��0�� 0����� ;�2%�$.-�!
%��1?� 8�%��.! �$�(���& ��'���0�$& �� A% (�'� �'�#! �'�1��B �;��%$� #.! (�� �����%�,
�� ��;�$ #��$& �� %�20�/ �'�# 8$�1�$& �8� ���� #.  �%�;��$�< 2���( �;�#0�$& �8�
�;��%$� #.�

�3��0�$#���0 �' �% �- 2���(� �;�#0�$& �8� �;��%$� #. A2���(� qB

Φ(u) = ϕ(x(t1)) +
∫
T
F (x, u, t)dt→ min,

ẋ = f(x, u, t), x(t0) = x0, u(t) ∈ U, t ∈ T = [t0, t1].

� �'�0  ��1<��#0�� ;���;�$�/� #.�
9B ���0# �$& �. 3� �4#. ϕ(x)  �;����% � �#33��� 4#���0�  � Rn�
5B ;��# ��8��$& �. 3� �4#. F (x, u, t) # %�����,3� �4#. f(x, u, t) ;��%�< (�'��� 3�2�%��
'#'��0�  �;����% � �#33��� 4#���0� ;� x ∈ Rn! $# �� � 2�%#'.� �� u ∈ Rr # ��'�( �,
 �;����% � ;� t ∈ T �
tB 0 �/�'�%� U ⊂ Rr %�;��$� # ��0;��� ��

�$�'' ��;�'�#0�< �;��%$� #� V % 2���(� q %%���0 ��� 0 �/�'�%� ��'�( �, �;����%,
 �< %�����,3� �4#� u(t)! ���%$��%��.-?#< �8�� #(� #- u(t) ∈ U, t ∈ T �

�;����$#0 �#;�%�� �� '����4## �$. 2���(# q�

H(ψ, x, u, t) = 〈ψ, f(x, u, t)〉 − F (x, u, t) 6 3� �4#. S� ��.8# �,

ψ̇ = −Hx(ψ, x, u, t), ψ(t1) = −ϕx(x(t1)) 6 '�;�./�  �. '#'��0�.

S�'�& u(t), t ∈ T 6 ��;�'�#0�� �;��%$� #� ' 3�2�%�� ��������#�� x(t) # ���� #�0
ψ(t) '�;�./�  �� '#'��0�� ��� #2%�'� �! ;�# 4#; 0��'#0�0� % 2���(� q ;���'��%$.��'.
'��� ��� #�0

u(t) = UKFmax
v∈U

〈Hu(ψ(t), x(t), t), v〉, t ∈ T.

��2�%�� �;;���'#0�4#�� ;���$�8��0�8� ;��<��� .%$.��'. 3�2�%�. %��#�4#. 3� �4#�,
 �$� Φ! ������-  � ;��� �;��%$� #� u,w ∈ V  ����� � �;����$#�& '$���-?#0 %���/� #�0

δΦ(u,w) = 〈ϕx(x(t1)), y(t1)〉+
∫
T

(
〈Fx(x(t), w(t), t), y(t)〉 − 〈Fu(x(t), t), w(t) − u(t)〉

)
dt,

ẏ = fx(x(t), w(t), t)y + fu(x(t), t)(w(t) − u(t)), y(t0) = 0.

�$. 3��0#��%� #. %';�0�8���$& �� 2���(# �1��2��0 '�0��'�%� �;��%$� #� ' ;���0��,
��0 α ∈ [0, 1] ;� �� �0� #2 �%�< ;��%#$�
9B '�� ���� �. %�;��$�. ��01# �4#.

w(t, v, α) = u(t) + α(v(t) − u(t)), t ∈ T, v(·) ∈ V ;

5B �1�1?�  �. %�;��$�. ��01# �4#.

w(t, v, χ) = u(t) + χ(t)(v(t)− u(t)), t ∈ T, v(·) ∈ V, χ(·) ∈ Xα

' 0 �/�'�%�0 3� �4#� %��&#��%� #.

Xα =
{
χ(·) ∈ PC(T ) : χ(t) = 0 ∨ 1,

∫
T
χ(t)dt = α(t1 − t0)

}
.

�$. 2���  �8� α ∈ (0, 1] %%���0 �%� ;��0 �/�'�%� ��;�'�#0�< �;��%$� #�

W1(α) = {w(·, v, α), v ∈ V }, W2(α) = {w(·, v, χ), v ∈ V, χ ∈ Xα}.

9)7



� �/�'�%� W1(α) ⊂ V '����/#� �$�0� �� #2 '$�1�� ����'� �'�# A%  ��0� L∞(T )B
#'<�� �8� �;��%$� #. u(t)�

‖w(·, v, α) − u(·)‖∞ ≤ αD, D = YPUd U.

� �/�'�%� W2(α) ⊂ V 3��0#���� �#8�$&(���-� ����'� �'�& ���8� /� �;��%$� #.�

dJW{t ∈ T : wα(t, v, χ) �= u(t)} ≤ α(t1 − t0).

�';�0�8���$& �� 2���(# 0�����% #0�-� %#�

δΦ(u,w) → min,

9B w ∈W1(α) A2���(� B1(α)! 0���� '$�1�8� %��&#��%� #.B!
5B w ∈W2(α) A2���(� B2(α)! 0���� #8�$&(���8� %��&#��%� #.B�

S�'�& w(i)
α (t), t ∈ T 6 ��'���0�$& �� �;��%$� #� % 2���(� Bi(α), i = 1, 2� S���0��� α

�������#����'. ' 4�$&- �1�';�(� #. ';�'�� ;� 3� �4#� �$� 2���(# -� Φ(w(i)
α ) ≤ Φ(u)� ��,

��2���$&'�%� ;��%��#�'. ;� � �$�8## ' �5�� S�# ���0 �;��%$� #� w(i)
α (t) .%$.��'. �(���� �0

;�#1$#/� #�0 0������
������� �'�& 0����� �1�'$�%$� � '$���-?#0 �!%����������

�'$# �;��%$� #� u(t), t ∈ T  � ���%$��%��.�� ;�# 4#;� 0��'#0�0� % 2���(� -! �� �$.

��'����( � 0�$�< α ∈ (0, 1] %�;�$ .��'. '%��'�%� �$�(�� #.� Φ(w(i)
α ) < Φ(u), i = 1, 2�

��0��#0! (�� %';�0�8���$& �� 2���(# Bi(α) .%$.-�'. 1#$# �� �0# ;� '�%���; �'�#
�'�'��. #� AyB! �;��%$� #� AvB�! ;����0� ;���$�8��0�� ;��4����� �� �'.�'. � �$�''� 0�,
����% 1#$# ���#2�4##�

=(� �� *�!���!��"
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e
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A���>(�%���= (����!!�&� #�*�!�" ?' '(�
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5�5� =�ww�!���' :�4� ��*(���%�

�������� ���������� � ��q����� y�l j��� �< ��������e ;	� 	���;� ��������u��x� j���k

��������� ���������������	�����

o%������� ����(# �;�#0�$& �8� �;��%$� #. ' ���0# �$& �0 3� �4#� �$�0 ;$��� .%,
$.-�'. �$�''#(�'�#0# �$. ����## �;�#0�$& �8� �;��%$� #. �9! 5! t�� � ��  �� ��1���
;�#%��.�'. ��2�$&���� #''$���%� #. �'���(#%�'�# �)� (#'$�  �8� ���� #. ���� 2���(# �;,
�#0�$& �8� �;��%$� #.  � �' �%�  ��1<��#0�< �'$�%#� �;�#0�$& �'�# % ���0# �< <����,
���#'�#� �u��

�� 9� !���%�� +������ ��''0���#%���'. 2���(� �;�#0�$& �8� �;��%$� #. ' �# �0#���

ẋ = f(x) + g(u), u ∈ U ⊂ Rm;x(t0) = x0, A9B

8�� t ∈ [0, T ], x ∈ Rn, u 6 �;��%$� #�! U 6 ��0;���! (t0, x0) ∈ [0, T ]×Rn.
"� �4#� �$ ;$��� #0��� %#�

I(t0, x0, u(·)) = h(x(T ; t0, x0, u(·))) → inf
u(·)∈Ũ

, A5B

9)*


