
ẋ = f (t, x, u) , t ∈ T1, x (t0) = x0, AtB

ẏ = g (t, y, v) , t ∈ T2,

y (t1) = G (x (t1)) . A)B

���'& (x (t) , y (t)) (n1 + n2) , 0�� �� %����� 3�2�%�< ;���0�  �<! A �� �( �� 0 �/�,
'�%� m,0�� �< %������% a! ti, i = 1, 3 (t0 < t1 < t2) , 2��� �! U (V ) , 2���  ��  �;�,
'��� # �8�� #(�  �� 0 �/�'�%�! (u (t) , v (t)) ��'�( �, �;����% �� %����� �;��%$.-?#<
%�2���'�%#�! G (x) , 2���  �. �%�/��  �;����% � �#33��� 4#���0�. n2,0�� �. %�����,
3� �4#.! f (t, x, u) (g (t, y, v)) 2���  �. n1 (n2),0�� �. %�����,3� �4#.  �;����% �. ;�
'�%���; �'�# ;���0�  �< %0�'�� ' (�'� �0# ;��#2%�� �0# ;� x (y) �� %����8� ;��.���
%�$-(#��$& ��

���#3#4#��. 0���� ;�#��?� #� ' �(�$� ;�$�(� �  ��1<��#0�� �'$�%#� �;�#0�$& �'�#
% �#;� 0��'#0# � # $# ���#2�%�  �8� 0��'#0# � �5! t�! 2���0 #''$���%� �'�1�� % '0�'$�
0��'#0# � �5! )� '$�(���

S�$�(� �  ��1<��#0�� �'$�%#. �;�#0�$& �'�# �'�1�< �;��%$� #��

=(� �� *�!���!��"
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A
 l�uo� h�����f�o� �h�������k< m< ������ ;�9E� ��	 �<
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 ��x��n��� r�n�s� ����� h����r�t�� � �h�������k< i< �rn<�� izy� ;���<


< AQI>CFE? b
d
 l�uo� �h�������k � �������q � r�h�rno������<  ���� �im< ;���� ;9	 �<

� G��@�!�!D�'�=!�> ��')���?'D�� �����<
� ?'@'? B%'�F�< '#&A<�!��< !�>�#'�=!�&� ��@'

o��� ��������' 4�4� x�������

 ��������e x��n��������oe ��q��x�s����e ������������ ����n��� ;E�� ����E� m�����  ������f
 ��������	�!��
���	������

�� 9� !���%�� +������ ��''0���#0 $# �� �- '��4#� �� �- �;��%$.�0�- '#'��0�  ��,
���$& �8� �#;� ' '�#20��#0�0# 2�;�2��%� #.0#

ẋ(t)−
N∑
j=1

Dj ẋ(t− jh) =
N∑
j=0

(Ajx(t− jh) +Bju(t− jh)), t > 0 A9B

ADj ∈ Rn×n;Aj ∈ Rn×n;Bj ∈ Rn×r, j = 0, 1, . . . , N ;N ∈ N, h > 0B
#$# % �;������ �� 3��0�

(In −D(e−ph))ẋ(t) = A(e−ph)x(t) +B(e−ph)u(t), t > 0

8�� e−ph− �;������ '�%#8� Ae−phx(t) ≡ x(t− h) B� D(e−ph) ∈ Rn×n[e−ph], A(e−ph ∈
Rn×n[e−ph], B(e−ph) ∈ Rn×r[e−ph]� �$�0� �� s× q ,0���#4�,3� �4## #2 Rs×q[m] �'�& 0 �,
8�($� � ;���0�  �� m = e−ph '��;� #  � %��� N ! D(0) = 0.

S�#'���# #0 � '#'��0� A9B $# �� �� ��2 �'� �� ��8�$.��� '� 0 �8#0# 2�;�2��%� #.,
0# ;� '�'��. #- # �;��%$� #-�

Θ∑
j=0

ϕju(t− jh) =
Θ∑
j=0

Qjx(t− jh) A5B
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(ϕj ∈ R, Qj ∈ Rr×n, j = 0, 1, . . . ,Θ; u(t) ≡ 0, x(t) ≡ 0, t < −Nh)

#$# % �;������ �� 3��0�
ϕ(e−ph)u(t) = Q(e−ph)x(t),

8�� ϕ(m) =
Θ∑
j=0

ϕjm
j ∈ R[m], Q(m) ∈ Rr×n[m], m = e−ph.

1(����*���� �� kOGJIDB>IRBT ϕ(e−λh) =
M∑
j=0

ϕje
−λjh � ϕj ∈ R, j = 1, . . . ,M, λ ∈ C�

RGJBOET SKLDBRERdIG>QRB MLHB]VIO[T� EL>I PE]LHOIHE>QR[E VGLHI OLEU ECB KBFRE] λ =
λk, k = 1, 2, ... � TERQXE REKBHBFBCB PE]LHOIHE>QRBCB BHFIdGHE>QRBCB VIL>G �JPELQ C Y

DB>E KBTD>EKLR[U VILE>� 

1(����*���� 
� lMPET CBOBFIHQ� VHB LILHETG ��� �.� SKLDBRERdIG>QRB LHGAI>I�

JIFMETG� EL>I RG]PEHL? FECM>?HBF OIPG �.� �H E RG]PMHL? KBSaaIdIERH[ ϕj ∈ R, Qj ∈
Rr×n, j = 0, 1, . . . ,Θ� L SKLDBRERdIG>QRB MLHB]VIO[T KOGJIDB>IRBTBT ϕ(e−ph) HGKB]� VHB

LILHETG

d

dt
(ϕ(e−ph)(In −D(e−ph))x(t)) = ϕ(e−ph)A(e−ph)x(t) +B(e−ph)Q(e−ph)u(t), t > 0,

AMPEH SKLDBRERdIG>QRB MLHB]VIOG 

S���'��%#0 '#'��0� A9B % %#��

(In −D(e−ph))ẋ(t) = A(e−ph)x(t) +B(e−ph)u(t), t > 0 AtB

�%���0 �1�2 �(� #� ψ(m) = det[In −D(m)], m ∈ C.

�0 �/#0 '$�%� �1� (�'�# '#'��0� AtB  � 0���#4� Π(e−ph) 6 0���#4� �$8�1��#(�'�#<
��;�$ � #� 0���#4� In −D(e−ph)�

��8�� '#'��0� AtB ;���;#��0 % %#��

ψ(e−ph)ẋ(t) = Ã(e−ph)x(t) + B̃(e−ph)u(t),

8�� Ã(m) = Π(m)A(m) ! B̃(m) = Π(m)B(m) � ψ(·) �≡ 0 ! ��� ��� ψ(0) = det[In −D(0)] =
det[In] = 1, m ∈ C�

��''0���#0 '#'��0� %������%

B̃1(m), Ã(m)B̃1(m), . . . , Ãk1−1(m)B̃1(m),

8�� k1 6  �#1�$&���  �����$& �� (#'$� �����! (�� ��# %������ $# �� �  �2�%#'#0� <��.
1� ;�# �� �0 2 �(� ## m ! B̃1(m) 6 ;��%�� '��$1�4 0���#4� B̃(m) �

�'$# k1 < n ! �� ��''0���#0 '#'��0� %������%

B̃1(m), Ã(m)B̃1(m), . . . , Ãk1−1(m)B̃1(m), B̃2(m), Ã(m)B̃2(m), . . . , Ãk2−1(m)B̃2(m),

8�� k2 6  �#0� &���  �����$& �� (#'$�! ;�# ������0 ;�'$�� .. '#'��0� %������% $# �� �
 �2�%#'#0� <��. 1� ;�# �� �0 m �

S����$/�. ���� ;��4�''! ;�$�(#0 '#'��0� $# �� �  �2�%#'#0�< ;�#  �������0 m %��,
����%

K(m) = [B̃1(m), . . . , Ãk1−1(m)B̃1(m), . . . , B̃η(m), . . . , Ãkη−1(m)B̃η(m)],

k1 + k2 + · · · kη = n�
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������� �� =>? SKDBRERdIG>QRB] LHGAI>IJIFMETBLHI LILHET[ �� FECM>?HBFBT �.�
PBLHGHBVRB� VHBA[ OLE KBFRI MFGORERI?

det(In −D(e−ph)) = 0, detK(m) ≡ φ(m) = 0, m ∈ C,

>E^G>I ORE KFMCG |m| ≤ 1 

7��������� �'$�%#. �����0� 9 ��'����( � $�8�� ;��%��.�0�! ;�'��$&�� ���1�-� ;��,
%���# ��� ��  � �%�2#;�$# �0�%! � ;�$# �0�%� � ;��4�''� ����2���$&'�%� �����0� ;�$�(� 
��8�$.��� %#�� A5B! ��';� � 4#�$& � '��1#$#2#��-?#� '#'��0� A9B� ���33#4#� �� #'��,
0�8� ��8�$.���� ;�$�(�-�'. #2 ���� #. '#'��0� $# �� �< �$8�1��#(�'�#< ���% � #�  ��
;�$�0 (�'� �< ��$&4� �%�2#;�$# �0�%�

��1��� %�;�$ � � % ��0��<  ��( �8� '����� #(�'�%� ' ��$�'���'�#0 ��< #(�'�#0 � #,
%��'#����0�

?' '(' �@��<'�=!�&� A@#'%��!�"  �" <'#��%���>
!<�����

��4� ��!�*"���$' 1��� ="!�

z�n������e x��n��������oe ����������� ��< �< ��h��o� lv�p� ��� �E���E z�n��  ������f
���������
�	����	������ 
�����������	���

��''0���#%���'. 2�0� ���. 0����%'��. ��,'��& 6 0����%'��. '��& 0�''�%�8� �1'$�/#,
%� #. ' ��<���0#! % ������� �1'$�/#%���'. ;�'��.  �� (#'$� 2�.%�� K� S�� '�'��. #�0
'��# % 0�0� � %��0� # t 1���0 ;� #0��& %�����

k(t) = (k, t) = (k1, k2, ..., kn, t),

8�� ki 6 (#'$� 2�.%�� % '#'��0� Si % 0�0� � %��0� # t! i = 1, n� k#'$� '�'��. #� '��#
��% � N = Cn−1

n+K−1� ����#4� %���.� �'��� ;���<���% 0�/�� '�'��. #.0# '��# �1�2 �(#0
(���2 Q = ‖qij‖N×N � ��/ � �'�� �%#�& '%.2& 0�/�� ���� 0���#4�� # 0���#4�� %���.� �,
'��� ;���<���% 2�.%�� 0�/�� '#'��0�0# '��# P = ‖pij‖n×n! 8�� pij 6 %���.� �'�& ;���<���
2�.%�# #2 '#'��0� Si % '#'��0� Sj � ��.%�� ;�# ;���<��� #2 �� �� '#'��0� % ���8�- ;�#,
 �'#� ;�'$�� �� '#'��0�  �������� ��<��! ������� 0�/�� .%$.�&'. '$�(�� �� %�$#(# ��
' 2���  �0# 0�0� ��0# ;��%�< �%�< ;��.���%� ��<�� ;��%�� '#'��0� �0� &����'. '���,
%��'�%�  �  � ��� %�$#(# ��

����0  �2�%��& ��,'��& �;��%$.�0��! �'$# % ��/��� 0�0� � %��0� # t # % ��/��0
'�'��. ## l = 1, 2, ..., N 0�/�� 1��& %�1�� � '����� 0���#4� Q

q
(nl)
l =

(
q
(nl)
l1

, q
(nl)
l2

, ..., q
(nl)
lN

)
# '����� 0���#4� �� ���8�%�< ��<���% R

r
(nl)
l =

(
r
(nl)
l1

, r
(nl)
l2

, ..., r
(nl)
lN

)
,

�;����$.-?#< ��$& ����� 3� �4#� #��%� #� '��#�
��$#(# � nl  �2�%���'. '�����8#�� �;��%$� #. % l,�0 '�'��. ##! � Nl = {nl} 6 0 �,

/�'�%�0 '�����8#� �;��%$� #. % l,�0 '�'��. ##� ������ '�����8#� n̄ = (n̄1, n̄2, ..., n̄N ) ∈
Ni × N2 × ... × NN  �2�%�0 ;�$#�#���� �'$# '�����8#. nl #$# ;�$#�#�� n̄ %�1#��-�,
'. % 0�0� � %��0� # t! �� ;#��0 nl(t) #$# n̄(t) = (n̄1(t), n̄2(t), ..., n̄N (t))� S�'$���%���$&,
 �'�& %�1��  �< % ��2$#( �� 0�0� �� 0�0� �� %��0� # ;�$#�#� �1��2�-� �;��%$� #�
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