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Прямые и обратные теоремы типа Джексона 
в пространствах Lp, 0 < р < 1 

Э. А. Стороженко, В. Г. Кротов, П. Освальд (Одесса) 

Введение 
Для каждого фиксированного числа /?, 0<р<оо , обозначим через 

Lv[a, b]==Lv множество тех измеримых на [а, Ь] функций /, для которых 

р 

l\f(x)\Pdx\ < o o . 

Если 1^р<оо , то Lp — банахово пространство относительно этой нор­
мы; если же 0 < р < 1 , то величина ||f||p не является нормой (не выполне­
но неравенство треугольника), но мы сохраняем обозначение и в этом 
случае. При 0 < р < 1 класс Lv является пространством Фреше (см. [1], 
стр. 64), т. е. полным линейным метрическим пространством, в котором 
метрику можно задать равенством 

dP(f,g) = \\f-gt-
Пусть G = {gh}—линейно независимая система функций из Lp и 

функция /62>. Обозначим через 

£(„p)(f;G)-£(„p)(f)=inf 
{"ft} 

п 

k=0 
(л = 0 ,1 , . . . ) 

наилучшие приближения в Lv функции f полиномами по системе G по­
рядка не выше п. 

Для каждой функции f£Lp, 0<р<оо, положим 

©p(ft,f)= snp\\f(x + h) — f(x)\L 

,b-h ,Р 

©p(8ff)= sup \ \ \f{x + h) — f(x)\pdx\ ( 0 < 8 < b —a), 

причем в первом случае функция / считается продолженной периодиче­
ски с периодом Ъ—а. Величины о>р(б, f) и со* (б, /) называются модулями 
непрерывности функции f (со* (б, f)—периодический модуль непрерыв­
ности). Эти величины являются достаточно гибкими характеристиками 
разностных свойств функции. 

В случае пространств Lv при р^\ связь между модулями непрерыв­
ности и наилучшими приближениями функций по классическим ортого-
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нальным системам изучена достаточно хорошо. Приведем наиболее важ­
ные результаты в этом направлении. 

Всюду ниже Си С2, . . .— положительные постоянные, а СР9 Ср> д,. . .— 
положительные постоянные, зависящие лишь от входящих параметров 
(разные в разных формулах). 

1. Пусть G=%= {%k} — система Хаара (см., например, [2]), [а, Ь] = 
= [0, 1]. Если функция fdLp, 1^/?<оо, то 

Ef (/; X) < Схщ (±, А (п = 1, 2, . . . ) (0,1) 

(см. П. Л. Ульянов [3], Цесельский [4]). Для равномерных наилучших 
приближений подобный вопрос рассматривался Секефальви-Надем [5] 
и Б. II. Голубовым [6]. Подробный обзор утверждений такого рода име­
ется в работе Б. И. Голубова [7]. 

Для равномерных наилучших приближений Б. И. Голубов получил 
и обратное неравенство. Что касается обратных неравенств для случая 
Ьр, 1^£/?<оо, то до недавнего времени был известен лишь результат 
Е. П. Долженко [8], в котором соР (б, /) оценивается сверху через равно­
мерные наилучшие приближения. В 1972 году Б. И. Голубов [7] показал, 
что если функция /GLP, 1^р<оо , то 

со; ( - , / ) < С/Гр ^ kp ^Eip) (/; 1) (п > 1), (0.2) 

и это неравенство в определенном смысле неулучшаемо. Отметим, что 
соотношения (0.1) и (0.2) остаются справедливыми и для наилучших 
приближений в Lp, 1^/?<оо, полиномами по системе Уолша [9]. Это 
также показал Б. И. Голубов [7]. Близкие вопросы рассматривал также 
Ватари [10]. 

2. Пусть теперь G = T — тригонометрическая система, [а, 6] = [0,2л]. 
Подробное изложение результатов для этого случая имеется в книге [11]; 
приведем основные из них. 

Исходным пунктом здесь являются классические теоремы Джексона 
[12] о равномерных наилучших приближениях. Аналог теоремы Джек­
сона справедлив и в пространствах Lp

f 1^/?<оо: если функция f£Lp, 
1 ^ / ? < о о , то 

Ef(f;T)<C^;(-^,f^ (n>0). (0.3). 

Обратная теорема для равномерных наилучших приближений доказана 
С. Б. Стечкиным [13], а для пространств Lp, 1^/?<оо, М. Ф. Тиманом 
и А. Ф. Тиманом [14]: если функция fdLp, 1^/?<оо, то 

c o^^V'/)<^V^^p )^ : r) fr>°)- (°'4) 

\n-rl ] л + 1 ^ 
Целью настоящей работы является изучение подобных вопросов в 

случае, когда 0</?<1. Задача переноса неравенств (0.1) — (0.4) на 
классы Lp при 0</?<1 возникла в связи с исследованиями одного из 
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авторов в теории вложения некоторых классов функций (см. об этом 
Ц5]). 

Материал расположен по параграфам следующим образом. В § 1 
излагаются некоторые вспомогательные факты и определения, касаю­
щиеся, в основном, специфики классов Lv при 0 < р < 1 по сравнению с 
р ^ 1 . В § 2 доказываются аналоги неравенств (0.1) и (0.2) для систе­
мы Хаара и 0</?<1; случай тригонометрической системы рассматрива­
ется в § 3. В этих параграфах указываются также некоторые примене­
ния полученных неравенств. В § 4 обсуждаются возможности обобще­
ния результатов §§ 2—3, в частности, здесь рассматриваются классы 
<p(L). 

§ 1 

В этом параграфе G={gk}—произвольная линейно независимая си­
стема функций из Lv. 

1. В этом пункте рассматриваются некоторые общие свойства наилучших 
приближений Е{р) (f\ G) = Е{

п
р) (/). 

Лемма 1.1. Для любой функции f £ Lv, 0 < р < 1, существует поли-
п 

ном наилучшего приближения Рп = ^ Ckgk, tn. e. 
fc=o 

Утверждение леммы следует из результата работы [16], где оно до­
казывается для более широкого класса пространств Фреше. 

Л е м м а 1.2. Если функции f£Lp (i= 1, 2; 0 < р < 1 ) , то 

^{np)(h+h)]p< 0пр) №р + [£*р) (Шр- (Ы) 
В частности, из \im\fk— /L — O следует limE^(fk) = Еп] (/). 

п 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В самом деле, если Pt = ^ c{kgk— полином наи-

лучшего приближения для ft (i = 1,2), то 

[Ef (h + f2)]p < 1 (h + f 2) - (Px + P2)|fP<A fx - P,\P
P + \\h~ P,& 

Существование полиномов Pi обеспечено леммой 1.1. Второе утвержде­
ние леммы вытекает из (1.1) очевидным образом. 

З а м е ч а н и е 1.1. Если f£Lp ( t= l , 2 ; 1^/?<оо),то 

£ f ( f i + W < - ^ / i ) + ^p )(/2)-

Это неравенство следует из неравенства треугольника в Lp, p ^ l . 
Отметим еще следующий очевидный факт, которым мы будем поль­

зоваться без дополнительных оговорок: Е{р) (f)\ при п\оо. 
2. Приведем теперь ряд свойств модулей непрерывности. 
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Л е м м а 1.3. Если функция f£Lp, 0 < / ? < 1 , то при всех О ^ б ^ 
^ б + т ] ^ й — а выполнены неравенства 

0 = со£(0,/) < со£(б,/)< со* (б + гь/)<со£(6,/) + со£(л,/), 

в частности, со£(&б, /) ^ k(Dp
D(d,f) при k = 1, 2, . . . . 

З а м е ч а н и е 1.2. В случае р~^\ аналогичные неравенства выгля­
дят следующим образом: если /£LP, / ? ^ 1 , и О^б^Сб + г ^ б — а , го 

0 = а)р(0,/)<сор(б,/)<(ор(б + Л,/)<сор(б,/) + а)р(л,/) 

(см., например, [3]), в частности, сор(£б, /)^&сор(б, /) /i/ш Л = 1 , 2, 
Л е м м а 1.4. Если f£Lp (i= 1,2, 0<р<1), то при 8d(0, b—а] 

< (б, /i + /2) < < (б, Д) + со? (б, /2), 

г/, в частности, если lim ||/fe—/||Р = 0, то сор(б, Д)-^о>р(б, /) равномерно от-

носителъно б. 
Леммы 1.3 и 1.4 верны и для о>* (б, / ) . 
В дальнейшем мы будем часто пользоваться тем, что при /6Z,P„ 

0</?<1, выполнено неравенство 

Ц (б,/X 2 If!'. (1.2>. 

Это неравенство верно и для Юр (б, /). 
3. Введем классы функций Lip (oc,p). Пусть а > 0 — фиксированное 

число и /?€(0, оо). Будем говорить, что функция fdLp принадлежит клас­
су Lip (a,p), если о>р(б,/) = 0 ( б а ) при 6-^0. Заменяя О на о, получаем 
определение классов lip (a, p), a если вместо о>р(б,/) взять со* (б,/), то 
получим классы Lip* (а, р) и lip* (а, р). Очевидно, что 

Lip* (а, р) С Lip (а, р), lip* (а, р) с Нр (а, р), 

Ир (а, /?) С Lip (а, р), lip* (а, р) С Lip* (а, р). 

Если р^\ и а > 1 , то класс Lip(a, p) содержит лишь функции, экви­
валентные тождественным постоянным, поэтому при р^\ естественно 
считать 0 < а ^ 1 . При 0</?<1 ситуация изменяется; в этом случае класс 
Lip*(a, p) содержит нетривиальные функции при 0<а^1/р и только 
при а>1/р из условия /6Нр(а, р) следует, что f~const. Например, для 
любой кусочно постоянной функции Н модуль непрерывности 
(о*(б, Я ) = 0 ( б 1 / р ) . В то же время справедливо и в некотором смысле 
противоположное утверждение. 

Л е м м а 1.5. Если функция f абсолютно непрерывна на [а,Ь] и 

6->о О 

при некотором 0<р<1, то /s= const. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть /i,—*0 и 
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b-hi 

lim С 
t-*oo J hf 

dx = 0. 

По теореме Егорова для любого ц>0 определим множество E^cz[a, b\ 
так, что mes£T1>6—а—ч\ и 

lim f(x + ht)-f(x) 
• / ' ( * ) о 

равномерно относительно xdE^. Тогда для любого е>0 найдется такое 
i = i(e), что 

f(x + ht)-f(x) 
>1П*)Г-«Р (*б£п. t > t (e)) 

или 
f(*+hi)-f(x) dx > \ | / ' (*) |Р^х — epmes Еп. 

Отсюда, в силу нашего предположения, следует, что f'(x)=0 почти всю­
ду на £„, но mes ЕЦ>Ь—а—цу значит, f'(x) = 0 почти всюду. 

Таким образом, гладкие функции не могут иметь в Ьр при 0 < р < 1 
слишком «быстрый» модуль непрерывности, в то время как модуль не­
прерывности ступенчатой функции имеет наилучший порядок. Причины 
такого «аномального» поведения классов Lip (а, р) при р < 1 будут вы­
явлены в §§ 2—3. 

§ 2 

Всюду в этом параграфе G = % — система Хаара, [а, &]=[0, 1]. По­
скольку определение функций Xaapa встречается в литературе доста­
точно часто (см., например, [2]—[7]), мы не приводим его здесь. 

1. Л е м м а 2.1. Пусть /г^О — натуральное число и 

2,п — /LJ ^ m ^ m (2.1) 

— полином по системе Хаара. Тогда при любом натуральном k^O вы-
полнено неравенство 

«-* 
[Е{$(Н2П)]Р^2Ш J <*p

p(h,H2n)dh ( p > 0 ) . (2.2) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Неравенство (2.2) очевидно при & > я , ибо тогда 
Е{Р\Н п) = 0, поэтому считаем & < я . Пусть H2n(x) = as при х^6п 

( s ) . 

. f c v 2 

= ((s — 1)/2л, s/2"), s— 1, . . . , 2П; пусть также Q ь — произвольный полином 
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Хаара порядка 2й, причем Q2u{x) = pv, если х£ 5iv), v = 1, . . . , 2k. Лемма 
будет доказана, если мы выберем числа pv, 1 <: v ^ 2k, так, чтобы 

o~k 

I Н2П - Q2k % < 2k+1 j CD£ (/i, H2n) dh. (2.2') 

С помощью простых преобразований получаем равенства 

V = l S=(V-1)2 / I~A :+1 

Так как при любых v = 1,. . ., 2к и г= (v— l)2n~ft+ 1,. . . , v2n~h 

inf S К - м р < 2 K-o r |p , 

то^исла pv ( l ^ v ^ 2 f t ) можно выбрать так, что 
2 \>2 V2^—" 

«я2„-(з2,|Г<2^2 s S К-«г Г, 
V=l 5=(У-1)2Л-^+1 r=(V-l)2«- f e+l 

но, как нетрудно убедиться, 

j J |я>я(^)-я4Я(у)|^^ = 2-м з 2 К-«г Г, 
6 1 V ) 6^V) S=(V- 1)2*-*+ 1 r=(V-l)2«- f e+l 

поэтому, учитывая еще равенство П. Л. Ульянова [3] 

H\f{x)-f{y)\pdxdy = 2 jl]\f(x + h)-f(x)\pdx\dh, 
а а о ^ а > 

получаем 

|tf2„-Q2fe|£<2*+1V J / J |//,,(* +A)-tf s„(*№U< 
V=l 0 l(V-l)2-fc J 

2—& i_ / j 

< 2k+1 J I J | Я2„ (x + A) - tf2„ (x) |"dx) dh. 

Отсюда легко следует неравенство (2.2х), и лемма доказана. 
Т е о р е м а 2.1. Если функция fdLp, 0<р<1, то 

ЕУ (f; 1) < 31/рсор f 1 , f) ( « = 1 , 2 , . . . ) . (2.3) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из лемм 1.2, 1.4 и 2.1, а также из теоремы 
А. А. Талаляна [17] или из теоремы 4.1 работы П. Л. Ульянова [18] вы-
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текает, что при k^O для любой функции f£Lp справедливо неравенство 

[£$(f)r<2 f e+1 J &>(h9f)dh. (2.4) 
о 

Если теперь n^l—натуральное число, 2h^n<2k+i (k^O), то, учи­
тывая лемму 1.3, получаем следующее: 

О ^ 0 2 - ( f e + 1 ) 

< К (2-(ft+1), /) + a>£ (2-*, f) < 3o£ (2-<ft+1), f) < Зсо? ( 1 , f) , 

и теорема доказана. 
Таким образом, при 0</?<1 имеет место точный аналог неравенства 

(0.1). 
З а м е ч а н и е 2.1. Справедливо следующее утверждение: если 

функция /€£р, 1^р<оо , то 

Е{пР) (f; Х ) < (1 + 2pfpap (± , ^ ( / 1 = 1 , 2 , . . .). 

Для доказательства следует воспользоваться замечанием 1.2 и схемой 
обоснования теоремы 2.1 (основное неравенство (2.1) справедливо при 
р>0). 

В связи с этим заметим, что наилучшая известная постоянная в не­
равенстве (0.1) была получена Цесельским [4] и равна 21 /р(1+2р)1 /р . 
Следовательно, мы усиливаем этот результат Цесельского. При этом 
наш метод принципиально отличается от способов обоснования нера­
венства (0.1) (см. [3], [4]), ибо мы не используем в качестве приближа­
ющего аппарата частные суммы Фурье — Хаара. Приведенный здесь 
способ рассуждений позволяет не только улучшить постоянную в не­
равенстве (0.1), но и доказать его аналог для гораздо более широкого 
класса пространств. Этот вопрос будет рассмотрен в § 4. 

З а м е ч а н и е 2.2. Отметим еще, что в случае, когда модуль непре­
рывности а>Р(6,/) выпуклый вверх, постоянную 31 /р в неравенстве (2.3) 
можно заменить на 21/р. Этот факт вытекает из (2.4) и соотношения 

j (i>P
p(h,f)dh<2x!x>P

p(X,f). 
о 

2. Л е м м а 2.2. Если Н2П —полином по системе Хаара порядка 2П, 
п^О, то при 0< / г^2~ п справедливо равенство 

» ; (К Я2„) = (h2nf%; (2Л Н%п). (2.5) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть числа as, s = 1, . . ., 2П, означают то же, 
что и в лемме 2.1. Тогда при 0 < / г ^ 2 _ п 

5 Математический сборник, т. 98 (140), № 3(11) 



402 Э. А. Стороженко, В. Г. Кротов, П. Освальд 

H.(x + h)=\ 
as при х 6 

as+1 при хб 

s — 1 s 

2п 2" 

(s = 1, . . . , 2"). 

Поэтому 

J | Н%п (х + К) - Я2„ (х) \Чх = у} $ | Я2„ (* + Л) - #2„ (*)|*Лс = 

S2"*71 2 Л 1 2" S2~ 

S = 1 S 2 - « - / z 

т. e. 

[a>; (Л, //2„)f = A2" J I H2n (x + 2~n) - Н2П (x) \4x. 
О 

Полагая здесь h = 2~n и подставляя выражение для интеграла в это же 
равенство, получаем (2.5). 

Т е о р е м а 2.2. Если функция /€LP, 0</?< 1, то 

©;(!>/)< is1/p^1/p 1У} [^ (/; %)Гр (/i=i,2 f...). (2.6) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Зафиксируем произвольно натуральное число 
n ^ l , 2h^n<2k+i (k^O). Пусть H2i—полином наилучшего прибли­
жения функции / порядка 21 (1 = 0, 1,...); такие полиномы существуют 
в силу леммы 1.1. Тогда, используя последовательно соответствующие 
свойства модулей непрерывности и наилучших приближений из § 1 и 
леммы 2.2, получим: 

[а>;(1,/)]р<[с;(Л/-я2.)]"+[<й;(1)//г, 

L v .-=o ' 

< 2 [&$ ФГ+s k [К Hil+1 - я2Л1р < 

< 2 Щ </)]' + 1 1 2 - [со; (-±_, Я2,+1 - Я,)] 
k—1 k 

2 [Е$ ф]р + | > ] 2' [Е$>if)}" < ^ 2'"1 [£<?(/)] 

< - [£ip) tf)]" + - 4. У [Е% (f)f, 
n n f—' ~H 

что и требовалось доказать. 

< 

< 

< 

< ' 

1 = 1 / 7 7 = 5 ^ 1 4 . 
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З а м е ч а н и е 2.3. Так как всегда соР(б,/) ^оо*(б,/), то ясно, что 
неравенство (2.6) будет менее точным, если в нем заменить со* (б,/) на 
о>р(6, f). Аналогично, неравенство (2.3) становится менее точным, если 
сор (б, /) заменить на периодический модуль непрерывности. 

Из теоремы 2.2 вытекает утверждение, сформулированное в § 1: 
всякий полином по системе Хаара #6Lip*(l//?, р). 

Более того, из теоремы 2.2 легко получается следующее содержа­
тельное описание классов Lip*(а, р) при 0 < а < 1 / р в терминах наилуч­
ших приближений по системе Хаара. 

Т е о р е м а 2.3. Если функция f£Lp, 0</?<l , то 
а) при 0 < а < 1/р условия f б Lip* (а, р) (/ б Lip (а, р)) и Е^ (/; X) = О (п'а) 

эквивалентны, 
б) при а = 1/р из условия Е^ (f\t) = О (п~1/р) следует, что со*(б,/) = 

= О (б1/р | In б |1/р), но не обязательно сор (б, /) = о (б1/р | In б |1 /р), 
в) при а > 1/р из условия Е^ (/; X) = О (п'а) следует, что f £ Lip* (1/р, р), 

но не обязательно f б lip (1/р, р). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждение а) и первые части утверждений 

б) и в) следуют из теорем 2.1 и 2.2. Для доказательства второй части 
в) достаточно взять любой полином Хаара, отличный от c%i (см. лем­
му 2.2). 

Покажем теперь, что функция 

f0(x) = (-l)s при *6(2~(s+1), 2-s), s = 0, 1 
удовлетворяет при 66(0, 1/2} условиям 

EM(f0) = O(n-VP), cop(6J0)>Cp61 /p | ln6|1 /p . 
Для этого рассмотрим последовательность полиномов Хаара 

НА*) = \Ш при *6(2~\1] <* = а! . . . . ) • 
1 0 при *е[0,2'k] 

Так как #2&— кусочно постоянная функция с двоичными интервалами по­
стоянства наименьшей длины 2"Л, то 

2fe — , /J Cm m> 
т—г 

поэтому, при п= 1, 2 , . . . , 2k<n^2h+l 

Ef (/о) < Е® (fa) <«/о - H,k i = 2 ^ р < (1) 1 / Р . 

Кроме того, при k= 1, 2 , . . . 

О 2 Л 

= S J lfo(^ + 2 - f t ) - / o W r ^ = 2 p . 2 - * 2 1 l = 2"2-ft(fe-l), 
5 = 1 2 - ( S + 1 ) S = = : 1 

5* 
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а это означает, что сор (б, /0) > Сб1/Р | In б \1/р (0 < б < 1/2). Теорэма дока­
зана полностью. 

Отметим, что 

M*) = ^ + 4s(-i) s + l2- s%+ 1w-
3. Примером применения теорем 2.1 и 2.2 может служить теорема 2.3, 

Сейчас мы укажем другие, более важные для нас результаты, которые 
получаются с помощью этих утверждений. Для этого нам понадобится 
следующая теорема одного из авторов [19]. 

Т е о р е м а. Если 0<p<q<oo и функция /££р, то 

^«""(co^l./pj j . (2.7) 

В работе [19] условие (2.7) записано в эквивалентной форме с помощью 
интеграла. В случае \^.p<q<oo это утверждение ранее получил 
П. Л. Ульянов [20]. Будем пользоваться еще неравенством Харди — 
Лйттлвуда [21]: если ап^0 и К а, /?<оо, то 

2 я-° ( 2 аЛ< Са,р 2 п-* (папУ. (2.8) 

Используя эти утверждения, а также теорему 2.2, покажем, что имеет 
место 

Т е о р е м а 2.4. Пусть 0<p<q<oo и f£Lp. Тогда 

на ^«""(EfMJ'J J, (2.9) 
L 

#f> if; X) "р « + I 2 fep "* (Е[р) (/; X))" } (я > 1). 

(2.10) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу неравенств (2.6) и (2.7) имеем: 

г- ^ 

imi<cJiia + | 2 »*"'[-2 (̂ P,(/))PT 
а так как q/p>l, то можно применить неравенство Харди — Литтлвудз 
(2.8). Так получается неравенство (2.9). Соотношение (2.10) получа­
ется из (2.9) аналогично тому, как это сделано в работе [22]. 

Ответим, что для случая 1 ^ р < ^ < о о это утверждение доказал 
Б. И. Голубов [7]. 
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З а м е ч а н и е 2.4. Множитель пр q в неравенстве (2.10) нельзя заме* 

нить никаким другим, имеющим порядок о (пр q). 
L L 

В самом деле, если предположить, что пр q в (2.10) можно заменить на 
1 1 

kn (р, q) = о (пр q ), то при f = Хя+1 неравенство превращается в 
следующее: 

&q) (Х„+1) < CPtl^n (P, q) Ef (Х„+1). 

i - L 
Легко видеть, что £„ (%rt+1) = 2 p||Xw+i||p при всех 0 < р < 1 , поэтому 

Un^q<Cp,qK(P,q)\%n+i\\p, 

а простой подсчет норм функций %п+1 в Lp и в Lq показывает, что отсюда 
L « L 

должно следовать соотношение %n(pyq)=j=o(np q). Следовательно, наше 
предположение неверно и замечание обосновано. 

Отметим, что идея проведенных рассуждений принадлежит Б. И. Го-
лубову (см. [7], стр. 268). 

§ 3 

Всюду в этом параграфе G = T — тригонометрическая система, [а, Ь}= 
=[0,2я}. 

1. Опираясь на теорему 2.1, мы докажем аналогичное утверждение 
и в случае тригонометрической системы. Именно, справедлива 

Т е о р е м а 3.1. Если функция f€Lp, 0 < р < 1 , то 

вг )№л<сРш;(^_./) (/i=ofi,...). (3.1) 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем сначала, что ступенчатую функ­

цию (например, многочлен Хаара) можно достаточно хорошо прибли­
зить тригонометрическим полиномом. Для этого введем в рассмотрение 
обобщенные ядра Джексона (С. Б. Стечкин, [13]) 

t 
Kn.r(t)=^[—*-\ (л, г = 1 , 2 , . . . ) , 

VSin - r 2 

где уп, г — нормирующие множители, т. е. 
2Я 

-C/e„,(o<tt = i (n ,r=i ,2 , . . . ) . ' 
о 

Известно, что уп, г ^ С г < о о (п^\) при каждом г= 1, 2 , . . . . 
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Пусть п^ 1 — фиксированное натуральное число и функция 

H{x) = ht при х6 PV-U*,**) (*=i , . . . f / l ) . 
\ п п J 

Рассмотрим тригонометрический полином 
я 

Т„,г (х, Н) = 1 С (Я (х +1) + Н (х -1)) Kn,r (/) dt (3.2) 
Я J 

О 

(мы считаем Я продолженной периодически с периодом 2л) и его от­
клонение от Я в метрике Lp, где 0</?<1, фиксировано: 

2Я I Л \Р 

| 7 V - # 1 £ = jj ^ ( Я ( ^ + 0-2Я(^)+Я(л;-/))/С^(0Л|^< 

< 
!Я Г Я ~\Р П 

ч 2 - \ | Я ( Л : + / ) - 2 Я ^ ) + Я ( Л : - 0 | ^ , Г ( 0 ^ ^ < S Ль 
о - - Ak 

где Д* = ((& — 1) я/л, £я/я), а 
«Я г -jp 

/Л=С 1 ^ \H(x + t) — 2H(x) + H(x — t)lKn,r(t)dt \dx. 
о L А̂  J 

Заметим, что разность H(x+t)—2Н(х)+Н(х—t) при t£Ak, л;€Д2г-1 при­
нимает одно из здачений 

бй-и = h гл-i-i — 2ht + Af_ гл+iii 8$-if* = А/+ гл-п — 2ft* -j- /t._ r^j, 

62£и = h{+ r^i — 2й, + h{_гшу 6&ч9к = *,+ г п — 2A, + .̂_ г*ъ 

а при f€AA, д:бА2г одно из значений 

*& = Vr^]~2*' + *<_[*=! ] • ^* = V I * . ] — 2ft* + лг_Г*г-»Г 

t, 6 = 1 , . . . , п. Здесь полагается hn+i=hlt...; h0 = hn, /г_1=Лп_1(... . 
Далее, непосредственным подсчетом можно убедиться в том, что 

г. f (б )̂р < [•;, ( £ , #)]" < *• [ш;,г (i , я)]р»л^ [со;., (±, я)]р 

при/=1,2, 3,4. Здесь через 

^ая чр 
«£,(б,/). = sup Г |/(х + ft) - 2/(х) + f{x-h)\pdx\ (3.3) 
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обозначен периодический модуль гладкости функции fdLp. 
Таким образом, имеем при п= 1,2,... 

2Л Г . 4 "1 

д * L ч 
dx ^C 

4 2« 
Я X I NTI 1 * ( / ) IP I 

/ - 1 t = i L " А/г 
[ "~\P r~ ~\P 

~ ̂  Kn,r (t) dt < 4я&2 J **•' (0 Л f«£.2 (7» # )1 Я А/г J LAfe J L U /J Считаем в дальнейшем, что натуральное число г удовлетворяет усло­
вию 2гр—2>1 или r ^ r p = l + [ 3 / 2 p ] ; тогда, суммируя неравенства по &, 
получим: 

IТп>г - Я g < [©;., (±, ^ \ j P ^ 4rtfc* [ I J **' О Л ] ' < С*' К » ( ^ Я)] 
fe=i 

(3.4) 
так как 

2 4itfe2 [ i ^ /с„,г (о dtT < 4 « Щ к„,г (о d^) + 

в силу предположения 2гр—2>1. 
Отправляясь от вспомогательного неравенства (3.4), получим теперь 

(3.1). Пусть функция fdLp. Для заданного тг = 0, 1 , . . . найдем такое на­
туральное число k, что (2fe+1—l)r>n^(2h—1)г, где r^rv — фиксирован­
ное натуральное число. Пусть H2k— многочлен наилучшего приближе­
ния порядка 2к функции f по системе Хаара (в силу леммы 1.1 такой 
многочлен существует), тогда, согласно теореме 2.1, имеем: 

if - ад < 2 [о>; 1^, /)]р < и [*>; (2-fe, />]р, 

I©; (2"\ Нф)]р < 21| / - Н$ + [Щ, (2-\ /)]" < 29 [со; (2~к, f)f. 

Наконец, учитывая (3.4) и принимая во внимание то, что порядок полинома 
T2kr(H2k) (см. (3.2)) не выше (2*—1)г, получим: 

[^ (/)]" < [£$_„, (f)]" < 1 f - T l V (Я,*) ||рр < CF>r la»;., (2-*, адр < 

< 2<V К (2"fc, #2*)]p < 58Cp,r WP (2-k, f)f < 116 rCp,r [ap (JL-, / ) 

< 116 гСр, [со; (7 i- I , / )]P , 

< 

и теорема доказана. 
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2. Для того чтобы установить обратную теорему, докажем сначала 
аналог неравенства С. Н. Бернштейна — А. Зигмунда в пространствах 
Lp, 0</7<l . 

Т е о р е м а 3.2. Если Тп — тригонометрический полином порядка пг 
то при 0</?<1 и v = l , 2 , . . . 

1Т1:}\\р<(СрпУ\\Тп1 (3.5) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ясно, что (3.5) достаточно доказать при v = 1. 
Воспользуемся интегральным тождеством 

Тп(х) \ Tn(X + t)Hns(t) 

(Ю. А. Брудный, [23]), где г = 0, 1 , . . . , а Нп>т — тригонометрический по­
лином, причем | # я # г ( х ) | ^ 1 . Так как Tn(x+t) (siunt/2/sin t/2)2r имеет по­
рядок не выше, чем (г.+ 1)п, то, используя неравенство С. М. Николь­
ского (случай 0</?<1 см. [11], стр. 243), получаем: 

nt 
2 Я I 2Jt 

о I о 

Tn(x + t) 
~ЛР 

dt dx^L 

^ - S p ^ f •̂"+"1' 
nt 

t 
sin — 

2 

irp 

dt \dx*C 

< 
2ЮЧ 2 ( r " + l ) + n 

1 \ 1-P 

2л 

/2 / 
sin-

я sin — 
2 

2Гр 

dtWlTnt-

Выберем теперь г так, чтобы 2гр>\, тогда в силу соотношения 
nt 

sin-— 
2 

sin—-
2 

2Гр 

Я = о ( | ) , 2 г р > 1 , 

имеем требуемое неравенство (3.5). Теорема доказана. 
Из этой теоремы вытекает следующая 
Л е м м а 3.1. В условиях теоремы 3.2 имеем: 

vliKTnXCMT'nl (h<- (3.6) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . В самом деле, используя (3.5) и разложе­
ние Tn(x + h) в ряд Тейлора, получаем при h^l/n 
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\\Tn(x+h)-Tn{x)fp = iT-^h« 
v! 

V — 1 

fe(v-DP||r(v)rp 

(v!)p < 

oo /(7V-1\P (hC nVv~ i ;p °° / r v "" 1 \ p 

v=i v^v v=i >• J 

и лемма доказана. 
Т е о р е м а 3.3. Если функция /€2>, 0 < р < 1 , то 

(Or 
*/ 1 
(^ • ' ) < «+t^ ( f e + i r i £ l r , № T ) 1 , 

vfe=o 

(л = 0,1, . . . ) • (3.7> 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через Th полином наилучшего при­
ближения порядка k функции f по тригонометрической системе (см.. 
лемму 1.1), й = 1, 2 , . . . , т. е. 

\\f-Tk\\p-B[p)(f). 

При п = 0 имеем: 

1(о*р (1, /)]р < 2\\f - Г0 % + [со; (1, Г0)1р = 2Я<<" {f). 

Если же nZ^l, то, определяя натуральное число т так, чтобы: 
2 m ^ n < 2 m + 1 , получаем согласно (3.6) и (3.5), что 

/ С \Р I С \ р т 

( С \Р m 

i С \Р m i 

;2 [я# (mp + l—fr} 2 U£(£ tf)ip + i^i(/)ip 

i?< 

< ! 

(здесь T2-.! = T0, £2-i = £0)'» дальнейшие рассуждения очевидны, и теорамаз 
доказана. 

З а м е ч а н и е 3.1. Неравенство (3.7) неулучшаемо в следующем 
смысле: каковы бы ни были последовательность %{п), Х(п)-+оо при 
п->оо, и функция ср(х, у), удовлетворяющая единственному условию 
<p(jt, 0) = 0 при x^xQ, соотношение 

( л \ С ( П 1 1 у Г р 

- Г Т ' ^ г д - м п В Ф ^ ^ 7 ) ) (/1 = 0 ,1 , . . . ) 
/г + 1 / (л +1) А, (л) l ^ o J 

не может иметь места одновременно для всех функций f£Lp, 0 < р < 1 , 
ни при каком Ср>0. Контрпримером может служить, например, функ­
ция f(x)=sinx. Это замечание относится к любой системе G, содержа-
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щей хоть одну абсолютно непрерывную функцию, отличную от тожде­
ственной постоянной. Этот факт следует из леммы 1.5. 

З а м е ч а н и е 3.2. Совершенно аналогично доказательству теоремы 
3.3 можно установить следующее утверждение: если функция f£Lp, 
0<р<1,то при п = 0, 1 , . . . . 

CO 

•"•+« « 
Аналог теоремы 2.3 в случае тригонометрической системы выглядит 

следующим образом: 
Т е о р е м а 3.4. Если функция f£Lp, 0<p< 1, то 
а) при 0 < а < 1 условия f 6Lip*(а,р) и Е(п}(/; Т) =0(п'°)эквивалентны, 
б) при а = 1 из условия Е^ (f\ Т) = о(п^г) следует, что о*(б,/)== 

-0 (б | 1пб | 1 / р ) , 
в) при а ^> 1 из условия Е^ (/; Т) = О (п~а) следует, что f б Lip* (1, /?), 

но не обязательно /glip*(l,p). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Утверждения а) и б), а также первая часть 

утверждения в) вытекают из теорем 3.1 и 3.3. В качестве примера для 
случая в) достаточно взять, например, функцию f(x) = sin х. 

З а м е ч а н и е 3.3. В связи с утверждением б) теоремы 3.4 возникает 
вопрос: существует ли функция f0£Lp, 0< /?<l , для которой 

vp(6,f0)>Cpd\lnd\1/p, (3.8) 

№(fj = 0(n-1). (3.9) 
Примером такой функции может служить 

1 - Р 
р f0(x)=*}x р при *6(0,я], 

| /0 (2jt — х) при х б (я, 2jt). 
Непосредственным подсчетом легко убедиться в том, что (3.8) действи­
тельно имеет место для f0. Кроме того, выполнено соотношение 

< D ; , 2 ( 6 , / 0 ) = O ( 6 ) 

(в этом также легко убедиться). 
Тогда условие (3.9) становится очевидным, если воспользоваться 

следующим утверждением: для всякой функции /£LP, 0< /?< l , 

^ (hT)<c^;9%^^9fy (* = ол...). 
Доказательство этого утверждения мы предполагаем изложить в дру­
гой работе. 

З а м е ч а н и е 3.4. Аналоги неравенств (2.9) и (2.10) для тригоно­
метрической системы и пространств Lp, 0</?<l , были получены ранее 
одним из авторов [15]. Они вытекают также из результатов этого па­
раграфа. 
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§4 
1. Пусть G = W= {wk}—система функций Уолша [9], а [а, Ь]=[0, 1], как 

и в случае системы Хаара. Теоремы 2.1—2.4 из § 2, доказанные для 
наилучших приближений по системе Хаара, остаются справедливыми и 
при замене £«p)(f; х) на E^if'.W). Доказательство соответствующих 
теорем проходит совершенно аналогично случаю системы Хаара. В са­
мом деле, при обосновании указанных теорем все рассуждения прово­
дились лишь с использованием величин En (f;%), а затем учитывались 
общие свойства наилучших приближений, не связанные со спецификой 
системы Хаара. Осталось учесть, что 

Efk(f;%) = Ety(f;W) (/б^Л р > 0 ; k = 0, 1, . . . ) . 

2. Пусть Ф — совокупность четных конечных неотрицательных и не­
убывающих на [0, оо) функций ф с ф( + 0) =0. Если ф&Ф, то через ф(£) 
обозначим совокупность всех измеримых на [а, Ь] функций f, для ко 
торых 

ь 
f ф (f (х)) dx < оо. 

а 
Величину 

ь 

а 

условно назовем ф-расстоянием между f£q)(L) и g£q(L). 
Модули непрерывности в классах ф(£) вводятся так: 

ь-н 
соф (б, /) = sup Г ф (/ (х + h) — f (x)) dx, со* (6, /) = sup Рф (f (x + /г), f (x))9 

причем во втором случае / считается продолженной периодически с пе­
риодом Ь—а. Если G= {gk}czq)(L)—линейно независимая система 
функций, то 

ЕТ (f; G) == ЕТ {f) = inf Рф (f, у. akgk) 

— наилучшие приближения функции f по этой системе. 
Следующее утверждение является обобщением теоремы 2.1 на клас­

сы ф(£). 
Т е о р е м а 4.1. Пусть функция ф€Ф удовлетворяет условию 

Ф (2л:) < Сфф (х) при х > 0. (4.1) 

Тогда для всякой функции /6ф(£) 

о 

где п= 1, 2 , . . . , 2h^n<2h+i. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Совершенно очевидно, что при наших пред­
положениях относительно ф выполнено условие 

Ф (х + у)<Сф [Ф (х) + Ф (у)] (х> 0, у > 0 ) . (4.2); 

При доказательстве неравенства (2.2) мы не использовали никаких 
свойств функции I|)(A:) = | * | P , кроме измеримости и конечности, поэтому 
фактически доказано соотношение 

E(S(ff2n)<2k+1 J a>v(h9H%n)dh (4.3> 
о 

для любого полинома Хаара, любого k^O и любой функции фбФ. Если 
теперь / — фиксированная функция класса ф(£), то существует после­
довательность полиномов Хаара, ф-сходящаяся к /, т. е. 

limP<p(/,#2„) = 0 

(см. [18], стр. 18). Используя такую последовательность и соотношения: 
(4.2) и (4.3), получаем при 2 f t^m<2 f t + 1 неравенства 

№ (/) < Е$> ф < С^$ {f - Н2„) + С9Е$ (Я2„) < СФРФ ([, Н%п) -Ь 

+ Сф2*+1 j щ (h, НгП) dh < СФРФ (/, Яа„) + СФ2*+1 J соф (Я, f) dh +• 
о о 

+ С%2Ш J <оф (h, f - Я2„) <№ < Сф (1 + 2СФ) Рф (/, Я2„) + СФ2*+1 j <оф (A, fldft, 
о о 

и переходя к пределу при n-^оо, получаем требуемое. Мы воспользова­
лись здесь неравенствами 

ЕТ (/) < РФ (А 0), соф (Л, /) < 2СФРФ (А 0), 

£*ф) (Л + h) < ^ [̂ ф) (А) + W о , соф (ft, fx+/2)<сф [а)ф (я, /х)+©ф {К h)h 
которые очевидным образом вытекают из (4.2). Теорема доказана. 

С л е д с т в и е . В условиях теоремы 4.1 для всякой функции f£cp(L) 

4Ф ) (/; X) < 2С*соф (Д, А (/2=1,2,...). (4.4> 

З а м е ч а н и е 4.1. Согласно результатам П. Л. Ульянова [18], наи­
лучшие приближения Е{п (/;х)~^0 для всякой функции /£ф(£) при бо­
лее общих предположениях относительно ф£Ф; необходимым и доста­
точным условием для этого является равенство 

Ф(х+ 1) = 0{ц)(х)} прих->оо. (4.5) 

Но если не выполнено условие 
Ф (2х) = 0{(р (х)} при х -> оо, (4.6) 

то Нто)ф(б, /о) =7̂=0 для некоторой функции /0бф(£) (см. об этом [18]), 
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поэтому оценки типа (4.4) целесообразно доказывать лишь при соблю­
дении (4.6). Условие (4.1) (при котором нами доказано (4.4)) весьма 
близко к (4.6). Вопрос о справедливости (4.4) при условии (4.6) оста­
ется открытым. 

Сформулируем теперь аналог теоремы 2.2 для классов ср(£). 
Т е о р е м а 4.2. Пусть функция фбФ удовлетворяет условию 

Ч(х + У)<У(х) + У(у) ( *>0 , у>0). (4.7) 

Тогда для всякой функции f£q>(L) 

»; ( - , / )< -3^ ф ) (Г ;Х ) («=1,2,,, .). (4.8) 

Доказательство дословно повторяет обоснование теоремы 2.2. 
З а м е ч а н и е 4.2. Теоремы 4.1 и 4.2 справедливы и для наилучших 

приближений £1ф) (f; W) по системе Уолша (см. п. 1 настоящего пара­
графа). 

З а м е ч а н и е 4.3. Из теорем 4.1 и 4.2 вытекает аналог теоремы 2.3 
для классов cp(L) при ограничении (4.7) на функцию србФ. 

3. Специфика метода, примененного нами в § 3 для случая G = T, 
ограничивает возможность переноса неравенств типа (3.1) и (3.7) на 
более широкий класс пространств в рамках этого метода. Однако если 
функция фбФ в некотором смысле близка к функциям степенного роста 
\х\р, 0 < р < 1 , то удается получить аналог неравенства (3.1). 

Пусть функция фбФ удовлетворяет условию (4.7). Положим 

Y ( Q = sup3^£L С > 0 , 
х>о ф (х) 

тогда 
Ф (Сх) < ¥ (С) Ф (*), х > О, С > 0. (4.9) 

В силу (4.7) функция ? ( С ) < [ С ] + 1 , С>0. 
Кроме этого, для нас важным является характер поведения функ­

ции W вблизи 0. В связи с этим рассмотрим условие 
оо 

^ kW (k'2r) < оо при некотором г - 0, 1, (4.10) 

Т е о р е м а 4.3. Если функция фбФ удовлетворяет условиям (4.7) и 
(4.10), то для любой функции /6ф(£) 

Е^ (f, Г)<Сфсоф (—Ц-, f) (п = 0, 1, .. .). (4.11) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Мы повторяем в значительной степени рас­
суждения § 3. Рассмотрим снова полиномы Тпг(Н) и их отклонения от 
Н в метрике рф. Пользуясь (4.7), имеем 

Р ф ( Г , , г ( Я ) , Я ) < ^ If\ 
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где 
2Я 

*Ф>= I ф ( я S \Hix + {) — 2H(x)+H{x — t)\Kn.r(()dt\dx. 
О- Aft 

На основании (4.9) и соотношения 

(/= 1, 2, 3, 4) убеждаемся в справедливости неравенств 

t=l д. \Яд^\/=1 / / П t=l i=l \\ Ak J J 

< ¥ [ i - \ Kn,r (t) dA^^V^p (fl$) < 8kW f ± С Kn,r (t) dt) со; ( 1 , Я] .. 

Так как при г ^ г ф выполняется (4.10), то с учетом соотношения 
¥(аС)<([а ] + 1)¥(С) ( а ,С>0) , 

вытекающего из (4.7) и (4.9), получаем после суммирования по £, что 

Рф (Гя,г (Я), Я) < Сф,г со; (\ Н\ г > гф. 

Отсюда, используя вместо (2.1) условие (4.3), по аналогии доказываем 
(4.11). 

З а м е ч а н и е 4.4. Требованиям теоремы 4.3, кроме cp(x) = \х\р
у. 

0 < р < 1 , удовлетворяют, например, функции 

<р(х) = \х\р1ф(± + С} (0<р<1 а > 0 ) . 

(Поступила в редакцию 7/1V 1975 г.) 
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