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КУМУЛЯНТНЫЙ АНАЛИЗ ЧИСЛА ФОТООТСЧЕТОВ 
ОТ ДВУХКОМПОНЕНТНЫХ СИСТЕМ ВО ФЛУОРЕСЦЕНТНОЙ 

ФЛУКТУАЦИОННОЙ СПЕКТРОСКОПИИ 

А. Л. Науменок 
Методы флуоресцентной флуктуационной спектроскопии (ФФС) с 

каждым годом находят всё более широкое применение в химии, биофи-
зике и медицине. Причиной этого служит присущая этим методам высо-
кая чувствительность и неинвазивность, что делает их особенно удоб-
ными при исследовании живых клеток [1]. Одним из методов ФФС яв-
ляется кумулянтный анализ числа фотоотсчётов, позволяющий оцени-
вать концентрацию и излучательные свойства флуоресцирующих моле-
кул. В данной работе рассматривается подход к решению основной сис-
темы кумулянтного анализа для двухкомпонентного случая путём све-
дения ее к уравнению n-й степени. 

В ходе эксперимента в ФФС с помощью конфокального микроскопа в 
образце создаётся малая область, в которой возбуждаются и излучают 
флуоресцирующие молекулы. На излучение молекул оказывают влияние 
различные процессы, в которых они участвуют, а также внутреннее 
строение самих молекул. Для аппроксимации распределения интенсив-
ности регистрируемой флуоресценции молекул часто используется 
функция вида [2] 
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где ω0 и z0 – заданные параметры. 

Кумулянтный анализ (Fluorescence Cumulant Analysis – FCA) позволяет 
различать вещества по характеристической яркости молекул [3]. Система 
уравнений FCA, связывающая факториальные кумулянты K распределе-
ния числа фотоотсчётов (РЧФ) с оцениваемыми параметрами, имеет вид 
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где Neffk =ckNAVeff – число частиц k-го типа в эффективном объёме 
3/2 2

0 0effV z= π ω , qk и ck – характеристическая яркость и концентрация мо-

лекул k-го типа, ( ) ( )i
i B d B dγ = ∫ ∫r r r r , NA – число Авогадро T – время 

подсчёта фотонов, используемое в РЧФ [4], на основе которого вычис-
лены кумулянты K, i=1, 2, ... 

Для определения qk и Neffk требуется вычислять статистически досто-
верные (относительная погрешность < 1) кумулянты. Чем выше порядок 
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кумулянта, тем больше погрешность его вычисления, поэтому на прак-
тике редко используются кумулянты выше 5-го порядка [3]. Анализ экс-
периментальных кумулянтов основан на подгонке к ним теоретически 
рассчитанных кумулянтов, зависящих от заданных параметров, с ис-
пользованием некоторого критерия согласия. 

Часто бывает известно отношение характеристических яркостей и 
(или) концентраций (количества частиц в эффективном объёме). Этой 
дополнительной информацией удобно пользоваться для повышения точ-
ности оценок параметров, найденных из системы (2). 

Система уравнений может быть решена численно, однако в этом слу-
чае приходится подбирать начальные приближения для параметров q и 
Neff. Одним из подходов решения системы (2) является ее сведение к 
уравнению n-й степени, корни которого находятся численно. Это позво-
ляет снизить вычислительные затраты и использовать более простые ал-
горитмы для нахождения оценок параметров. 

В общем случае используются все четыре уравнения системы: 
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Система (3) сводится к уравнению 3-й степени вида: 
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Получив корни полинома, можно найти оценки остальных парамет-

ров: 
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В случае известного соотношения количества частиц  для 
нахождения оценок параметров достаточно трёх уравнений: 

 1 21( )i i
iA N q q+ β= .  (5) 

В ходе сведения данной системы к полиному возникает квадратное 
уравнение относительно q2, поэтому требуется рассматривать два набора 
корней этого уравнения. Это приводит к двум различным уравнениям 6-
й степени вида: 
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где hk зависят от  и β. В итоге получается 12 наборов различных 
корней. 

В случае известного соотношения молекулярных яркостей  
для решения достаточно трёх уравнений 

1 1 2( )i i
iA q N N= + α . (7) 
Система уравнений сводится к квадратному уравнению с известными 

коэффициентами 
2
1 1 0aq bq c+ + = , (8) 

где 1a A= α(1− α) , 2
2b A= (α −1) , 3c A= (1− α) . 

В случае с известными соотношениями характеристичеких яркостей 
q2=q1α и количества частиц N2=N1β для решения достаточно двух урав-
нений, при этом повышается точность вычислений, так как не нужно ис-
пользовать дополнительные кумулянты: 

1 1(1i i
iA N q= + α β) . (9) 
Система решается аналитически, в итоге получим  
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Параметры N2 и q2 находятся из известных соотношений. 
На оценки параметров, полученных из наборов решений уравнений с 

полиномом не должны быть отрицательными или комплексными. Отбор 
наилучших оценок параметров производится с помощью некоторого 
критерия согласия, например, наилучшими являются те оценки парамет-
ров, которые доставляют минимум выражению 2( )ti iK K−∑ , где Kti – 
кумулянты, рассчитанные из функции распределения фотоотсчётов, Ki – 
кумулянты, рассчитанные из набора корней. 

При тестировании на незашумлённых данных в общем и всех частных 
случаях системы уравнения кумулянтного анализа для двухкомпонент-
ного найденное численное решение имело погрешность меньше 1%. В 
ходе тестирования на зашумлённых данных, полученных с помощью 
имитационных моделей [5], было установлено, что общий случай и слу-
чай с известными характеристическими яркостями наиболее чувстви-
тельны к статистическому шуму. Наилучшие оценки параметров полу-
чаются при использовании с известными соотношениями характеристи-
чеких яркостей и количества частиц. 

Разработанный подход к решению основной системы кумулянтного 
анализа для двухкомпонентного случая позволяет сократить количество 
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используемых кумулянтов, что приводит к повышению точности оценок 
параметров. Нахождение корней полинома позволяет сократить время 
нахождения оценок параметров по сравнению со временем решения сис-
темы уравнений с помощью численных методов. 
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АНАЛИЗ БИОЛОГИЧЕСКИХ ДНК-МИКРОЧИПОВ 
C ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ СРЕДЫ R  

А. С. Рындин 

1. ВВЕДЕНИЕ 

Биочипы, или микроматрицы ДНК, оказали огромное влияние на раз-
витие медико-биологических дисциплин, связанных с исследованием ге-
нов, включая онкологию, токсикологию, фармакологию, биологию раз-
вития [1]. Эксперименты с участием биочипов позволяют изучать функ-
ции генов, их взаимосвязь, биологические процессы с их участием, а 
также проводить множество других биологических исследований [1, 2]. 

Эксперимент с биочипами выдаёт данные об экспрессии десятков ты-
сяч генов. Проанализировать такой огромный объём данных можно 
только с помощью вычислительной мощи компьютеров. Подобный ана-
лиз огромных массивов биологических данных составляет предмет са-
мостоятельной области науки – биоинформатики, научной дисциплины 
на стыке биологии, информатики и вычислительной математики. 

Целью данной работы является изучение статистических методов об-
работки экспериментальных биологических данных, полученных с по-
мощью биочипов, и их реализация в среде R на примере опубликован-
ных данных [3]. 


