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Введение 
 

Электронный учебник по теоретической механике составлен на основе 
учебного пособия И.С. Сягло «Теоретическая механика», изданного в 2000 году. 
Текст учебника повторяет текст пособия.  В электронном варианте текст 
снабжен гиперссылками на формулы и панелью структурированного 
оглавления. Это дает возможность удобного и быстрого перемещения по всему 
учебнику. 

 
Для более удобной работы с учебником я рекомендую отключить все 

лишние панели инструментов, оставив только командную панель (Command 
bar),  и включить панель закладок (Bookmarks). Это увеличит площадь экрана, 
доступную тексту, и позволит пользоваться оглавлением, расположенным на 
панели закладок. Иметь на экране командную панель удобно для возвращения 
при помощи стрелки «обратно» на исходную страницу после перехода по 
гиперссылке. По умолчанию при открытии учебника все панели инструментов 
отключены, панель закладок  включена. Для справки привожу список клавиш 
для включения и отключения различных панелей. 

• F5 � закладки (bookmarks) 
• F6 � значки страниц (thumbnails) 
• F7 � cтрока меню (menu bar) 
• F8 � командная панель (command bar) 
• F9 � панель инструментов (tool bar) 
 

Автор учебника, доцент И.С. Сягло 
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Ãëàâà 1

Âåêòîðíàÿ ôîðìà ìåõàíèêè

1.1. Çàêîíû Íüþòîíà

Çàêîíû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè óñòàíîâëåíû Íüþòîíîì è íîñÿò
åãî èìÿ. Ýòî èçâåñòíûå òðè çàêîíà.
Çàêîí 1 Âñÿêîå òåëî ïðîäîëæàåò óäåðæèâàòüñÿ â ñâîåì ñîñòîÿ-
íèè ïîêîÿ èëè ðàâíîìåðíîãî ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ, ïîêà è ïî-
ñêîëüêó îíî íå ïîíóæäàåòñÿ ïðèëîæåííûìè ñèëàìè èçìåíèòü ýòî
ñîñòîÿíèå.

Çàêîí 2 Èçìåíåíèå êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíî ïðèëî-
æåííîé äâèæóùåé ñèëå è ïðîèñõîäèò ïî íàïðàâëåíèþ òîé ïðÿìîé,
ïî êîòîðîé ýòà ñèëà äåéñòâóåò.
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Çàêîí 3 Äåéñòâèþ âñåãäà åñòü ðàâíîå è ïðîòèâîïîëîæíîå ïðîòè-
âîäåéñòâèå; èíà÷å � âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ òåë äðóã ñ äðóãîì ðàâíû
è íàïðàâëåíû â ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû.

Ïîä ñîñòîÿíèåì ïîêîÿ èëè ðàâíîìåðíîãî ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæå-
íèÿ Íüþòîí ïîíèìàë ïîêîé èëè äâèæåíèå îòíîñèòåëüíî àáñîëþòíîãî
ïðîñòðàíñòâà. Ñåé÷àñ óñòàíîâëåíî, ÷òî äâèæåíèå îòíîñèòåëüíî àáñî-
ëþòíîãî ïðîñòðàíñòâà íèêàêèìè ôèçè÷åñêèìè îïûòàìè îáíàðóæèòü
íåâîçìîæíî. Äâèæåíèå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îòíîñèòåëüíî
íåêîòîðîé ñèñòåìû îòñ÷åòà, ñâÿçàííîé ñ òåëàìè. Ñèñòåìà îòñ÷åòà, â
êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ ïåðâûé çàêîí Íüþòîíà, íàçûâàåòñÿèíåðöèàëü-
íîé ñèñòåìîé îòñ÷åòà.

Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà ñâÿçûâàåò óñêîðåíèå òåëà ñ äåéñòâóþùåé
íà íåãî ñèëîé:

m~w = ~f. (1.1)
Òðåòèé çàêîí Íüþòîíà îòðàæàåò ñâÿçü ìåæäó äåéñòâóþùèìè íà

òåëà ñèëàìè ïðè èõ âçàèìîäåéñòâèè:
~f1,2 = −~f2,1. (1.2)

Çàêîíû Íüþòîíà ÿâëÿþòñÿ ôóíäàìåíòîì êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè,
êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ìíîãîîáðàçíûå ôèçè÷åñêèå ÿâëåíèÿ.
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Îäíàêî åå çàêîíû íåïðèìåíèìû â ìèêðîìèðå, ãäå ãîñïîäñòâóåò êâàí-
òîâàÿ ìåõàíèêà. Îíè íå ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îïèñàíèÿ äâèæå-
íèÿ òåë, ñêîðîñòü êîòîðûõ ñðàâíèìà ñî ñêîðîñòüþ ñâåòà. Çäåñü ïðè-
ìåíÿåòñÿ ìåõàíèêà ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Äëÿ èçó÷å-
íèÿ ñòðîåíèÿ ãàëàêòèê è âñåëåííîé â öåëîì áàçîâîé òåîðèåé ñëóæèò
îáùàÿ òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè. Òàê, ñîãëàñíî îáùåé òåîðèè îòíîñè-
òåëüíîñòè, ïðîñòðàíñòâî�âðåìÿ ÿâëÿåòñÿ èñêðèâëåííûì, à íå ïëîñ-
êèì, êàê â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå. Îäíàêî â òîé îáëàñòè ìàñøòàáîâ è
ñêîðîñòåé, â êîòîðûõ êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà ïðèìåíèìà, îíà ÿâëÿåò-
ñÿ òî÷íîé íàóêîé. Ñî âðåìåí Íüþòîíà ðàçâèòèå ìåõàíèêè øëî ïî ïó-
òè óòî÷íåíèÿ ïîíÿòèé, ëåæàùèõ â åå îñíîâàíèè, è ïî ïóòè ðàçâèòèÿ
ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà, ïîçâîëÿþùåãî ðåøàòü âñå áîëåå ñëîæíûå
çàäà÷è.

1.2. Èäåàëèçàöèè êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè

Êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà îïèñûâàåò íå ðåàëüíûå òåëà, à íåêîòîðûå
ìîäåëè, êîòîðûå õîðîøî îòðàæàþò ïîâåäåíèå ðåàëüíûõ òåë. Óêà-
æåì îñíîâíûå ìîäåëè êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Ïðîñòåéøåé èäåàëü-
íîé ìîäåëüþ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè ÿâëÿåòñÿìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà.
Ïîä ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé ïîíèìàåòñÿ ëþáîå òåëî, ðàçìåðàìè êîòî-
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ðîãî ìîæíî ïðåíåáðå÷ü ïðè èçó÷åíèè åãî äâèæåíèÿ. Íåñêîëüêî òåë,
êàæäîå èç êîòîðûõ ìîæíî ñ÷èòàòü ìàòåðèàëüíîé òî÷êîé, ñîñòàâëÿþò
ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ðàñ-
ñòîÿíèÿ ìåæäó êîòîðûìè íå ìåíÿþòñÿ, íàçûâàåòñÿòâåðäûì òåëîì.

Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå òàêæå ïîñòóëèðóþòñÿ ñâîéñòâà ïðîñòðàí-
ñòâà è âðåìåíè. Ïðîñòðàíñòâî ñ÷èòàåòñÿáåçãðàíè÷íûì, ýâêëèäîâûì,
îäíîðîäíûì è èçîòðîïíûì.Â ýâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå âûïîëíÿþò-
ñÿ àêñèîìû ãåîìåòðèè Ýâêëèäà è ìîæíî ââåñòè äåêàðòîâó ñèñòå-
ìó êîîðäèíàò. Îäíîðîäíîñòü ïðîñòðàíñòâà îçíà÷àåò, ÷òî âñå òî÷êè
ïðîñòðàíñòâà ðàâíîïðàâíû: â ïðîñòðàíñòâå íåò âûäåëåííûõ òî÷åê.
Èçîòðîïíîñòü ïðîñòðàíñòâà � ýòî ñâîéñòâî ðàâíîïðàâíîñòè âñåõ íà-
ïðàâëåíèé ïðîñòðàíñòâà: â ïðîñòðàíñòâå íåò âûäåëåííûõ íàïðàâëå-
íèé. Âðåìÿ â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ïîñòóëèðóåòñÿ îäíîðîäíûì è
íå çàâèñÿùèì îò äâèæåíèÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà,òî åñòü âñå ìîìåíòû
âðåìåíè ðàâíîïðàâíû è îíî ïðîòåêàåò îäèíàêîâî âî âñåõ ñèñòåìàõ
îòñ÷åòà. Ýòè ïîñòóëàòû õîðîøî îòðàæàþò ñâîéñòâà ðåàëüíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà è âðåìåíè äëÿ ñêîðîñòåé è ðàçìåðîâ òåë, ñ êîòîðûìè èìååò
äåëî êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà.
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1.3. Ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè Ãàëèëåÿ

Åñëè åñòü îäíà èíåðöèàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà, òî ëþáàÿ äðóãàÿ
ñèñòåìà îòñ÷åòà, äâèæóùàÿñÿ îòíîñèòåëüíî íåå ðàâíîìåðíî è ïðÿìî-
ëèíåéíî, òàêæå áóäåò èíåðöèàëüíîé. Åùå Ãàëèëåé çàìåòèë, ÷òî ðàâ-
íîìåðíîå è ïðÿìîëèíåéíîå äâèæåíèå ñèñòåìû îòñ÷åòà íå âëèÿåò íà
ìåõàíè÷åñêèå îïûòû, ïðîâîäèìûå â íåé. Ïðèíöèï îòíîñèòåëüíîñòè
Ãàëèëåÿ ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Çàêîíû ìåõàíèêè îäèíàêîâû âî âñåõ èíåðöèàëüíûõ ñèñòåìàõ
îòñ÷åòà.

Òàê êàê âðåìÿ òå÷åò îäèíàêîâî âî âñåõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà, òî ïðè
ïåðåõîäå èç îäíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà â äðóãóþ êîîðäèíàòû ìàòåðèàëü-
íîé òî÷êè ïðåîáðàçóþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

~r = ~r ′ + ~V t, t = t′. (1.3)
Ôîðìóëû (1.3) íàçûâàþòñÿïðåîáðàçîâàíèÿìè Ãàëèëåÿ.Äèôôåðåíöè-
ðóÿ ~r ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì çàêîí ñëîæåíèÿ ñêîðîñòåé êëàññè÷åñêîé
ìåõàíèêè

~v = ~v ′ + ~V . (1.4)
Çäåñü ~v è ~v ′ � ñîîòâåòñòâåííî ñêîðîñòè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â ïîêî-
ÿùåéñÿ è äâèæóùåéñÿ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà.
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Óðàâíåíèÿ âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà (1.1) íå èçìåíÿþòñÿ ïðè ïðå-
îáðàçîâàíèÿõ Ãàëèëåÿ. Äåéñòâèòåëüíî, èç ôîðìóëû (1.4) ñëåäóåò, ÷òî
~w = ~w′. Ìàññà è ñèëà â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå íå çàâèñÿò îò ñèñòåìû
îòñ÷åòà. Ïîýòîìó ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèÿ (1.1) ê äâèæóùåéñÿ ñè-
ñòåìå îòñ÷åòà ïðèâîäèò îïÿòü ê óðàâíåíèþ âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà

m~w′ = ~f. (1.5)

Íåèçìåííîñòü, èëè èíâàðèàíòíîñòü, óðàâíåíèé âòîðîãî çàêîíà Íüþ-
òîíà ïðè ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ãàëèëåÿ ÿâëÿåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìó-
ëèðîâêîé ïðèíöèïà îòíîñèòåëüíîñòè Ãàëèëåÿ.

1.4. Èìïóëüñ, ìîìåíò èìïóëüñà, ýíåðãèÿ
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè

Òàê êàê ìàññà � âåëè÷èíà ïîñòîÿííàÿ, òî óðàâíåíèå (1.1) ìîæíî
çàïèñàòü â ôîðìå

d

dt
(m~v) = ~f. (1.6)

Âåëè÷èíà ~p = m~v íàçûâàåòñÿ èìïóëüñîì, èëè êîëè÷åñòâîì äâèæå-
íèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå èìïóëüñà, âòîðîé
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çàêîí Íüþòîíà çàïèñûâàåì â ôîðìå
d~p

dt
= ~̇p = ~f. (1.7)

Èçìåíåíèå èìïóëüñà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âûçûâàåòñÿ äåéñòâèåì íà
íåå ñèëû. Â óðàâíåíèè (1.7) ââåäåíî îáùåïðèíÿòîå â êëàññè÷åñêîé
ìåõàíèêå îáîçíà÷åíèå, êîãäà ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè îáîçíà-
÷àåòñÿ òî÷êîé íàä áóêâîé. Ñîîòâåòñòâåííî âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî
âðåìåíè îáîçíà÷àåòñÿ äâóìÿ òî÷êàìè íàä áóêâîé.

Óìíîæàÿ óðàâíåíèå (1.7) ñëåâà âåêòîðíî íà ðàäèóñ-âåêòîð ~r, ïî-
ëó÷àåì

~̇M = ~K, (1.8)
ãäå âåêòîð ~M = [~r×~p] íàçûâàåòñÿìîìåíòîì èìïóëüñà ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè, à âåêòîð ~K = [~r × ~f ] � ìîìåíòîì ñèëû. Èçìåíåíèå ìîìåíòà
èìïóëüñà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âûçûâàåòñÿ ìîìåíòîì äåéñòâóþùåé
íà íåå ñèëû.

Åñëè óðàâíåíèå âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà (1.1) óìíîæèòü ñêàëÿðíî
íà d~r è ó÷åñòü, ÷òî d~r

dt = ~v, òî ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå

d(
mv2

2
) = dT = ~fd~r. (1.9)
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Âåëè÷èíà T = 1
2mv2 íàçûâàåòñÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé ìàòåðèàëü-

íîé òî÷êè, à ïðîèçâåäåíèå ~fd~r � ðàáîòîé ñèëû íà ïåðåìåùåíèè d~r.
Èçìåíåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ðàâíî ðàáîòå
äåéñòâóþùåé íà íåå ñèëû. Åñëè ýëåìåíòàðíàÿ ðàáîòà ñèëû ÿâëÿåòñÿ
äèôôåðåíöèàëîì íåêîòîðîé ôóíêöèè

~fd~r = fx dx + fy dy + fz dz = −dU, (1.10)
òî ýòà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé. Â ýòîì ñëó÷àå
èç óðàâíåíèÿ (1.9) âûòåêàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè,
ðàâíîé ñóììå ïîòåíöèàëüíîé è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè

E = T + U = const. (1.11)
Ñèëû, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñäîâèå (1.10), íàçûâàþòñÿ ïîòåí-
öèàëüíûìè ñèëàìè. Ïðîåêöèè ïîòåíöèàëüíîé ñèëû íà îñè êîîðäèíàò
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè:

fx = −∂f

∂x
, fy = −∂f

∂y
, fz = −∂f

∂z
. (1.12)

1.5. Ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê

Íåñêîëüêî òåë, êàæäîå èç êîòîðûõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìà-
òåðèàëüíóþ òî÷êó, ñîñòàâëÿþò ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Äëÿ
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êàæäîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìîæíî çàïèñàòü óðàâíåíèå âòîðîãî çà-
êîíà Íüþòîíà

ma ~wa = ~f ext
a +

∑

b6=a

~f int
ab . (1.13)

Â óðàâíåíèè (1.13) èíäåêñû a, b äàþò íîìåð ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.
Äåéñòâóþùèå íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó ñèëû ðàçäåëåíû íà âíåøíèå
ext è âíóòðåííèå int. Âíåøíèå ñèëû � ýòî ñèëû, äåéñòâóþùèå ñî ñòî-
ðîíû òåë, íå âõîäÿùèõ â ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Âíóòðåííèå
ñèëû � ýòî ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó ñî ñòîðîíû
äðóãèõ òåë, ñîñòàâëÿþùèõ ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Çäåñü ~f int

ba

� ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó, èíäåêñ êîòîðîéa, ñî
ñòîðîíû ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ íîìåðîì b.

Èç óðàâíåíèé (1.13) âûòåêàþò íåñêîëüêî âàæíûõ çàêîíîâ. Åñëè
ïðîñóììèðóåì èõ ïî âñåì ìàòåðèàëüíûì òî÷êàì ñèñòåìû, òî ïîëó-
÷èì

d

dt

∑

a
(ma~va) =

∑

a

~f ext
a +

∑

a

∑

b 6=a

~f int
ab . (1.14)

Âåëè÷èíà
~P =

∑

a
(ma~va) =

∑

a
~pa (1.15)

íàçûâàåòñÿ èìïóëüñîì ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Èìïóëüñ ñè-
ñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ðàâåí ñóììå èìïóëüñîâ îòäåëüíûõ ìàòå-
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ðèàëüíûõ òî÷åê. Â óðàâíåíèè (1.14) äâîéíàÿ ñóììà äëÿ âíóòðåííèõ
ñèë îáðàùàåòñÿ â íóëü. Äëÿ êàæäîé ïàðû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê â íåå
âõîäÿò ñèëû, êîòîðûå ïî òðåòüåìó çàêîíó Íüþòîíà ðàâíû è ïðîòèâî-
ïîëîæíî íàïðàâëåíû. Äëÿ êàæäîé ïàðû âåêòîðíàÿ ñóììà ýòèõ ñèë
îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïîýòîìó ðàâíà íóëþ è ñóììà äëÿ âñåõ ñèë. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

d~P

dt
=

∑

a

~f ext
a . (1.16)

Óðàâíåíèå(1.16) âûðàæàåò çàêîí èçìåíåíèÿ èìïóëüñà ñèñòåìû ìàòå-
ðèàëüíûõ òî÷åê. Èçìåíåíèå èìïóëüñà ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê
âûçûâàåòñÿ òîëüêî âíåøíèìè ñèëàìè. Åñëè íà ñèñòåìó íå äåéñòâóþò
âíåøíèå ñèëû, òî èìïóëüñ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñîõðàíÿåò-
ñÿ. Ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, íà êîòîðóþ íå äåéñòâóþò âíåøíèå
ñèëû, íàçûâàþò èçîëèðîâàííîé, èëè çàìêíóòîé ñèñòåìîé ìàòåðè-
àëüíûõ òî÷åê.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì äëÿ êàæäîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè çàïèñûâà-
þòñÿ óðàâíåíèÿ (1.8) ìîìåíòîâ èìïóëüñîâ

d ~Ma

dt
= ~ra × ~f ext

a +
∑

b6=a
~ra × ~f int

ba . (1.17)

Ïðè ñóììèðîâàíèè óðàâíåíèé (1.17) ïî âñåì ìàòåðèàëüíûì òî÷êàì
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ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñóììà ìîìåíòîâ âíóòðåííèõ ñèë îá-
ðàùàåòñÿ â íóëü è ïîëó÷àåòñÿ çàêîí èçìåíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà
ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê:

d ~M

dt
= ~Kext,

~M =
∑

a
~Ma =

∑

a
~ra × ~pa, (1.18)

~Kext =
∑

a
~Kext

a =
∑

a
~ra × ~f ext

a ,

ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ: ~M � ìîìåíò èìïóëüñà ñèñòåìû ìàòåðè-
àëüíûõ òî÷åê, ~Kext � ìîìåíò âíåøíèõ ñèë. Èçìåíåíèå ìîìåíòà èì-
ïóëüñà ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê âûçûâàåòñÿ âíåøíèìè ñèëàìè,
äåéñòâóþùèìè íà ñèñòåìó. Äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ
òî÷åê ìîìåíò èìïóëüñà ñîõðàíÿåòñÿ.

Çàïèñûâàÿ óðàâíåíèÿ èçìåíåíèÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè (1.9) äëÿ
âñåõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñèñòåìû è ñóììèðóÿ èõ ïî âñåì ìàòåðè-
àëüíûì òî÷êàì, ïîëó÷èì

d(
∑

a

mav
2
a

2
) = dT =

∑

a

~f ext
a d~ra +

∑

a

∑

b6=a

~f int
ba d~r, (1.19)

ãäå T =
∑

a
1
2mav

2
a � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî-

÷åê. Â ôîðìóëå (1.19) ðàáîòà âíóòðåííèõ ñèë íå îáðàùàåòñÿ â íóëü.
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Åñëè ñóììà ðàáîò âíåøíèõ è âíóòðåííèõ ñèë ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì äèô-
ôåðåíöèàëîì, òî èç óðàâíåíèÿ (1.19) âûòåêàåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ïîë-
íîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè

E = T + U(~ra) = const. (1.20)
Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ çàâèñèò îò êîîðäèíàò âñåõ ìàòåðèàëüíûõ òî-
÷åê. Ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó ñ íîìåðîìa, ìîæíî
íàéòè ïî ôîðìóëàì

fxa = − ∂f

∂xa
, fya = − ∂f

∂ya
, fza = − ∂f

∂za
, (1.21)

ãäå ïðîèçâîäíûå áåðóòñÿ ïî êîîðäèíàòàì ìàòåðèàëüíîé òî÷êèa.

1.6. Ñèñòåìà îòñ÷åòà öåíòðà èíåðöèè

Ïóñòü èìååòñÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà, êîòîðàÿ äâèæåòñÿ ïîñòóïàòåëüíî
ñî ñêîðîñòüþ ~V îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà. Ñêî-
ðîñòü ~V ìîæåò çàâèñåòü îò âðåìåíè. Ìåõàíè÷åñêèå âåëè÷èíû â ïî-
äâèæíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà áóäåì îòìå÷àòü øòðèõàìè. Ñêîðîñòè ìàòå-
ðèàëüíîé òî÷êè ñ íîìåðîì a â äâóõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà ñâÿçàíû ñîîò-
íîøåíèåì

~va = ~v ′a + ~V . (1.22)
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Ïîäñòàâëÿÿ (1.22) â ôîðìóëó (1.15), ïîëó÷èì:
~P = ~P ′ + µ~V , µ =

∑

a
ma. (1.23)

Ìîæíî íàéòè òàêóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà, â êîòîðîé èìïóëüñ ñèñòåìû ìà-
òåðèàëüíûõ òî÷åê ~P ′ ðàâåí íóëþ. Ïðî òàêóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà åñòå-
ñòâåííî ñêàçàòü, ÷òî ýòî ñèñòåìà îòñ÷åòà, â êîòîðîé ñèñòåìà ìàòåðè-
àëüíûõ òî÷åê êàê öåëîå ïîêîèòñÿ. Ýòî âîâñå íå îçíà÷àåò, ÷òî ñêîðîñòè
âñåõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ðàâíû íóëþ. Ïîëàãàÿ â ôîðìóëå (1.23) ~P ′

ðàâíûì íóëþ, íàõîäèì ñêîðîñòü òàêîé ñèñòåìû îòñ÷åòà

~V =
1

µ

∑

a
ma~va =

d

dt
(
1

µ

∑

a
ma~ra). (1.24)

Èç ñîîòíîøåíèÿ (1.24) âèäíî, ÷òî ýòà ñêîðîñòü ìîæåò áûòü âûðàæåíà
êàê ïðîèçâîäíàÿ îò ñëåäóþùåãî ðàäèóñà-âåêòîðà

~R =
1

µ

∑

a
ma~ra. (1.25)

Ðàäèóñ-âåêòîð ~R óêàçûâàåò íà òî÷êó, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ öåíòðîì
èíåðöèè ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Èç îïðåäåëåíèÿ öåíòðà èíåð-
öèè âèäíî, ÷òî îí ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ìàññ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ
òî÷åê.
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Òàêèì îáðàçîì, âñåãäà ìîæíî íàéòè ñèñòåìó îòñ÷åòà, â êîòîðîé èì-
ïóëüñ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ðàâåí íóëþ. Ýòà ñèñòåìà îòñ÷åòà
äâèæåòñÿ ñî ñêîðîñòüþ öåíòðà èíåðöèè ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê
è íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé îòñ÷åòà öåíòðà èíåðöèè. Èç (1.23) âèäíî,
÷òî èìïóëüñ ñèñòåìû îòñ÷åòà çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç ñêîðîñòü öåíòðà
èíåðöèè è ìàññó ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê òàê æå, êàê èìïóëüñ
îäíîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè:

~P = µ~Vö.è., (1.26)

ìàññà êîòîðîé ðàâíà ìàññå ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê è ñêîðîñòü
êîòîðîé ðàâíà ñêîðîñòè öåíòðà èíåðöèè. Çàêîí èçìåíåíèÿ èìïóëü-
ñà ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê (1.16) òîãäà çàïèøåòñÿ êàê âòîðîé
çàêîíà Íüþòîíà äëÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè:

µ~̇V =
∑

a

~f ext
a . (1.27)

Öåíòð èíåðöèè ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê äâèæåòñÿ êàê ìàòåðè-
àëüíàÿ òî÷êà, ìàññà êîòîðîé ðàâíà ìàññå ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî-
÷åê è ê êîòîðîé ïðèëîæåíà ñèëà, ðàâíàÿ ñóììå äåéñòâóþùèõ íà ñè-
ñòåìó ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê âíåøíèõ ñèë. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ñóììà
âíåøíèõ ñèë ðàâíà íóëþ, òî öåíòð èíåðöèè äâèæåòñÿ ðàâíîìåðíî è



ÃËÀÂÀ 1. ÂÅÊÒÎÐÍÀß ÔÎÐÌÀ ÌÅÕÀÍÈÊÈ 19

ïðÿìîëèíåéíî, è ñèñòåìà îòñ÷åòà öåíòðà èíåðöèè ÿâëÿåòñÿ èíåðöè-
àëüíîé ñèñòåìîé îòñ÷åòà.

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïðè ïåðåõîäå â
ñèñòåìó îòñ÷åòà öåíòðà èíåðöèè. Ïîäñòàâëÿÿ çàêîí ñëîæåíèÿ ñêîðî-
ñòåé (1.22) â âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ñèñòåìû, ïîëó÷èì

T = T ′ +
µV 2

ö.è.
2

+ ~P ′~Vö.è..

Òàê êàê â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà èíåðöèè èìïóëüñ ñèñòåìû ìàòåðè-
àëüíûõ òî÷åê ðàâåí íóëþ, òî ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ïðîïàäàåò, è ìû
èìååì

T = T ′ +
µV 2

ö.è.
2

. (1.28)
Êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ðàâíà ñóììå êè-
íåòè÷åñêîé ýíåðãèè äâèæåíèÿ ñèñòåìû ñî ñêîðîñòüþ öåíòðà èíåð-
öèè è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè T ′ âíóòðåííåãî äâèæåíèÿ ìàòåðèàëü-
íûõ òî÷åê â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà èíåðöèè. Òàê êàê ïîòåíöèàëüíàÿ
ýíåðãèÿ íå çàâèñèò îò ñèñòåìû îòñ÷åòà, òî àíàëîãè÷íîå ðàçáèåíèå íà
âíóòðåííþþ ýíåðãèþ è ýíåðãèþ äâèæåíèÿ ñèñòåìû êàê öåëîãî áóäåò
ñïðàâåäëèâî äëÿ ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè:

E = E ′ +
µV 2

ö.è.
2

. (1.29)
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Â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà èíåðöèè ìîìåíò èìïóëüñà íå çàâèñèò
îò âûáîðà íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïîêàæåì ýòî. Ïóñòü íà÷àëî êîîðäèíàò
ñìåùåíî èç òî÷êè 0 â òî÷êó 0′, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1.1.

¤
¤
¤
¤
¤
¤
¤
¤
¤
¤¤º

-S
S

S
S

S
S

S
S

S
SSo

~ra ~ra
′

~l

0 0′

ma

Ðèñ. 1.1

Òîãäà ðàäèóñû-âåêòîðû ìàòåðèàëüíîé òî÷êèma îòíîñèòåëüíî äâóõ
íà÷àë êîîðäèíàò ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì

~ra = ~ra
′ +~l. (1.30)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå äëÿ ~ra â îïðåäåëåíèå (1.18) ìîìåíòà èì-
ïóëüñà ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ïîëó÷èì

~M = ~M ′ +~l × ~P . (1.31)

Çäåñü ~M ′ � ìîìåíò èìïóëüñà ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê îòíîñè-
òåëüíî íîâîãî íà÷àëà êîîðäèíàò. Òàê êàê â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà
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èíåðöèè èìïóëüñ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ~P ðàâåí íóëþ, òî âòî-
ðîå ñëàãàåìîå â (1.31) îáðàùàåòñÿ â íóëü è ~M = ~M ′.

Ðàññìîòðèì ïðåîáðàçîâàíèå ìîìåíòà èìïóëüñà ñèñòåìû ìàòåðè-
àëüíûõ òî÷åê ïðè ïåðåõîäå â ñèñòåìó îòñ÷åòà öåíòðà èíåðöèè. Ïóñòü
â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè íà÷àëà êîîðäèíàò äâóõ ñèñòåì îòñ÷åòà
ñîâïàäàþò. Òîãäà ~ra = ~ra

′. Ñêîðîñòè ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê îòíîñè-
òåëüíî äâóõ ñèñòåì îòñ÷åòà ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (1.22). Ïîäñòàâ-
ëÿÿ (1.22) â îïðåäåëåíèå ìîìåíòà èìïóëüñà (1.18) è ó÷èòûâàÿ, ÷òî
äâèæóùàÿñÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà � ýòî ñèñòåìà îòñ÷åòà èíåðöèè, ïîëó-
÷èì

~M = ~M ′ + µ~R× ~Vö.è.. (1.32)
Ïîñêîëüêó â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà èíåðöèè ~M ′ íå çàâèñèò îò âû-
áîðà íà÷àëà êîîðäèíàò, òî ýòî ðàâåíñòâî áóäåò ñïðàâåäëèâî â ëþáîé
äðóãîé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà íà÷àëà êîîðäèíàò äâóõ ñèñòåì îòñ÷å-
òà óæå íå áóäóò ñîâïàäàòü. Âòîðîå ñëàãàåìîå â (1.32) äàåò ìîìåíò
èìïóëüñà ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, äâèæóùèõñÿ êàê öåëîå ñî
ñêîðîñòüþ öåíòðà èíåðöèè. Òàêèì îáðàçîì, êàê è â ñëó÷àå ñ ýíåðãè-
åé, ìîìåíò èìïóëüñà ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå ñóììû ñîáñòâåííîãî ìîìåíòà è ìîìåíòà èìïóëüñà îò äâèæåíèÿ
ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñî ñêîðîñòüþ öåíòðà èíåðöèè.
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1.7. Çàäà÷è

1.1. Ïî çàäàííûì óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ òî÷êè íàéòè åå òðàåêòîðèþ,
íà÷àëüíîå (ïðè t = 0) ïîëîæåíèå, ñêîðîñòü è óñêîðåíèå:
(a) x = t3 + 2, y = 3− t3 ;
(b) x = 3 cos t, y = 3− sin t ;
(c) x = 2 cos 2t, y = 3 sin t ;
(d) x = a cos t2, y = a sin t2, z = bt .

1.2. Òî÷êà äâèæåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé ïî âåëè÷èíå ñêîðîñòüþ â ïëîñêîñòè
XOY . Âåêòîð ñêîðîñòè îáðàçóåò ñ îñüþ OX ïåðåìåííûé óãîë,
ðàâíûé αt (α = const). Îïðåäåëèòü òðàåêòîðèþ òî÷êè è âåëè÷è-
íó åå óñêîðåíèÿ, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè òî÷êà íàõî-
äèëàñü â íà÷àëå êîîðäèíàò.

1.3. Íàéòè ïðîåêöèè åäèíè÷íûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ öèëèíäðè÷åñêîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò íà äåêàðòîâû îñè.

1.4. Íàéòè ïðîåêöèè ñêîðîñòè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà áàçèñ öèëèí-
äðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò è êâàäðàò ñêîðîñòè.

1.5. Íàéòè ïðîåêöèè åäèíè÷íûõ áàçèñíûõ âåêòîðîâ ñôåðè÷åñêîé ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò íà äåêàðòîâû îñè.
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1.6. Íàéòè ïðîåêöèè ñêîðîñòè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà áàçèñ ñôåðè-
÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò è êâàäðàò ñêîðîñòè.

1.7. Íàéòè ïðîåêöèè óñêîðåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà áàçèñ öèëèí-
äðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

1.8. Ïî çàäàííûì â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò óðàâíåíèÿì äâèæå-
íèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íàéòè åå òðàåêòîðèþ, ñêîðîñòü è óñêî-
ðåíèå:
(a) r = a(1 + t2), ϕ = arctg t ;
(b) r = 2a cos(kt/2), ϕ = kt/2 .

1.9. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà îïèñûâàåò êàðäèîèäó r = 2a cos2(ϕ/2) òàê,
÷òî åå ðàäèóñ-âåêòîð âðàùàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ.
Íàéòè ñêîðîñòü è óñêîðåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè êàê ôóíêöèþ
óãëà.

1.10. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ â ïëîñêîñòè ïî ëîãàðèôìè÷åñêîé
ñïèðàëè r = exp(kϕ), ïðè÷åìϕ = bt. Íàéòè âåëè÷èíû åå ñêîðîñòè
è óñêîðåíèÿ êàê ôóíêöèþ r.

1.11. Íàéòè â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèå êðèâîé, êîòîðóþ îïè-
øåò êîðàáëü, ñîõðàíÿþùèé ïîñòîÿííûé óãîë ïåëåíãàα íà íåïî-



ÃËÀÂÀ 1. ÂÅÊÒÎÐÍÀß ÔÎÐÌÀ ÌÅÕÀÍÈÊÈ 24

äâèæíóþ òî÷êó. (Óãîë ïåëåíãà � ýòî óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì
íà íåïîäâèæíóþ òî÷êó è âåêòîðîì ñêîðîñòè.)

1.12. Êàêóþ êðèâóþ îïèøåò êîðàáëü, èäóùèé ïîä ïîñòîÿííûì óãëîì
ê ãåîãðàôè÷åñêîìó ìåðèäèàíó?



Ãëàâà 2

Âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû ìåõàíèêè

2.1. Ñâÿçè, îáîáùåííûå êîîðäèíàòû.

×àñòî â ìåõàíèêå äâèæåíèå òåë îãðàíè÷åíî äðóãèìè òåëàìè. Îãðà-
íè÷åíèÿ, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò äâèæåíèÿ òåë è îò äåéñòâóþùèõ
íà íèõ ñèë, íàçûâàþòñÿ ñâÿçÿìè. Íàïðèìåð, ïðè äâèæåíèè òåëà ïî
íàêëîííîé ïëîñêîñòè ñâÿçüþ áóäåò íàêëîííàÿ ïëîñêîñòü. Äëÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ñâÿçüþ ÿâëÿåòñÿ ïîäâåñ, êîòîðûé çàñòàâëÿåò
ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó äâèãàòüñÿ ïî îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñîì l. Ñâÿçè
îãðàíè÷èâàþò çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîãóò ïðèíèìàòü êîîðäèíàòû. Âî
ìíîãèõ ñëó÷àÿõ îãðàíè÷åíèÿ, íàëàãàåìûå ñâÿçÿìè, ìîæíî çàïèñàòü â
âèäå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ êîîðäèíàò ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.
Òàêèå ñâÿçè íàçûâàþòñÿ ãîëîíîìíûìè.

25
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Ïóñòü ñèñòåìà ñîäåðæèò N ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòî-
ðûõ çàäàþòñÿ ðàäèóñàìè-âåêòîðàìè ~ra, ãäå èíäåêñ a ïðîáåãàåò çíà-
÷åíèÿ 1, 2, . . . , N . Â îòñóòñòâèå ñâÿçåé äëÿ çàäàíèÿ ïîëîæåíèé âñåõ
ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê íóæíî çàäàòü 3N êîîðäèíàò, ïî òðè êîîðäèíà-
òû íà êàæäóþ ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó. Åñëè íà ñèñòåìó íàëîæåíû k

ãîëîíîìíûõ ñâÿçåé, òî èõ ìîæíî çàïèñàòü ñ ïîìîùüþk óðàâíåíèé

fi(~ra, t) = 0, i = 1, 2, . . . , k. (2.1)

Èç óðàâíåíèé (2.1) k êîîðäèíàò ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç äðóãèå êîîð-
äèíàòû. Ïîýòîìó îñòàåòñÿ s = 3N−k íåçàâèñèìûõ êîîðäèíàò. ×èñëî
íåçàâèñèìûõ êîîðäèíàò, íåîáõîäèìûõ äëÿ çàäàíèÿ ïîëîæåíèÿ ñèñòå-
ìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, íàçûâàåòñÿ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû.Åñëè
â óðàâíåíèÿ ñâÿçåé íå âõîäèò âðåìÿ, òî òàêèå ñâÿçè íàçûâàþòñÿñòà-
öèîíàðíûìè, èëè ñêëåðîíîìíûìè.

Âìåñòî èñïîëüçîâàíèÿ3N äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò, èç êîòîðûõ òîëü-
êî s ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, ìîæíî ââåñòè s íåçàâèñèìûõ êîîðäè-
íàò qi, (i = 1, 2, . . . , s). Âûáîð ýòèõ êîîðäèíàò äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü
óñëîâèÿì, ÷òîáû îíè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿëè ïîëîæåíèå ñèñòåìû ìà-
òåðèàëüíûõ òî÷åê è ÷òîáû èõ èçìåíåíèå ïðèâîäèëî ê ïåðåìåùåíèþ
ñèñòåìû, ñîâìåñòèìîìó ñî ñâÿçÿìè. Â îñòàëüíîì èõ âûáîð íè÷åñ íå
îãðàíè÷åí. Îïðåäåëåííûå òàêèì îáðàçîì êîîðäèíàòûqi, íàçûâàþòñÿ
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îáîáùåííûìè êîîðäèíàòàìè. Ïðåîáðàçîâàíèå îò äåêàðòîâûõ êîîð-
äèíàò ê îáîáùåííûì êîîðäèíàòàì ìîæíî çàïèñàòü â âåêòîðíîé ôîð-
ìå:

~ra = ~ra(qi, t). (2.2)
Ïîäñòàíîâêà âûðàæåíèé (2.2) â óðàâíåíèÿ (2.1) äîëæíà îáðàùàòü
èõ â òîæäåñòâà. Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñâÿçåé âðåìÿ íå âõîäèò â âûðà-
æåíèÿ (2.2). Áûâàåò óäîáíî ââåñòè îáîáùåííûå êîîðäèíàòû è ïðè
îòñóòñòâèè ñâÿçåé. Íàïðèìåð, ñôåðè÷åñêèå èëè öèëèíäðè÷åñêèå êî-
îðäèíàòû äëÿ îäíîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè � ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé îáîá-
ùåííûõ êîîðäèíàò.

Äèôôåðåíöèðóÿ âûðàæåíèÿ (2.2) ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì

~va = ~̇ra =
∑

i

∂~ra

∂qi
q̇i +

∂~ra

∂t
. (2.3)

Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñâÿçåé ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â ôîðìóëå (2.3) îò-
ñóòñòâóåò:

~va =
∑

i

∂~ra

∂qi
q̇i. (2.4)

Ïðîèçâîäíûå îò îáîáùåííûõ êîîðäèíàò ïî âðåìåíè q̇i íàçûâàþòñÿ
îáîáùåííûìè ñêîðîñòÿìè.
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2.2. Ïðèíöèï âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé è
ïðèíöèï Äàëàìáåðà

Â äèíàìèêå ñâÿçè ìîæíî ó÷åñòü ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ ñèë ðåàêöèè
ñâÿçåé. Ñèëû ðåàêöèè ñâÿçåé ~fR

a íàðÿäó c äåéñòâóþùèìè, èëè àê-
òèâíûìè ñèëàìè ~fA

a çàïèñûâàþò â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèé âòîðîãî
çàêîíà Íüþòîíà:

ma ~wa = ~fA
a + ~fR

a . (2.5)
Ñèëû ðåàêöèè ñâÿçåé çàðàíåå íåèçâåñòíû è îïðåäåëÿþòñÿ âî âðåìÿ
èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ïîýòîìó ïðè íàëè÷èè ñâÿçåé
ðåøåíèå çàäà÷ ìåõàíèêè ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé âòîðîãî çàêîíà Íüþ-
òîíà óñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî íåîáõîäèìî èíòåãðèðîâàòü áîëüøå óðàâíå-
íèé, ÷åì ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû, è òåì, ÷òî ïðèõîäèòñÿ îïðåäåëÿòü
ñèëû ðåàêöèè ñâÿçåé. Ðàññìîòðèì, êàê ìîæíî îáîéòè ýòè è íåêîòî-
ðûå äðóãèå òðóäíîñòè.

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìàòåðèàëüíûå òî÷êè ïîêîÿòñÿ.
Ýòî âîçìîæíî, åñëè ñóììà ñèë, äåéñòâóþùèõ íà êàæäóþ ìàòåðèàëü-
íóþ òî÷êó, ðàâíà íóëþ:

~fA
a + ~fR

a = 0. (2.6)

Ââåäåì ïîíÿòèå âèðòóàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ.Âèðòóàëüíîå ïåðåìåùå-
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íèå � ýòî ìûñëåííîå áåñêîíå÷íî ìàëîå ïåðåìåùåíèå, êîòîðîå â äàí-
íûé ìîìåíò âðåìåíè ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìîæåò ñîâåðøèòü, íå íàðó-
øàÿ ñâÿçåé. ×òîáû îòëè÷àòü âèðòóàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ îò ðåàëüíûõ
ïåðåìåùåíèé ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, áóäåì îáîçíà÷àòü èõ ãðå÷åñêîé
áóêâîé δ, òî åñòü âèðòóàëüíîå ïåðåìåùåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ
èíäåêñîì a îáîçíà÷èì δ~ra, à ðåàëüíîå áåñêîíå÷íî ìàëîå åå ïåðåìåùå-
íèå ïî-ïðåæíåìó áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ êàêd~ra.

Äîìíîæàÿ ðàâåíñòâà (2.6) íà δ~ra è ñóììèðóÿ ïî âñåì ìàòåðèàëü-
íûì òî÷êàì ñèñòåìû, ïîëó÷èì

∑

a

~fA
a δ~ra +

∑

a

~fR
a δ~ra = 0. (2.7)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (2.7) ïðåäñòàâëÿåò ðàáîòó àêòèâíûõ ñèë íà âèð-
òóàëüíûõ ïåðåìåùåíèÿõ. Ýòî � ðàáîòà, êîòîðóþ ñîâåðøèëè áû àê-
òèâíûå ñèëû, åñëè áû ýòè ïåðåìåùåíèÿ ïðîèçîøëè. Åå íàçûâàþòâèð-
òóàëüíîé ðàáîòîé àêòèâíûõ ñèë. Ñîîòâåòñòâåííî âòîðîå ñëàãàåìîå â
(2.7) äàåò âèðòóàëüíóþ ðàáîòó ñèë ðåàêöèè ñâÿçåé. Ñóùåñòâóåò áîëü-
øîå êîëè÷åñòâî ñâÿçåé, äëÿ êîòîðûõ âèðòóàëüíàÿ ðàáîòà ñèë ðåàêöèè
ñâÿçåé ðàâíà íóëþ. Òàêèå ñâÿçè íàçûâàþòñÿ èäåàëüíûìè ñâÿçÿìè.
Èäåàëüíûìè ÿâëÿþòñÿ ñâÿçè, îñóùåñòâëÿåìûå íåðàñòÿæèìûìè íè-
òÿìè è â ïðåíåáðåæåíèè ñèë òðåíèÿ ñâÿçè, îáåñïå÷èâàåìûå òâåðäûìè
òåëàìè.
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Äëÿ èäåàëüíûõ ñâÿçåé âòîðîå ñëàãàåìîå â ðàâåíñòâå (2.7) ðàâíî
íóëþ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

∑

a

~fA
a δ~ra = 0. (2.8)

Â îòëè÷èå îò ðàâåíñòâà (2.7), êîòîðîå âñëåäñòâèå âûïîëíåíèÿ óñëî-
âèé ðàâíîâåñèÿ (2.6) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîæäåñòâî , âûðàæåíèå (2.8)
ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì. Òàê êàê ïðè íàëè÷èè ñâÿçåé íå âñå δ~ra íåçà-
âèñèìû, òî èç (2.8) íå ñëåäóþò óñëîâèÿ ~fA

a = 0. Ýòè óñëîâèÿ ïî-
ïðåæíåìó âûïîëíÿþòñÿ â îòñóòñòâèå ñâÿçåé, êîãäà δ~ra íåçàâèñèìû.
Óðàâíåíèå (2.8) ïîçâîëÿåò íàéòè óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû ìàòå-
ðèàëüíûõ òî÷åê êàê â îòñóòñòâèå ñâÿçåé, òàê è ïðè èõ íàëè÷èè. Ïðè
ýòîì íåò íåîáõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàòü ñèëû ðåàêöèè ñâÿçåé. Óðàâ-
íåíèå (2.8) ôîðìóëèðóåòñÿ êàê ïðèíöèï âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé:
Â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ðàáîòà àêòèâíûõ ñèë íà âèðòóàëüíûõ ïå-
ðåìåùåíèÿõ ðàâíà íóëþ.
Ïðèíöèï âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèé ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïðèíöèïîì,
ïðèìåíÿåìûì â ðåøåíèè çàäà÷ ñòàòèêè â ìåõàíèêå.

Ïðîâåäåííûå äëÿ ñòàòèêè ðàññóæäåíèÿ îáîáùàþòñÿ è íà ñëó÷àé
äèíàìèêè. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî â óðàâíåíèè (2.5) ïåðåíåñòè ma ~wa

íàïðàâî è ïðîäåëàòü òå æå îïåðàöèè, ÷òî è â ñòàòèêå. Â ðåçóëüòàòå
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ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå
∑

a
(~fA

a −ma ~wa)δ~ra = 0. (2.9)

Åñëè ôîðìàëüíî ââåñòè ñèëû èíåðöèè ~Ia = −ma ~wa, òî åãî ìîæíî
çàïèñàòü â òàêîì æå âèäå, êàê óðàâíåíèå ïðèíöèïà âèðòóàëüíûõ ïå-
ðåìåùåíèé:

∑

a
(~fA

a + ~Ia)δ~ra = 0. (2.10)
Óðàâíåíèå (2.10) ôîðìóëèðóåòñÿ êàê ïðèíöèï Äàëàìáåðà:
Ðàáîòà àêòèâíûõ ñèë âìåñòå ñ ñèëàìè èíåðöèè íà âèðòóàëüíûõ
ïåðåìåùåíèÿõ ðàâíà íóëþ.
Ïðèíöèï Äàëàìáåðà ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì ïðèíöèïîì äèíàìèêè ñèñòåì
ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñî ñâÿçÿìè. Â îòñóòñòâèå ñâÿçåé âñå δ~ra íåçà-
âèñèìû, è èç ïðèíöèïà Äàëàìáåðà ïîëó÷àþòñÿ óðàâíåíèÿ âòîðîãî
çàêîíà Íüþòîíà.

Âèðòóàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ δ~ra ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç èçìåíåíèÿ
îáîáùåííûõ êîîðäèíàò, êîòîðûå îáîçíà÷èì δqi. Ýòè áåñêîíå÷íî ìà-
ëûå èçìåíåíèÿ îáîáùåííûõ êîîðäèíàò ðàññìàòðèâàþòñÿ äëÿ ôèêñè-
ðîâàííîãî ìîìåíòà âðåìåíè è íàçûâàþòñÿ âàðèàöèÿìè îáîáùåííûõ
êîîðäèíàò. Ïîñ÷èòàåì äèôôåðåíöèàë îò âûðàæåíèé (2.2) ïðè ôèê-
ñèðîâàííîì t. Òàê êàê âðåìÿ ôèêñèðîâàíî è ëþáîå èçìåíåíèå îáîá-
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ùåííûõ êîîðäèíàò ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ ~ra, ñîâìåñòèìûõ ñî ñâÿ-
çÿìè, òî ïîëó÷åííûå áåñêîíå÷íî ìàëûå èçìåíåíèÿ~ra ÿâëÿþòñÿ âèð-
òóàëüíûìè ïåðåìåùåíèÿìè. Â ðåçóëüòàòå âèðòóàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âàðèàöèè îáîáùåííûõ êîîðäèíàò:

δ~ra =
∑

i

∂~ra

∂qi
δqi. (2.11)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ δ~ra èç (2.11) â óðàâíåíèå (2.9), ïîëó÷èì
åùå îäíî âûðàæåíèå äëÿ ïðèíöèïà Äàëàìáåðà:

∑

a
(~fA

a −ma ~wa)
∂~ra

∂qi
δqi = 0. (2.12)

Ïîñêîëüêó âàðèàöèè îáîáùåííûõ êîîðäèíàò δqi íåçàâèñèìû, òî èç
(2.12) ïîëó÷àåòñÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé

∑

a
(~fA

a −ma ~wa)
∂~ra

∂qi
= 0. (2.13)

Â ñèñòåìå óðàâíåíèé (2.13) íåò ñèë ðåàêöèè ñâÿçåé, è ÷èñëî óðàâíå-
íèé ðàâíî ÷èñëó ñòåïåíåé ñâîáîäû. Â äàëüíåéøåì âî âñå óðàâíåíèÿ
áóäóò âõîäèòü òîëüêî àêòèâíûå ñèëû, è ìû ñïåöèàëüíî íå áóäåì îò-
ìå÷àòü ýòî.
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2.3. Ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà

Èñïîëüçîâàíèå ïðèíöèïà Äàëàìáåðà ïîçâîëÿåò íå ó÷èòûâàòü ñèëû
ðåàêöèè ñâÿçåé è äàåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíÿòü ïðîèçâîëüíûå îáîá-
ùåííûå êîîðäèíàòû. Îäíàêî, ïîëó÷åíèå óðàâíåíèé â îáîáùåííûõ êî-
îðäèíàòàõ ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü òðóäíîñòè èç-çà íàëè÷èÿ â (2.13) ñêà-
ëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé. Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèé êîîðäèíàò óðàâ-
íåíèÿ (2.13) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ê âèäó, ñîäåðæàùåìó òîëüêî ñêà-
ëÿðíûå ôóíêöèè îáîáùåííûõ êîîðäèíàò. Ìû óêàæåì äðóãîé ïóòü,
êîãäà âíà÷àëå îò ïðèíöèïà Äàëàìáåðà ïåðåõîäÿò ê èíòåãðàëüíîìó
âàðèàöèîííîìó ïðèíöèïó. Ïîëó÷åíèå óðàâíåíèé ìåõàíèêè èç âàðèà-
öèîííîãî ïðèíöèïà ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü ìíîãî âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ.
Â äàëüíåéøåì âàðèàöèîííûå ïðèíöèïû ñòàëè èñïîëüçîâàòü è â äðó-
ãèõ îáëàñòÿõ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ñèëû èìåþò ïîòåíöèàë. Òîãäà âèðòóàëü-
íàÿ ðàáîòà ñèë çàïèøåòñÿ â ôîðìå

∑

a

~faδ~ra = −δU(~ra(qi), t). (2.14)

Â îáùåì ñëó÷àå ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ìîæåò çàâèñåòü îò âðåìåíè.
Ïîñêîëüêó âàðèàöèÿ âû÷èñëÿåòñÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì t, ýòî íèêàê
íå ñêàçûâàåòñÿ íà âûâîäàõ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè îáîáùåííûõ êîîð-
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äèíàò ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ â êîíå÷íîì ñ÷åòå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé
îáîáùåííûõ êîîðäèíàò. Òîãäà âàðèàöèÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè áó-
äåò èìåòü âèä

δU(qi, t) =
∑

i

∂U

∂qi
δqi. (2.15)

Ïî àíàëîãèè ñ âûðàæåíèÿìè (1.12) ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè ïî îáîáùåííûì êîîðäèíàòàì íàçûâàþòîáîáùåííûìè
ñèëàìè:

fi = −∂U

∂qi
. (2.16)

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðåîáðàçîâàòü ñëàãàåìûå ñ óñêîðåíèÿìè ê âàðèà-
öèè îò ñêàëÿðíîé ôóíêöèè, ïðåäâàðèòåëüíî ïðîèíòåãðèðóåì óðàâíå-
íèå (2.9) ïî âðåìåíè

∫ t2

t1
(
∑

a
(~fa −ma ~wa)δ~ra) dt = 0. (2.17)

Â ñóììå,ñîäåðæàùåé óñêîðåíèÿ, ðàññìîòðèì îäíî ñëàãàåìîå, íàïðè-
ìåð wxδx. Èíäåêñ a è ìàññó âðåìåííî îïóñòèì. Èíòåãðàë îò ýòîãî
ñëàãàåìîãî âû÷èñëèì ïî ÷àñòÿì

∫ t2

t1
wxδx dt =

∫ t2

t1

dvx

dt
δx dt = vxδx

∣∣∣∣∣∣

t2

t1

−
∫ t2

t1
vx

d(δx)

dt
dt. (2.18)
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà÷àëüíîå â ìîìåíò âðåìåíè t1 è êîíå÷íîå â ìî-
ìåíò âðåìåíè t2 ïîëîæåíèÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê çàäàíû. Ïî-
ýòîìó δx äëÿ ýòèõ ìîìåíòîâ âðåìåíè ðàâíî íóëþ, è ïåðâîå ñëàãàåìîå
â (2.18) îáðàùàåòñÿ â íóëü. Òàê êàê âàðèàöèè êîîðäèíàò ðàññìàòðè-
âàþòñÿ äëÿ ôèêñèðîâàííûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè, òî ïðîèçâîäíóþ ïî
âðåìåíè è âàðüèðîâàíèå ìîæíî ïåðåñòàâèòü ìåñòàìè. Âòîðîå ñëàãà-
åìîå â (2.18) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

∫ t2

t1
vx

d(δx)

dt
dt =

∫ t2

t1
vxδvx dt =

∫ t2

t1
δ(

1

2
v2

x) dt. (2.19)

Òàêèå æå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî ïðîèçâåñòè äëÿ âñåõ êîîðäèíàò âñåõ
ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Ó÷òåì åùå âûðàæåíèå (2.14) âèðòóàëüíîé ðà-
áîòû ÷åðåç ïîòåíöèàëüíóþ ôóíêöèþ. Â ðåçóëüòàòå äëÿ èíòåãðàëà
(2.17) ïîëó÷èì
∫ t2

t1
(
∑

a
(~fa−ma ~wa)δ~ra) dt =

∫ t2

t1
δ(−U+

∑

a

mav
2
a

2
) dt = δ

∫ t2

t1
(T−U) dt = 0.

(2.20)
Ðàçíîñòü êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, êîòîðàÿ âõîäèò â
ïîñëåäíèé èç èíòåãðàëîâ â ôîðìóëå (2.20), íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ëà-
ãðàíæà è îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîéL. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà çàâèñèò îò êî-
îðäèíàò è ñêîðîñòåé ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Ïðè ïåðåõîäå ê îáîáùåí-
íûì êîîðäèíàòàì îíà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îáîáùåííûå êîîðäèíàòû è
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îáîáùåííûå ñêîðîñòè:
L = T − U = L(~va, ~ra, t) = L(q̇i, qi, t). (2.21)

Âðåìÿ ìîæåò è íå âõîäèòü â ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Èíòåãðàë èç (2.20)
îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé S è íàçûâàåòñÿ äåéñòâèåì:

S =
∫ t2

t1
L(q̇i, qi, t) dt. (2.22)

Ïîñëå ââåäåíèÿ ýòèõ îáîçíà÷åíèé óñëîâèå (2.20) ïðèíèìàåò âèä
δS = 0. (2.23)

Âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ ðàâíà íóëþ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äåéñòâèå èìå-
åò ýêñòðåìóì, ïðèíèìàåò íàèáîëüøåå èëè íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, åñ-
ëè â èíòåãðàë (2.22) â êà÷åñòâå çàâèñèìîñòè qi(t) ïîäñòàâèòü ôóíê-
öèè, îïèñûâàþùèå äâèæåíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïîýòîìó óñëî-
âèå ýêñòðåìóìà äåéñòâèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îòûñêàíèÿ çàêîíà
äâèæåíèÿ ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.

Òåïåðü ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü èíòåãðàëüíûé ïðèíöèï, íàçûâàå-
ìûé ïðèíöèïîì Ãàìèëüòîíà:
Äâèæåíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû çà êîíå÷íûé ïðîìåæóòîê âðåìå-
íè îò t1 äî t2 ïðîèñõîäèò òàêèì îáðàçîì, ÷òî äåéñòâèå èìååò ïðè
ýòîì ýêñòðåìóì.
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Äëÿ êîíñåðâàòèâíûõ ñèñòåì ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà ýêâèâàëåíòåí çà-
êîíàì Íüþòîíà. Ïîýòîìó îí ìîæåò ñ÷èòàòüñÿ îñíîâíûì ïðèíöèïîì
ìåõàíèêè, èç êîòîðîãî âûâîäÿòñÿ âñå óðàâíåíèÿ ìåõàíèêè. Ýòî �
âàðèàöèîííûé ïðèíöèï, òàê êàê çàâèñèìîñòü îáîáùåííûõ êîîðäèíàò
îò âðåìåíè qi(t) íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà èíòåãðàëà äåéñòâèÿ.
Îäíèì èç ïðåèìóùåñòâ ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà Ãàìèëüòîíà ÿâëÿåòñÿ
òî, ÷òî â íåãî âõîäÿò òîëüêî ñêàëÿðíûå ôóíêöèè, êîòîðûå ìîæíî ïå-
ðåñ÷èòàòü ê ïðîèçâîëüíûì îáîáùåííûì êîîðäèíàòàì. Ïîýòîìó óðàâ-
íåíèÿ, êîòîðûå âûòåêàþò èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà, îêàçûâàþòñÿ
ñðàçó çàïèñàííûìè â îáîáùåííûõ êîîðäèíàòàõ. Ïîëó÷åíèå óðàâíå-
íèé ìåõàíèêè èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà òàê æå ïîçâîëèëî ðåøèòü
ðÿä ôóíäàìåíòàëüíûõ âîïðîñîâ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè.

2.4. Çàäà÷è

2.1. Äâà îäíîðîäíûõ ñòåðæíÿ ñ ìàññîém1,m2 è ñ äëèíîé l1, l2 îïèðà-
þòñÿ ñâîèìè êîíöàìè íà ãëàäêèå ïîâåðõíîñòè. Îïðåäåëèòü çàâè-
ñèìîñòü ìåæäó óãëàìè íàêëîíà ñòåðæíåéϕ1, ϕ2 ïðè ðàâíîâåñèè
(ðèñ. 2.1).

2.2. Äâà ãîðèçîíòàëüíûõ ñòåðæíÿ øàðíèðíî çàêðåïëåíû â òî÷êàõ À
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è Â, à èõ ñâîáîäíûå êîíöû ñîåäèíåíû òðîñàìè, ïåðåêèíóòûìè
÷åðåç áëîê. Äëèíû ñòåðæíåé l1 è l2. Íà ðàññòîÿíèÿõ a1 è a2 îò
çàêðåïëåííûõ êîíöîâ ê ñòåðæíÿì ïîäâåøåíû ìàññû m1 è m2.
Íàéòè ñâÿçü ìåæäó ðàññòîÿíèÿìè a1 è a2, åñëè ñèñòåìà íàõîäèò-
ñÿ â ðàâíîâåñèè. Ðàññìîòðåòü ñëó÷àè, êîãäà ìàññà ñòåðæíåé íå
ó÷èòûâàåòñÿ è êîãäà îíà ó÷èòûâàåòñÿ (ðèñ. 2.2).

­
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­
­

­
­

­
­

­
­­b

b
b

b
b

b
b

b
b

b
bb

l1 l2

ϕ2ϕ1

b
b
b
b
b
b
b
b
bb ­

­
­
­
­
­
­
­
­

�

Ðèñ. 2.1

"!
#Ã

l1 l2

m1 m2

� �a1 a2

�

Ðèñ. 2.2

2.3. ×åòûðå îäèíàêîâûõ ñòåðæíÿ ñ ìàññîém è ñ äëèíîé l çàêðåïëå-
íû øàðíèðíî è ðàñïîëîæåíû âåðòèêàëüíî. Òî÷êàC çàêðåïëåíà.
Òî÷êà D ìîæåò ïåðåìåùàòüñÿ âåðòèêàëüíî. Òî÷êèA è B ñâÿçà-
íû íèòüþ. Îïðåäåëèòü íàòÿæåíèå íèòè, åñëè óãîë ïðè âåðøèíå
C ðàâåí 2ϕ (ðèñ. 2.3).

2.4. Êîñèíóñíûé ðåãóëÿòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óãëîâîé ðû÷àã ñ óã-
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ëîì 900 è äëèíîé ïëå÷ l1 è l2. Íà êîíöàõ ðû÷àãà çàêðåïëåíû îäè-
íàêîâûå ìàññû À è Â. Íàéòè ïðè êàêîé óãëîâîé ñêîðîñòè âðà-
ùåíèÿ ðåãóëÿòîðà ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ öåíòðû ãðóçîâ, áóäåò
ãîðèçîíòàëüíîé (ðèñ. 2.4).

��

�

�
2ϕ

�

Ðèñ. 2.3

|
|

µ

�

l1 l2 �

�

Ðèñ. 2.4

2.5. Ñòåðæåíü, íà ñåðåäèíå êîòîðîãî ïðèêðåïëåí ãðóçm1, îäíèì êîí-
öîì ñêîëüçèò ïî âåðòèêàëüíîé ñòåíå, à äðóãèì ïðèêðåïëåí øàð-
íèðíî ê ïîëçóíó ñ ìàññîém2, äâèæóùåìóñÿ ãîðèçîíòàëüíî (ðèñ.2.5).
Ïðåíåáðåãàÿ ìàññîé ñòåðæíÿ è ñ÷èòàÿ äâèæåíèå ñòåðæíÿ è ïîë-
çóíà ïðîèñõîäÿùèìè â îäíîé ïëîñêîñòè, íàéòè óñêîðåíèå ïîëçó-
íà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè èç ñîñòîÿíèÿ ïîêîÿ. Íà÷àëüíûé
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óãîë ñòåðæíÿ ñ ãîðèçîíòîì ðàâåíα.

|
m1

m2

l

�

Ðèñ. 2.5



Ãëàâà 3

Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà

3.1. Ïîëó÷åíèå óðàâíåíèé Ëàãðàíæà

Èç ïðèíöèïà Ãàìèëüòîíà îáû÷íûì ìåòîäîì âàðèàöèîííîãî èñ÷èñ-
ëåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Îïèøåì ïî-
ðÿäîê èõ âûâîäà. Íàðÿäó ñ çàâèñèìîñòüþ qi(t), îïèñûâàþùåé èñòèí-
íîå äâèæåíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ðàññìîòðèì ïðîáíûå ôóíêöèè
q̃i(t), îòëè÷àþùèåñÿ îò qi(t) íà áåñêîíå÷íî ìàëóþ âåëè÷èíó:

q̃i(t) = qi(t) + δqi(t). (3.1)

Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî (3.1) ïî âðåìåíè, íàéäåì

˙̃qi(t) = q̇i(t) +
d

dt
δqi(t). (3.2)

41
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Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî âàðèàöèÿ ñêîðîñòè ðàâíà ïðîèçâîäíîé îò âàðè-
àöèè êîîðäèíàòû:

δq̇i = ˙̃qi − q̇i =
d

dt
δqi(t). (3.3)

Ýòî óæå áûëî îòìå÷åíî ðàíåå, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè
è âàðüèðîâàíèå ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü. Âàðèàöèè êîîðäèíàò ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ òàêèìè, ÷òî â ìîìåíòû âðåìåíè t1 è t2 îíè ðàâíû íóëþ:

δqi(t1) = δqi(t2) = 0. (3.4)
Äåéñòâèå äëÿ ïðîáíûõ ôóíêöèé S̃ ðàçëîæèì â ðÿä â ëèíåéíîì ïðè-
áëèæåíèè ïî δqi è δq̇i:

S̃ =
∫ t2

t1
L( ˙̃qi, q̃i, t) dt =

∫ t2

t1
L(q̇i, qi, t) dt +

∫ t2

t1
(
∑

i

∂L

∂q̇i
δq̇i +

∑

i

∂L

∂qi
δqi) dt.

(3.5)
Èíòåãðàë îò îäíîãî èç ñëàãàåìûõ ïåðâîé ñóììû â (3.5) âû÷èñëèì ïî
÷àñòÿì:

∫ t2

t1

∂L

∂q̇i
δq̇i dt =

∫ t2

t1

∂L

∂q̇i

d

dt
(δqi) dt =

∂L

∂q̇i
δqi

∣∣∣∣∣∣

t2

t1

−
∫ t2

t1

d

dt
(
∂L

∂q̇i
)δqi dt. (3.6)

Ñîãëàñíî óñëîâèþ (3.4) íà ïðåäåëàõ èíòåãðèðîâàíèÿδqi = 0. Ïîýòîìó
ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïîäñòàâ-
ëÿÿ òåïåðü ðåçóëüòàò èç (3.6) â (3.5) è çàïèñûâàÿ âàðèàöèþ äåéñòâèÿ,
ïîëó÷èì
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δS = S̃ − S =
∫ t2

t1

∑

i
(
∂L

∂qi
− d

dt

∂L

∂q̇i
)δqi dt = 0. (3.7)

Ïîñêîëüêó âàðèàöèè êîîðäèíàò δqi ïðîèçâîëüíû, òî íóëþ äîëæíû
ðàâíÿòüñÿ âûðàæåíèÿ â ñêîáêàõ äëÿ êàæäîãî i. Â ðåçóëüòàòå ïîëó-
÷àåòñÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå â ìåõàíèêå
íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ëàãðàíæà:

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= 0. (3.8)

Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà � ýòî ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ îáîáùåííûõ êîîðäèíàò qi(t). Èõ ðå-
øåíèå äàåò çàâèñèìîñòü îáîáùåííûõ êîîðäèíàò îò âðåìåíè, êîòîðàÿ
óäîâëåòâîðÿåò ïðèíöèïó Ãàìèëüòîíà è, ñëåäîâàòåëüíî, îïèñûâàåò èñ-
òèííîå äâèæåíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïðåèìóùåñòâîì óðàâíåíèé
Ëàãðàíæà ïî ñðàâíåíèþ ñ âåêòîðíûìè óðàâíåíèÿìè âòîðîãî çàêî-
íà Íüþòîíà ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè ïîëó÷àþòñÿ èç îäíîé ñêàëÿðíîé
ôóíêöèè � ôóíêöèè Ëàãðàíæà è ñðàçó îêàçûâàþòñÿ çàïèñàííûìè â
îáîáùåííûõ êîîðäèíàòàõ. Ðàçäåë êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè, â êîòîðîì
â îñíîâó ïîëîæåíû óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà, íàçûâàåòñÿàíàëèòè÷åñêîé
ìåõàíèêîé. Ðàçâèòèå àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêè ïðèâåëî ê ðåçóëüòà-
òàì, èìåþùèì çíà÷åíèå íå òîëüêî â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå, íî è â
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äðóãèõ îáëàñòÿõ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè è â ìàòåìàòèêå.
Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ðàâíà ðàçíîñòè êèíåòè÷å-

ñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, â âûáîðå ôóíêöèè Ëàãðàíæà èìååò-
ñÿ íåêîòîðûé ïðîèçâîë. Äâå ôóíêöèè Ëàãðàíæà, îòëè÷àþùèåñÿ íà
ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè êîîðäè-
íàò è âðåìåíè, äàþò îäíè è òå æå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Ïîêàæåì
ýòî. Ïóñòü L è L′ îòëè÷àþòñÿ íà ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò
íåêîòîðîé ôóíêöèè F (qi, t):

L′ = L +
d

dt
F (qi, t). (3.9)

Òîãäà äëÿ ðàçíîñòè äåéñòâèé, îòâå÷àþùèõ ýòèì ôóíêöèÿì Ëàãðàí-
æà, ïîëó÷èì

S ′ − S =
∫ t2

t1

dF

dt
dt = F (qi(t2), t2)− F (qi(t1), t1).

Âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî âàðèàöèÿ êîîðäèíàò íà ïðåäåëàõ èíòåãðèðîâà-
íèÿ t1 è t2 ðàâíà íóëþ, âàðèàöèè S è S ′ ðàâíû. Ïîýòîìó îíè áóäóò
îáðàùàòüñÿ â íóëü îäíèìè è òåìè æå çàâèñèìîñòÿìè qi(t), òî åñòü
ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L′ äàåò òîò æå çàêîí
äâèæåíèÿ ñèñòåìû, ÷òî è ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà ñ ôóíêöèåé Ëàãðàí-
æà L. Íàëè÷èå ýòîãî ïðîèçâîëà ïîçâîëÿåò èíîãäà óïðîùàòü ôóíêöèþ
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Ëàãðàíæà ïóòåì îòáðàñûâàíèÿ ÷ëåíîâ, êîòîðûå ìîæíî îáúåäèíèòü
â âûðàæåíèå, ïðåäñòàâëÿþùåå ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò
ôóíêöèè êîîðäèíàò è âðåìåíè.

Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà îáîáùàþòñÿ íà ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû, â êî-
òîðûõ äåéñòâóþò íåïîòåíöèàëüíûå ñèëû. Âûðàæåíèå äëÿ îáîáùåííîé
íåïîòåíöèàëüíîé ñèëû íóæíî äîáàâèòü â ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèé
Ëàãðàíæà. Îíè òîãäà ïðèíèìàþò âèä

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= fi, ãäå fi =

∑

a

~fa
∂~ra

∂qi
. (3.10)

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà íåïîòåíöèàëüíûå ñèëû ÿâëÿþòñÿ ñèëàìè
òðåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíûìè ïåðâîé ñòåïåíè ñêîðîñòè, îíè ìîãóò áûòü
ïîëó÷åíû èç äèññèïàòèâíîé ôóíêöèè Ðýëåÿ:

fi = −∂Φ

∂q̇i
, Φ =

1

2

∑

i,j
αij q̇iq̇j. (3.11)

Êîýôôèöèåíòû αij ìîãóò çàâèñåòü îò êîîðäèíàò è õàðàêòåðèçóþò
ñèëû òðåíèÿ â ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìå. Äëÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì, â
êîòîðûõ ñèëû òðåíèÿ ìîãóò áûòü îïèñàíû äèññèïàòèâíîé ôóíêöèåé
Ðýëåÿ, óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà èìåþò âèä

d

dt

∂L

∂q̇i
− ∂L

∂qi
= −∂Φ

∂q̇i
. (3.12)
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Óðàâíåíèÿ (3.10) è (3.12) íå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû íà îñíîâå âàðè-
àöèîííîãî ïðèíöèïà. Îíè âûâîäÿòñÿ íåïîñðåäñòâåííî èç ïðèíöèïà
Äàëàìáåðà.

Â ëàãðàíæåâîì ôîðìàëèçìå ìîæíî âêëþ÷àòü â óðàâíåíèÿ äâèæå-
íèÿ ñèëû íåìåõàíè÷åñêîé ïðèðîäû. Íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
çàðÿäà e â ýëåêòðîìàãíèòíîì ïîëå ïîëó÷àþòñÿ èç ôóíêöèè Ëàãðàí-
æà, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ñëàãàåìûå, îïèñûâàþùèå âçàèìîäåéñòâèå çà-
ðÿäà ñ ïîëåì:

L = T − eϕ− e

c
~A~v, (3.13)

ãäå ϕ è ~A � ñêàëÿðíûé è âåêòîðíûé ïîòåíöèàëû ýëåêòðîìàãíèòíîãî
ïîëÿ, c � ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå. Ýëåêòðîìàãíèòíûå âåëè÷èíû
çàïèñàíû â ãàóññîâîé ñèñòåìå åäèíèö.

Ïðè çàìåíå ôóíêöèè Ëàãðàíæà êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè íà ôóíê-
öèþ Ëàãðàíæà ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè óðàâíåíèÿ Ëà-
ãðàíæà äàþò óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìåõàíèêè ñïåöèàëüíîé òåîðèè îò-
íîñèòåëüíîñòè.



ÃËÀÂÀ 3. ÓÐÀÂÍÅÍÈß ËÀÃÐÀÍÆÀ 47

3.2. Ïðèìåðû óðàâíåíèé Ëàãðàíæà

Çàïèøåì âíà÷àëå óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ
äëÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ ìàññîém, íàõîäÿùåéñÿ â ïîòåíöèàëüíîì
ïîëå U(~r). Åå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò âèä

L =
1

2
mv2 − U(~r) =

1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2)− U(x, y, z). (3.14)

Òàê êàê ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà èìååò òðè ñòåïåíè ñâîáîäû, òî íåîáõî-
äèìî çàïèñàòü òðè óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà:

d

dt

∂L

∂ẋ
− ∂L

∂x
= 0,

d

dt

∂L

∂ẏ
− ∂L

∂y
= 0,

d

dt

∂L

∂ż
− ∂L

∂z
= 0. (3.15)

Ïðè âû÷èñëåíèè ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðåìåííûå x, ẋ, y, ẏ è z, ż

ñ÷èòàþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Íàïðèìåð, äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîx
è ẋ ïîëó÷èì

∂L

∂x
= −∂U

∂x
,

∂L

∂ẋ
= mẋ. (3.16)

Àíàëîãè÷íûìè áóäóò âûðàæåíèÿ äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî äðó-
ãèì êîîðäèíàòàì. Ïîäñòàâëÿÿ ýòè ïðîèçâîäíûå â óðàâíåíèÿ (3.15),
íàõîäèì

mẍ = −∂U

∂x
, mÿ = −∂U

∂y
, mz̈ = −∂U

∂z
. (3.17)
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Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî óðàâíåíèÿ (3.17) � ýòî ïðîåêöèè íà äåêàðòî-
âû îñè óðàâíåíèÿ âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà äëÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè,
äâèæóùåéñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå.

Çàïèøåì òåïåðü óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äëÿ òîé æå çàäà÷è â öèëèí-
äðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõr, ϕ, z

ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò âèä
L =

1

2
mv2 − U(~r) =

1

2
m(ṙ2 + r2ϕ̇2 + ż2)− U(r, ϕ, z). (3.18)

Óðàâíåíèå Ëàãðàíæà äëÿ êîîðäèíàòû z áóäåò òàêèì æå, êàê è â äå-
êàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Äëÿ êîîðäèíàò r, ϕ çàïèñûâàåì óðàâíåíèÿ
Ëàãðàíæà:

d

dt

∂L

∂ṙ
− ∂L

∂r
= 0,

d

dt

∂L

∂ϕ̇
− ∂L

∂ϕ
= 0.

Âû÷èñëÿåì âõîäÿùèå â ýòè óðàâíåíèÿ ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå:
∂L

∂r
= mrϕ̇2 − ∂U

∂r
,

∂L

∂ṙ
= mṙ,

∂L

∂ϕ
= −∂U

∂ϕ
,

∂L

∂ϕ̇
= mr2ϕ̇.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äëÿ êîîðäè-
íàò r è ϕ öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò:

m(r̈ − rϕ̇2) = −∂U

∂r
, (3.19)
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m
d

dt
(r2ϕ̇) = mr(rϕ̈ + 2ṙϕ̇) = −∂U

∂ϕ
. (3.20)

Òàê êàê ïðîåêöèè ñèëû, ðàññ÷èòûâàåìîé ïî ôîðìóëå ~f = −gradϕ,
íà áàçèñ öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ðàâíû

fr = −∂U

∂r
, fϕ = −1

r

∂U

∂ϕ
, (3.21)

òî ïåðâîå óðàâíåíèå Ëàãðàíæà (3.19) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîåêöèþ
óðàâíåíèÿ âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà íà ðàäèàëüíîå íàïðàâëåíèå. Âòî-
ðîå óðàâíåíèå Ëàãðàíæà (3.20) îòëè÷àåòñÿ ìíîæèòåëåì r îò ïðîåê-
öèè óðàâíåíèÿ âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà íà àçèìóòàëüíîå íàïðàâëå-
íèå. Â ñêîáêàõ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèé (3.19) è (3.20) ñòîÿò ïðîåêöèè
óñêîðåíèÿ íà áàçèñ öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò:

wr = r̈ − rϕ̇2, wϕ = rϕ̈ + 2ṙϕ̇. (3.22)

3.3. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà â îáîáùåííûõ
êîîðäèíàòàõ

Äëÿ òîãî ÷òîáû çàïèñàòü ôóíêöèþ Ëàãðàíæà â îáîáùåííûõ êî-
îðäèíàòàõ, íåîáõîäèìî ïåðåñ÷èòàòü ê íèì ïîòåíöèàëüíóþ è êèíåòè-
÷åñêóþ ýíåðãèþ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Åñëè ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ
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çàäàíà êàê ôóíêöèÿ äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò, òî, çàìåíÿÿ èõ íà îáîá-
ùåííûå ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.2), ïîëó÷èì ïîòåíöèàëüíóþ
ýíåðãèþ êàê ôóíêöèþ îáîáùåííûõ êîîðäèíàò U(qi, t). Âûðàæåíèå
äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ìû íàéäåì òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ñâÿ-
çè ñòàöèîíàðíû è ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ (2.2) íå ñîäåðæàò âðå-
ìåíè. Ïîäñòàâëÿÿ ôîðìóëó äëÿ ñêîðîñòè èç (2.4) â âûðàæåíèå äëÿ
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè, èìååì

T =
∑

a

1

2
ma(

∑

i

∂~ra

∂qi
q̇i)(

∑

j

∂~ra

∂qj
q̇j) =

1

2

∑

i

∑

j
(
∑

a
ma

∂~ra

∂qi

∂~ra

∂qj
)q̇iq̇j. (3.23)

Ââåäåì ìàòðèöó êîýôôèöèåíòîâ, çàâèñÿùèõ òîëüêî îò îáîáùåííûõ
êîîðäèíàò:

aij(qi, t) =
∑

a
ma

∂~ra

∂qi

∂~ra

∂qj
. (3.24)

Ìàòðèöà aij � ýòî ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà. Ó÷èòûâàÿ îáîçíà÷åíèÿ
(3.24), çàïèøåì êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû â âèäå

T =
1

2

∑

i,j
aij q̇iq̇j. (3.25)

Åñëè ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ ê îáîáùåííûì êîîðäèíàòàì íå ñîäåð-
æàò âðåìåíè, òî êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíîé ôóíê-
öèåé âòîðîãî ïîðÿäêà îò îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà
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ïðèíèìàåò ôîðìó

L =
1

2

∑

i,j
aij q̇iq̇j − U(qi, t). (3.26)

Åñëè ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ ê îáîáùåííûì êîîðäèíàòàì ñîäåð-
æàò âðåìÿ, òî âûðàæåíèå äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â îáîáùåííûõ
êîîðäèíàòàõ áóäåò ñîäåðæàòü ÷ëåíû, ëèíåéíûå ïî îáîáùåííûì ñêî-
ðîñòÿì, è ÷ëåíû, íå çàâèñÿùèå îò îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé.

3.4. Îáîáùåííûé èìïóëüñ, öèêëè÷åñêèå
êîîðäèíàòû

Äëÿ îäíîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè Ëàãðàí-
æà ïî ẋ, ẏ, ż ðàâíû ïðîåêöèÿì èìïóëüñà íà äåêàðòîâû îñè

∂L

∂ẋ
= mẋ,

∂L

∂ẏ
= mẏ,

∂L

∂ż
= mż. (3.27)

Â îáîáùåííûõ êîîðäèíàòàõ ââîäèòñÿ ïîíÿòèåîáîáùåííîãî èìïóëüñà.
Îáîáùåííûé èìïóëüñ, ñîïðÿæåííûé êîîðäèíàòåqi, îïðåäåëÿåòñÿ ïî
ôîðìóëå, àíàëîãè÷íîé ôîðìóëàì (3.27):

pi =
∂L

∂q̇i
. (3.28)
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Åñëè êîîðäèíàòû íå äåêàðòîâû, òî îáîáùåííûå èìïóëüñû áîëüøå íå
ðàâíû ïðîåêöèÿì èìïóëüñà. Èõ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç èìïóëüñû îò-
äåëüíûõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ñîñòàâëÿþùèõ ñèñòåìó ìàòåðèàëüíûõ
òî÷åê. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà êàê ñëîæíóþ ôóíêöèþ îáîá-
ùåííûõ êîîðäèíàò è îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé:

L = L[ẋa(q̇i, qi, t), xa(qi, t), ẏa(q̇i, qi, t), ya(qi, t), ża(q̇i, qi, t), za(qi, t)].

Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå ïî îáîáùåííûì êîîðäèíàòàì, êàê ïðîèçâîä-
íûå îò ñëîæíîé ôóíêöèè:

pi =
∑

a
(
∂L

∂ẋa

∂ẋa

∂q̇i
+

∂L

∂ẏa

∂ẏa

∂q̇i
+

∂L

∂ża

∂ża

∂q̇i
) =

∑

a
~pa

∂~va

∂q̇i
. (3.29)

Äëÿ ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ îò âåêòîðîâ ñêîðîñòè èç ôîðìóëû (2.4)
íàõîäèì, ÷òî

∂~va

∂q̇i
=

∂~ra

∂qi
. (3.30)

Â ðåçóëüòàòå èìååì ñëåäóþùóþ ñâÿçü îáîáùåííîãî èìïóëüñà ñ èì-
ïóëüñàìè îòäåëüíûõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû:

pi =
∑

a
~pa

∂~ra

∂qi
. (3.31)

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, îáîáùåííûé èìïóëüñ, ñîïðÿæåííûé äåêàð-
òîâîé êîîðäèíàòå, ðàâåí ïðîåêöèè èìïóëüñà íà äåêàðòîâó îñü. Îáîá-
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ùåííûé èìïóëüñ, ñîïðÿæåííûé óãëîâîé êîîðäèíàòå, ðàâåí ïðîåêöèè
ìîìåíòà èìïóëüñà íà îñü âðàùåíèÿ. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, âûðà-
çèì ðàäèóñ-âåêòîð ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ÷åðåç ñôåðè÷åñêèå êîîðäè-
íàòû:

~r = r cos ϕ sin θ~i + r sin ϕ sin θ~j + r cos θ ~k. (3.32)
Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (3.32), ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

∂~r

∂ϕ
= −r sin ϕ sin θ~i + r cos ϕ sin θ~j = −y~i + x~j = [~k × ~r]. (3.33)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå (3.33) â ôîðìóëó (3.31), íàéäåì äëÿ îäíîé
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè

pϕ = ~p[~k × ~r] = ~k[~r × ~p] = ~k ~M, (3.34)
òî åñòü îáîáùåííûé èìïóëüñ pϕ, ñîïðÿæåííûé óãëîâîé êîîðäèíàòå
ϕ, ðàâåí ïðîåêöèè ìîìåíòà èìïóëüñà íà îñüOZ, êîòîðàÿ â äàííîì
ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò îñü âðàùåíèÿ ïðè èçìåíåíèè óãëàϕ. Ïîñêîëüêó
ìîìåíòû èìïóëüñà ñêëàäûâàþòñÿ, òî ýòî áóäåò ñïðàâåäëèâî è äëÿ
ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê.

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî èìïóëüñà, óðàâíåíèÿ Ëàãðàí-
æà ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå

ṗi =
∂L

∂qi
. (3.35)
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Âîçìîæíû ñëó÷àè, êîãäà íåêîòîðûå êîîðäèíàòû íå âõîäÿò â ôóíê-
öèþ Ëàãðàíæà, íî â íåé ïðèñóòñòâóþò èõ ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè �
îáîáùåííûå ñêîðîñòè. Òàêèå êîîðäèíàòû íàçûâàþòñÿöèêëè÷åñêèìè
êîîðäèíàòàìè. Íàïðèìåð, åñëè â ôóíêöèè Ëàãðàíæà ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè (3.14) ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ íå áóäåò çàâèñåòü îò êîîðäèíàò
x è y, òî êîîðäèíàòû x è y áóäóò öèêëè÷åñêèìè. Äëÿ öèêëè÷åñêîé
êîîðäèíàòû ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (3.35) ðàâíà íóëþ è, ñëåäîâà-
òåëüíî, èíòåãðàë ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä

pi(qj, q̇j, t) = const. (3.36)

Òàê êàê îáîáùåííûé èìïóëüñ, ñîïðÿæåííûé öèêëè÷åñêîé êîîðäèíà-
òå, îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì ïðè äâèæåíèè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, òî ãî-
âîðÿò, ÷òî îí ñîõðàíÿåòñÿ. Êàæäîé öèêëè÷åñêîé êîîðäèíàòå îòâå÷àåò
ñâîé çàêîí ñîõðàíåíèÿ.

Íàëè÷èå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ óïðîùàåò ðåøåíèå çàäà÷ ìåõàíèêè.
Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà � ýòî äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî
ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ êîîðäèíàòqi(t). Ñîîòíîøåíèÿ âè-
äà (3.36) ÿâëÿþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà îòíîñèòåëüíî qi(t). Ïîíèæåíèå ïîðÿäêà äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé îáëåã÷àåò èõ èíòåãðèðîâàíèå. Ïîýòîìó âûáîð îáîáùåííûõ
êîîðäèíàò, êîãäà íåêîòîðûå èç íèõ ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè, ÿâëÿåò-
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ñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíûì.

3.5. Îáîáùåííàÿ ýíåðãèÿ

Íàéäåì ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ îò ôóíêöèè Ëàãðàíæà ïî âðåìå-
íè. Òàê êàê ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà çàâèñèò îò îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è
îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé, êîòîðûå ñàìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè âðåìåíè,
òî ïîëó÷èì âûðàæåíèå

d

dt
L(q̇i, qi, t) =

∑

i
(
∂L

∂q̇i
q̈i +

∂L

∂qi
q̇i) +

∂L

∂t
. (3.37)

Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ëåéáíèöà äëÿ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïðîèç-
âåäåíèÿ äâóõ ôóíêöèé è ïîëó÷èì èç íåå ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

∂L

∂q̇i
q̈i =

d

dt
(
∂L

∂q̇i
q̇i)− d

dt
(
∂L

∂q̇i
)q̇i.

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ðàâåíñòâà ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå (3.37) è çàïèøåì
åãî â ôîðìå

d

dt
(L−∑

i

∂L

∂q̇i
q̇i) =

∑

i
q̇i(

∂L

∂qi
− d

dt
(
∂L

∂q̇i
)) +

∂L

∂t
. (3.38)

Ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (3.38) ðàâíà íóëþ âñëåäñòâèå âû-
ïîëíåíèÿ óðàâíåíèé Ëàãðàíæà (3.8). Âûðàæåíèå â ñêîáêàõ â ëåâîé
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÷àñòè ôîðìóëû (3.38), âçÿòîå ñ îáðàòíûì çíàêîì, íàçûâàåòñÿ îáîá-
ùåííîé ýíåðãèåé. Îáîçíà÷èì åãî áóêâîé E:

E =
∑

i

∂L

∂q̇i
q̇i − L =

∑

i
piq̇i − L. (3.39)

Ðàâåíñòâî (3.38) äàåò ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ îò îáîáùåííîé ýíåðãèè
ïî âðåìåíè

dE

dt
= −∂L

∂t
. (3.40)

Åñëè ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà íå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè, òî ïðàâàÿ ÷àñòü
â ôîðìóëå (3.40) ðàâíà íóëþ è îáîáùåííàÿ ýíåðãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ ïðè
äâèæåíèè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

Äëÿ îáû÷íûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ïðè óñëîâèè, ÷òî ôîðìóëû ïðå-
îáðàçîâàíèÿ ê îáîáùåííûì êîîðäèíàòàì íå ñîäåðæàò âðåìåíè, ôóíê-
öèÿ Ëàãðàíæà äàåòñÿ ôîðìóëîé (3.26). Íàéäåì â ýòîì ñëó÷àå îáîá-
ùåííóþ ýíåðãèþ. Äëÿ îáîáùåííûõ èìïóëüñîâ ïîëó÷èì

pk =
∂L

∂q̇k
=

∑

j
akj q̇j. (3.41)

Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ðåçóëüòàò â ôîðìóëó (3.39), íàéäåì

E =
∑

k,j
akj q̇kq̇j − L = T + U, (3.42)
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òî åñòü îïðåäåëåíèå îáîáùåííîé ýíåðãèè â ýòîì ñëó÷àå ñîâïàäàåò ñ
îáû÷íûì îïðåäåëåíèåì ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè.

Åñëè íà ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó äåéñòâóþò ñèëû, íå èìåþùèå ïî-
òåíöèàëà, òî â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé Ëàãðàíæà ñòîèò óæå íå íóëü.
Ïîýòîìó ñóììà â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (3.38) íå ðàâíà íóëþ, è ìå-
õàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ íå áóäåò ñîõðàíÿòüñÿ äàæå ïðè îòñóòñòâèè ÿâ-
íîé çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè â ôóíêöèè Ëàãðàíæà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè
íåïîòåíöèàëüíûå ñèëû ÿâëÿþòñÿ ñèëàìè òðåíèÿ, îïèñûâàåìûìè äèñ-
ñèïàòèâíîé ôóíêöèåé Ðýëåÿ, òî óìåíüøåíèå ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè
äàåòñÿ ôîðìóëîé

dE

dt
= −2Φ. (3.43)

Ôîðìóëà (3.43) ïîëó÷àåòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ (3.38) ïðè ïîäñòàíîâêå â
íåãî óðàâíåíèÿ (3.12).

3.6. Çàêîíû ñîõðàíåíèÿ è ñèììåòðèè
ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ïðîñòðàíñòâî â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ïî-
ñòóëèðóåòñÿ îäíîðîäíûì è èçîòðîïíûì, à âðåìÿ � îäíîðîäíûì. Ñ
ýòèìè ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè ïðîñòðàíñòâà è âðåìåíè â ëàãðàíæå-
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âîì ôîðìàëèçìå ñâÿçûâàþò ñóùåñòâîâàíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ çàêî-
íîâ ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, èìïóëüñà è ìîìåíòà èìïóëüñà äëÿ çàìêíó-
òîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Ïîä çàìêíóòîé ñèñòåìîé ìàòåðè-
àëüíûõ òî÷åê ïîíèìàåòñÿ ñèñòåìà, íà êîòîðóþ íå òîëüêî íå äåéñòâó-
þò âíåøíèå ñèëû, íî è â êîòîðîé íå ïðîèñõîäèò ïðåâðàùåíèÿ ìå-
õàíè÷åñêîé ýíåðãèè â äðóãèå âèäû ýíåðãèè, íàïðèìåð, â òåïëîâóþ
ýíåðãèþ èëè â ýíåðãèþ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Äëÿ çàìêíóòîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû âñëåäñòâèå îäíîðîäíîñòè
âðåìåíè âñå ìîìåíòû âðåìåíè îäèíàêîâû. Ïîýòîìó ôóíêöèÿ Ëàãðàí-
æà íå äîëæíà ÿâíî çàâèñåòü îò âðåìåíè. Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå
áûëî ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà íå çàâèñèò ÿâíî îò âðå-
ìåíè, òî ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ, òî åñòü èç îäíîðîäíîñòè
âðåìåíè ñëåäóåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè äëÿ çàìêíóòîé ìåõàíè÷å-
ñêîé ñèñòåìû.

Âñëåäñòâèå îäíîðîäíîñòè ïðîñòðàíñòâà äëÿ çàìêíóòîé ìåõàíè÷å-
ñêîé ñèñòåìû âñå òî÷êè ïðîñòðàíñòâà ðàâíîïðàâíû. Ïîýòîìó åå ôóíê-
öèÿ Ëàãðàíæà íå äîëæíà çàâèñåòü îò ïîëîæåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñè-
ñòåìû â ïðîñòðàíñòâå. Îíà ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî îò îòíîñèòåëü-
íûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó ìàòåðèàëüíûìè òî÷êàìè ñèñòåìû. Ïîëîæå-
íèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû êàê öåëîãî â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî çàäàòü
ñ ïîìîùüþ êîîðäèíàò åå öåíòðà èíåðöèè. Åñëè âûáðàòü îáîáùåííûå
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êîîðäèíàòû òàê, ÷òîáû òðè èç íèõ áûëè êîîðäèíàòàìè öåíòðà èíåð-
öèè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, òî âñëåäñòâèå îäíîðîäíîñòè ïðîñòðàí-
ñòâà ýòè êîîðäèíàòû áóäóò öèêëè÷åñêèìè. Îáîçíà÷àÿ êîîðäèíàòû
öåíòðà èíåðöèè êàê X,Y, Z, çàïèøåì ñîãëàñíî (3.31) ñîïðÿæåííûå
èì ñîõðàíÿþùèåñÿ îáîáùåííûå èìïóëüñû:

pX =
∑

a
~pa

∂~ra

∂X
, pY =

∑

a
~pa

∂~ra

∂Y
, pZ =

∑

a
~pa

∂~ra

∂Z
. (3.44)

Ïðè ñìåùåíèè öåíòðà èíåðöèè êîîðäèíàòû âñåõ òî÷åê ïîëó÷àþò îäè-
íàêîâûå ïðèðàùåíèÿ. Íàïðèìåð, ïðè ñìåùåíèè öåíòðà èíåðöèè âäîëü
îñè OX íà ∆X ïîëó÷èì ∆~ra =~i∆X, è, ñëåäîâàòåëüíî,

∂~ra

∂X
=~i, pX =

∑

a
~pa

~i = ~P~i = PX . (3.45)

Îáîáùåííûé èìïóëüñ pX ðàâåí ïðîåêöèè èìïóëüñà ñèñòåìû ìàòåðè-
àëüíûõ òî÷åê íà îñüOX. Àíàëîãè÷íûå âûâîäû ìîæíî ñäåëàòü îòíî-
ñèòåëüíî îáîáùåííûõ èìïóëüñîâ pY è pZ , òî åñòü äëÿ çàìêíóòîé ñè-
ñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê ñîõðàíÿþòñÿ âñå òðè ïðîåêöèè èìïóëüñà,
è, ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð èìïóëüñà ~P çàìêíóòîé ñèñòåìû ìàòåðèàëü-
íûõ òî÷åê îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì.

Çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà çàìêíóòîé ñèñòåìû ìàòåðè-
àëüíûõ òî÷åê â ëàãðàíæåâîì ôîðìàëèçìå âûâîäèòñÿ èç èçîòðîïíî-
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ñòè ïðîñòðàíñòâà. Âñëåäñòâèå èçîòðîïíîñòè ïðîñòðàíñòâà îðèåíòà-
öèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ïðîñòðàíñòâà íå äîëæíà
âëèÿòü íà åå ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà. Ïóñòü îäíà èç îáîáùåííûõ êî-
îðäèíàò âûáðàíà òàê, ÷òî åå èçìåíåíèå ïðèâîäèò ê ïîâîðîòó âñåé
ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû âîêðóã íåêîòîðîé îñè íà óãîëϕ. Òàê êàê ìåõà-
íè÷åñêàÿ ñèñòåìà íå ìîæåò ðåàãèðîâàòü íà îðèåíòàöèþ â èçîòðîïíîì
ïðîñòðàíñòâå, òî êîîðäèíàòàϕ áóäåò öèêëè÷åñêîé. Ñîïðÿæåííûé åé
îáîáùåííûé èìïóëüñ ñîõðàíÿåòñÿ. Êàê áûëî ïîêàçàíî, ñîïðÿæåííûé
óãëîâîé êîîðäèíàòå îáîáùåííûé èìïóëüñ ðàâåí ïðîåêöèè ìîìåíòà
èìïóëüñà ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû íà îñü âðàùåíèÿ. Â èçîòðîïíîì ïðî-
ñòðàíñòâå äëÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê òàêîé îñüþ
âðàùåíèÿ ìîæåò ñëóæèòü ëþáàÿ îñü äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Ïîýòîìó äëÿ íåå ñîõðàíÿþòñÿ âñå òðè ïðîåêöèè ìîìåíòà èìïóëüñà, òî
åñòü âåêòîð ìîìåíòà èìïóëüñà ~M çàìêíóòîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû
îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì ïðè åå äâèæåíèè.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ îòäåëüíûå ôóíäàìåíòàëüíûõ çàêîíû ñîõðà-
íåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ñèñòåì ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, âçàèìîäåéñòâó-
þùèõ ñ äðóãèìè òåëàìè. Åñëè âíåøíåå ïîëå îáëàäàåò íåêîòîðûìè
ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè, òî èì ñîîòâåòñòâóþò çàêîíû ñîõðàíåíèÿ. Íà-
ïðèìåð, â öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íîì ïîëå ñîõðàíÿåòñÿ ìîìåíò èì-
ïóëüñà ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, îïðåäåëåííûé îòíîñèòåëüíî öåíòðà
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ñèììåòðèè ïîëÿ. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïîâîðîòû ìåõàíè÷åñêîé
ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ñèììåòðèè ïîëÿ,
íå âëèÿþò íà äâèæåíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû.

3.7. Çàäà÷è

3.1. Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ ìàññîé
m, íàõîäÿùåéñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå, â ñëåäóþùèõ êîîðäèíà-
òàõ:
(a) ñôåðè÷åñêèõ;
(b) ïàðàáîëè÷åñêèõ íà ïëîñêîñòè, ââåäåííûõ ôîðìóëàìè:

x = ξη, y = 1
2(ξ

2 − η2).

3.2. Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà, îáîáùåííûå èìïóëüñû, âûðàæå-
íèå äëÿ ýíåðãèè, åñëè ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ðàâíà:
(a) L = 1

2mẋ2 + 1
2ma2ẏ2 + cẋẏ − 1

2kx2 ;
(b) L = 1

2m(ẋ2 + ẏ2) + c(xẏ − yẋ)− 1
2k(x2 + y2) ;

(c) L = 1
2m(ẋ2 + ẏ2)− eϕ− e

c
~A~v ;

(d) L = −mc2
√
1− v2

c2
.
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3.3. Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ñëåäóþùèõ ìåõàíè÷åñêèõ ñè-
ñòåì:
(a) Ìàÿòíèê, òî÷êà ïîäâåñà êîòîðîãî íàõîäèòñÿ íà áðóñêå ìàññîé

m1, äâèãàþùåìñÿ ãîðèçîíòàëüíî (ðèñ. 3.1);
(b) Äâîéíîé ïëîñêèé ìàÿòíèê (ðèñ. 3.2);

|

m1

m2

l

�

Ðèñ. 3.1

|

y

l1

m1

l2

m2

�

Ðèñ. 3.2

(c) Ìàÿòíèê, äëèíà ïîäâåñà êîòîðîãî ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó l =

sin(Ωt);
(d) Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññîém ìîæåò äâèãàòüñÿ áåç òðåíèÿ ïî

îêðóæíîñòè ðàäèóñà r, âðàùàþùåéñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþΩ

âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè, ñîâïàäàþùåé ñ äèàìåòðîì îêðóæ-
íîñòè (ðèñ. 3.3).
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|

¸

m

r

�

Ðèñ. 3.3

|

y

l1

m1

l2

m2

�

Ðèñ. 3.4

3.4. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññîém äâèæåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿ-
æåñòè ïî ïðÿìîé, âðàùàþùåéñÿ ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþΩ âîêðóã
âåðòèêàëüíîé îñè. Ïðÿìàÿ îáðàçóåò óãîë α ñ îñüþ âðàùåíèÿ.
Íàéòè çàêîí äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, åñëè â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè îíà íàõîäèëàñü íà ðàññòîÿíèè a îò îñè âðàùå-
íèÿ (ðèñ. 3.4).

3.5. Øàðèê ìàññîém äâèæåòñÿ âäîëü ãîðèçîíòàëüíîé ïðÿìîé. Æåñò-
êîñòè ïðóæèí ðàâíû k1, k2 (ðèñ. 3.5). Çàïèñàòü è ïðîèíòåãðèðî-
âàòü óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà.

3.6. Íà îäíîðîäíóþ ïðèçìó À, ëåæàùóþ íà ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêî-
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ñòè, ïîëîæåíà îäíîðîäíàÿ ïðèçìà Â. Ïîïåðå÷íûå ñå÷åíèÿ ïðèçì
� ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè. Ìàññà ïðèçìû À ân ðàç áîëü-
øå ìàññû ïðèçìû Â. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî òðåíèå ìåæäó ïðèçìàìè è
ìåæäó ïðèçìîé À è íàêëîííîé ïëîñêîñòüþ îòñóòñòâóåò, îïðåäå-
ëèòü ðàññòîÿíèå, íà êîòîðîå ïðîäâèíåòñÿ ïðèçìà À, êîãäà ïðèçìà
Â äîéäåò äî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè (ðèñ. 3.6).

|

k1 k2m

�

Ðèñ. 3.5

α

A B

�

Ðèñ. 3.6

3.7. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññîé m äâèæåòñÿ ïî âíóòðåííåé ïîâåðõ-
íîñòè âåðòèêàëüíîãî öèëèíäðà ðàäèóñîì R. Åå íà÷àëüíàÿ ñêî-
ðîñòü ñîñòàâëÿåò óãîë α ñ ãîðèçîíòîì. Ñ÷èòàÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè îíà íàõîäèëàñü íà îñèOX , íàéòè åå çàêîí äâè-
æåíèÿ. Îïðåäåëèòü ñèëó äàâëåíèÿ ÷àñòèöû íà öèëèíäð.



Ãëàâà 4

Çàäà÷à äâóõ òåë è êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ
ðàññåÿíèÿ

4.1. Ïðèâåäåííàÿ ìàññà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î äâèæåíèè äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ òîëü-
êî ìåæäó ñîáîé ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê. Âñëåäñòâèå îäíîðîäíîñòè è
èçîòðîïíîñòè ïðîñòðàíñòâà ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ
ìîæåò çàâèñåòü òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè. Ôóíêöèÿ Ëà-
ãðàíæà äëÿ äàííîé çàäà÷è çàïèøåòñÿ â ôîðìå

L =
1

2
m1v

2
1 +

1

2
m2v

2
2 − U(|~r2 − ~r1|). (4.1)

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê çàìêíóòà. Ïîýòîìó
åå èìïóëüñ ñîõðàíÿåòñÿ, è ñèñòåìà îòñ÷åòà öåíòðà èíåðöèè ÿâëÿåòñÿ

65
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èíåðöèàëüíîé ñèñòåìîé îòñ÷åòà. Çàäà÷ó áóäåì ðåøàòü â ñèñòåìå îò-
ñ÷åòà öåíòðà èíåðöèè. Íà÷àëî êîîðäèíàò ïîìåñòèì â öåíòð èíåðöèè,
÷òî äàåò

~Rö.è =
m1~r1 + m2~r2

m1 + m2
= 0. (4.2)

Ââåäåì ðàäèóñ-âåêòîð~r, íàïðàâëåííûé îò ïåðâîé ìàòåðèàëüíîé òî÷-
êè êî âòîðîé:

~r = ~r2 − ~r1. (4.3)
Ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (4.2) è (4.3) âûðàçèì âåêòîðû ~r1 è ~r2 ÷åðåç âåê-
òîð ~r:

~r1 = − m2~r

m1 + m2
, ~r2 =

m1~r

m1 + m2
. (4.4)

Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ òåïåðü çàâèñèò òîëüêî îò âåëè÷èíû âåêòîðà
~r. Âûðàæàÿ ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (4.4) ñêîðîñòè ~v1 è ~v2 ÷åðåç âåê-
òîð ~v = ~̇r, êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ñèñòåìû äâóõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê
ìîæíî çàïèñàòü êàê êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ îäíîé ìàòåðèàëüíîé òî÷-
êè ñ ìàññîé

m =
m1m2

m1 + m2
. (4.5)
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Âûðàæåííàÿ ÷åðåç ðàäèóñ-âåêòîð ~r ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà (4.1) çàïè-
øåòñÿ â ôîðìå

L =
1

2
mv2 − U(r). (4.6)

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà (4.6) � ýòî ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà îäíîé ìàòå-
ðèàëüíîé òî÷êè ìàññû m, äâèæóùåéñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå, çàâè-
ñÿùåì òîëüêî îò ðàññòîÿíèÿ äî íà÷àëà êîîðäèíàò. Òàêîå ïîòåíöè-
àëüíîå ïîëå íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûì ïîëåì. Ñèëà, äåéñòâóþùàÿ â
öåíòðàëüíîì ïîëå íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó, íàïðàâëåíà ïî ïðÿìîé,
ñîåäèíÿþùåé ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó ñ öåíòðîì ïîëÿ:

~f = −gradU = −dU

dr

~r

r
. (4.7)

Ìàññà m, îïðåäåëåííàÿ ñîãëàñíî (4.5), íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííîé ìàñ-
ñîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå çàäà÷è äâóõ òåë ýêâèâàëåíòíî ðåøåíèþ
çàäà÷è î äâèæåíèè â öåíòðàëüíîì ïîëå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ ìàñ-
ñîé, ðàâíîé ïðèâåäåííîé ìàññå. Ïîñëå ðåøåíèÿ çàäà÷è î äâèæåíèè
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â öåíòðàëüíîì ïîëå êîîðäèíàòû äâóõ òåë ìîæíî
ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè ôîðìóë (4.4).

Åñëè ìàññà îäíîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, íàïðèìåðm1, ìíîãî áîëü-
øå ìàññû äðóãîé ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, òî èç ôîðìóë (4.4) è (4.5) ïî-
ëó÷èì, ÷òî ïðèáëèæåííî ~r1 = 0, ~r2 = ~r, m = m2, òî åñòü öåíòð èíåð-
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öèè ñèñòåìû äâóõ òåë ñîâïàäàåò ñ áîëåå ìàññèâíûì òåëîì, à ïðè-
âåäåííàÿ ìàññà ðàâíà ìàññå ìåíåå ìàññèâíîãî òåëà. Â ýòîì ñëó÷àå
çàäà÷à äâóõ òåë ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å î äâèæåíèè îäíîãî òåëà â ïîòåí-
öèàëüíîì ïîëå, ñîçäàâàåìîì äðóãèì òåëîì.

Ïîñêîëüêó ìàññà Ñîëíöà íàìíîãî áîëüøå ìàññû êàæäîé èç ïëàíåò
Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû, òî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü
âçàèìîäåéñòâèåì ïëàíåò ìåæäó ñîáîé è äâèæåíèåì Ñîëíöà âîêðóã
öåíòðà èíåðöèè Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Â ýòîì ïðèáëèæåíèè äâèæå-
íèå îòäåëüíîé ïëàíåòû ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè â ïîëå òÿãîòåíèÿ Ñîëíöà. Ó÷åò âçàèìîäåéñòâèÿ ïëàíåò ìåæ-
äó ñîáîé ïðèâîäèò ê çàäà÷å ìíîãèõ òåë, âçàèìîäåéñòâóþùèõ ìåæäó
ñîáîé. Ýòà çàäà÷à íå ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê êâàäðàòóðàì è ðåøàåòñÿ
ïðèáëèæåííûìè ìåòîäàìè.

4.2. Äâèæåíèå â öåíòðàëüíîì ïîëå

Âñëåäñòâèå ñôåðè÷åñêîé ñèììåòðèè ïîëÿ ñîõðàíÿåòñÿ âåêòîð ìî-
ìåíòà èìïóëüñà ~M , îïðåäåëåííûé îòíîñèòåëüíî öåíòðà ïîëÿ. Òàê
êàê ~M = m [~r × ~v], òî âåêòîðû ~r è ~v ïåðïåíäèêóëÿðíû ïîñòîÿííîìó
âåêòîðó ~M è, ñëåäîâàòåëüíî, âñåãäà ëåæàò â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäè-
êóëÿðíîé åìó. Ïîýòîìó âñÿ òðàåêòîðèÿ ëåæèò â ýòîé ïëîñêîñòè è
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ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé êðèâîé. Íàïðàâèì îñü OZ ïî âåêòîðó ~M . Òîãäà
òðàåêòîðèÿ áóäåò ëåæàòü â ïëîñêîñòè XOY . Âûáåðåì â ýòîé ïëîñ-
êîñòè ïîëÿðíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò è ôóíêöèþ Ëàãðàíæà çàïèøåì
â ôîðìå

L =
m

2
(ṙ2 + r2ϕ̇2)− U(r). (4.8)

Êîîðäèíàòà ϕ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé. Ñîïðÿæåííûé åé îáîáùåííûé
èìïóëüñ ñîõðàíÿåòñÿ:

pϕ = mr2ϕ̇ = M = const. (4.9)
Ñîãëàñíî ôîðìóëå (3.34) ýòîò îáîáùåííûé èìïóëüñ ðàâåí ïðîåêöèè
ìîìåíòà èìïóëüñà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà îñü0Z. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ïîñòîÿííàÿM ïîëîæèòåëüíà, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âûáîðó ïîëîæèòåëü-
íîãî íàïðàâëåíèÿ îñè 0Z ïî ïîëîæèòåëüíîìó íàïðàâëåíèþ âåêòîðà
ìîìåíòà èìïóëüñà. Â ýòîì ñëó÷àå âñåãäà ϕ̇ > 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà â öåíòðàëüíîì ïîëå äâèæåòñÿ òàê, ÷òî óãîëϕ

ìîíîòîííî ðàñòåò.
Çàêîí ñîõðàíåíèÿ (4.9) ÷àñòî ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàêîí ïëîùàäåé.

Ðàññìîòðèì äâà ïîëîæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè íà òðàåêòîðèè â äâà
áåñêîíå÷íî áëèçêèõ ìîìåíòà âðåìåíè, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.1. Èç
ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ïëîùàäü áåñêîíå÷íî ìàëîãî ñåêòîðà, îãðàíè÷åí-
íîãî äâóìÿ ïîëîæåíèÿìè ðàäèóñà-âåêòîðà è ó÷àñòêîì òðàåêòîðèè,
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ðàâíà
dS ≈ 1

2
r(t)r(t + dt)dϕ ≈ 1

2
r2dϕ. (4.10)

Èç ôîðìóë (4.9) è (4.10) íàõîäèì ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ïëîùàäè ñ òå-
÷åíèåì âðåìåíè. Ýòà âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ ñåêòîðíîé ñêîðîñòüþ è â
öåíòðàëüíîì ïîëå ðàâíà:

dS

dt
=

1

2
r2ϕ̇ =

M

2m
. (4.11)

Çà ðàâíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè ðàäèóñ-âåêòîð ìàòåðèàëüíîé òî÷êè
çàìåòàåò îäèíàêîâûå ïëîùàäè. Ýòî óòâåðæäåíèå, èçâåñòíîå êàê çà-
êîí ïëîùàäåé, ÿâëÿåòñÿ äðóãîé ôîðìóëèðîâêîé çàêîíà ñîõðàíåíèÿ
ìîìåíòà èìïóëüñà. Çàêîí ïëîùàäåé âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî öåí-
òðàëüíîãî ïîëÿ.

Òàê êàê ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â öåíòðàëüíîì
ïîëå íå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè, òî ñîõðàíÿåòñÿ ýíåðãèÿ ìàòåðèàëü-
íîé òî÷êè. Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè çàïèñû-
âàåòñÿ â ôîðìå

E =
m

2
(ṙ2 + r2ϕ̇2) + U(r). (4.12)

Èç âûðàæåíèÿ (4.9) íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ϕ̇ è ïîäñòàâèì åå â ôîðìóëó
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�

>

:
i dϕ

~r(t + dt)

~r(t)

�

Ðèñ. 4.1

�

Uef(r)

r

E

r1 r2

�

Ðèñ. 4.2

(4.12). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

E =
mṙ2

2
+

M 2

2mr2
+ U(r) =

mṙ2

2
+ Uef(r), (4.13)

ãäå ââåäåíî ïîíÿòèå ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèèUef(r), ðàâ-
íîé

Uef(r) =
M 2

2mr2
+ U(r). (4.14)

Ôîðìóëà (4.13) äëÿ ýíåðãèè ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé äëÿ ýíåðãèè ìà-
òåðèàëüíîé òî÷êè, äâèæóùåéñÿ ïî ðàäèóñó è íàõîäÿùåéñÿ â ïîòåí-
öèàëüíîì ïîëå ñ ýôôåêòèâíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåéUef(r).
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Èç ñîîòíîøåíèÿ (4.13) íàõîäèì, ÷òî

ṙ =
dr

dt
= ±

√√√√√ 2

m
(E − Uef(r)). (4.15)

Ðàçäåëÿÿ â âûðàæåíèè (4.15) ïåðåìåííûå è èíòåãðèðóÿ åãî, ïîëó÷èì
íåÿâíóþ çàâèñèìîñòü r(t):

t = ±
∫ dr

√
2
m(E − Uef(r))

+ C. (4.16)

Âûðàæåíèå (4.15) è èíòåãðàë (4.16) èìåþò ñìûñë òîëüêî òîãäà, êîãäà
ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå íå îòðèöàòåëüíî, òî åñòü êîãäà âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî E ≥ Uef(r). Èññëåäîâàíèå ýòîãî íåðàâåíñòâà ïîçâîëÿåò,
íå âû÷èñëÿÿ èíòåãðàëà, îïðåäåëèòü îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ
âîçìîæíî äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïðè çàäàííûõ ýíåðãèèE è
ìîìåíòå èìïóëüñàM . Êà÷åñòâåííî òàêîå èññëåäîâàíèå ìîæíî ïðîâå-
ñòè ãðàôè÷åñêèì ïóòåì, åñëè ïîñòðîèòü ãðàôèê çàâèñèìîñòèUef(r)

è íà òîì æå ãðàôèêå ïðîâåñòè ïðÿìóþ E = const. Ïðèìåð òàêî-
ãî ïîñòðîåíèÿ ïðèâåäåí íà ðèñ. 4.2. Íà ýòîì ãðàôèêå óñëîâèÿ íåðà-
âåíñòâà E ≥ Uef(r) âûïîëíÿþòñÿ äëÿ çíà÷åíèé ðàäèóñà â ïðåäåëàõ
r1 ≤ r ≤ r2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè îáðàùåíèè âîêðóã öåíòðà ïîëÿ ìà-
òåðèàëüíàÿ òî÷êà áóäåò òî ïðèáëèæàòüñÿ ê öåíòðó íà ðàññòîÿíèår1,
òî óäàëÿòüñÿ îò íåãî íà ðàññòîÿíèå r2.
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Íàéäåì òåïåðü óðàâíåíèå òðàåêòîðèè. Òàê êàê ïðîèçâîäíûåṙ è ϕ̇

èçâåñòíû, òî èñêëþ÷èì âðåìÿ ïóòåì äåëåíèÿ îäíîé ïðîèçâîäíîé íà
äðóãóþ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

dϕ

dr
=

ϕ̇

ṙ
= ± M

r2
√
2m(E − Uef(r))

. (4.17)

Èíòåãðèðóÿ âûðàæåíèå (4.17), íàõîäèì óðàâíåíèå òðàåêòîðèè â ïî-
ëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ:

ϕ = ±
∫ M dr

r2
√
2m(E − Uef(r))

+ C. (4.18)

Èíòåãðàë ìîæíî âû÷èñëèòü òîëüêî ïîñëå çàäàíèÿ ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè U(r). Îäíàêî íåêîòîðûå âûâîäû î ôîðìå òðàåêòîðèè ìîæíî
ñäåëàòü, íå âû÷èñëÿÿ èíòåãðàëà. Åñëè ïîëîæèòüC ðàâíûì íóëþ, òî
èçìåíåíèå çíàêà ϕ ïðîèñõîäèò îäíîâðåìåííî ñ èçìåíåíèåì çíàêà ṙ.
Çíàê ṙ ìåíÿåòñÿ â òî÷êå, ãäå ṙ = 0 è ãäå, ñëåäîâàòåëüíî, ìàòåðèàëü-
íàÿ òî÷êà íàõîäèòñÿ íà ìèíèìàëüíîì èëè ìàêñèìàëüíîì óäàëåíèè
îò öåíòðà ïîëÿ. Òî÷êè ìèíèìàëüíîãî èëè ìàêñèìàëüíîãî óäàëåíèÿ
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îò öåíòðà ïîëÿ íàçûâàþòñÿòî÷êàìè ïîâîðîòà.
Òàêèì îáðàçîì ïðèC = 0 íà÷àëî îòñ÷åòà óãëà ϕ âûáðàíî îò ïðÿìîé,
ïðîâåäåííîé îò öåíòðà ïîëÿ â òî÷êó ïîâîðîòà. Ïîñêîëüêó â ýòîì ñëó-
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÷àå îäèíàêîâûì çíà÷åíèÿì r, ëåæàùèì ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò òî÷-
êè ïîâîðîòà, îòâå÷àþò îäèíàêîâûå àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ óãëàϕ, òî
òðàåêòîðèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî íàïðàâ-
ëåíèÿ íà òî÷êó ïîâîðîòà. Åñëè ïðè äâèæåíèè ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà
óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü, òî òðàåêòîðèÿ ñîñòîèò èç äâóõ ñèììåòðè÷-
íûõ âåòâåé. Ïðè äâèæåíèè áåç óõîäà íà áåñêîíå÷íîñòü òðàåêòîðèÿ
ïîëó÷àåòñÿ ìíîãîêðàòíûì îòðàæåíèåì ó÷àñòêà êðèâîé, ðàñïîëîæåí-
íîãî ìåæäó ïîëîæåíèÿìè r = rmin è r = rmax.

i

r = r ��� � ,

ϕ = 0
ϕ < 0

ϕ > 0

�

Ðèñ. 4.3

∆ϕ

r ��� �

r �����

ª
K

�

Ðèñ. 4.4
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Ïðèìåðû âîçìîæíûõ òðàåêòîðèé ïðèâåäåíû íà ðèñ.4.3 è ðèñ. 4.4.
Óãîë ∆ϕ ìåæäó ïîëîæåíèÿìè r = rmin è r = rmax íà ðèñ. 4.4 äàåòñÿ
ôîðìóëîé

∆ϕ =
∫ rmax

rmin

M dr

r2
√
2m(E − Uef(r))

. (4.19)

Åñëè ïðè ñëîæåíèè íåñêîëüêèõ∆ϕ ïîëó÷èòñÿ óãîë, êðàòíûé 2π, òî
ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà âîçâðàòèòñÿ íà óæå ïðîéäåííûé ó÷àñòîê òðàåê-
òîðèè, è ñàìà òðàåêòîðèÿ áóäåò çàìêíóòîé êðèâîé. Óñëîâèå çàìêíó-
òîñòè òðàåêòîðèè çàïèñûâàåòñÿ â ôîðìå

n∆ϕ = 2π m, (4.20)

ãäå m,n � öåëûå ÷èñëà. Åñëè ýòî óñëîâèå íå âûïîëíÿåòñÿ, òî òðà-
åêòîðèÿ áóäåò íåçàìêíóòîé êðèâîé, ðàñïîëîæåííîé â êîëüöå ìåæäó
îêðóæíîñòÿìè ñ ðàäèóñàìè r = rmin è r = rmax.

4.3. Çàäà÷à Êåïëåðà

Ðàññìîòðèì âàæíûé ñëó÷àé öåíòðàëüíîãî ïîëÿ, êîãäà ïîòåíöè-
àëüíàÿ ýíåðãèÿ ðàâíà

U(r) = ±α

r
. (4.21)
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Ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó, íàéäåì ïî ôîðìóëå
~F = −∇U = ±α

r2
~er, (4.22)

ãäå ~er � åäèíè÷íûé âåêòîð, íàïðàâëåííûé ïî ðàäèóñó. Èç ôîðìóëû
(4.22) âèäíî, ÷òî çíàê ïëþñ îòíîñèòñÿ ê ïîëþ îòòàëêèâàíèÿ, êîãäà
ñèëà íàïðàâëåíà îò öåíòðà. Çíàê ìèíóñ îòâå÷àåò ïîëþ ïðèòÿæåíèÿ.
Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ïîòåíöèàëüíîãî ïîëÿ ñèëà îáðàòíî ïðîïîðöè-
îíàëüíà êâàäðàòó ðàäèóñà. Òàêóþ çàâèñèìîñòü ñèëû îò ðàññòîÿíèÿ
èìåþò ïîëå òÿãîòåíèÿ ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîé ìàññû è ýëåêòðè÷å-
ñêîå ïîëå òî÷å÷íîãî èëè ñôåðè÷åñêè ñèììåòðè÷íîãî çàðÿäà. Ïîýòîìó
ïîëó÷åííûå â ýòîì ïàðàãðàôå ðåçóëüòàòû ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âû-
áîðå ïîñòîÿííîé α áóäóò îïèñûâàòü äâèæåíèå â óêàçàííûõ ïîëÿõ.

Óðàâíåíèå òðàåêòîðèè ïîëó÷èì, âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë (4.18). Çàïè-
øåì åãî äëÿ ïîëÿ ïðèòÿæåíèÿ, âûáèðàÿ çíàê ìèíóñ â (4.21). Ïîëî-
æèì òàêæå ïîñòîÿííóþ C ðàâíîé íóëþ è âûáåðåì çíàê ïëþñ ïåðåä
èíòåãðàëîì. Òàêîé âûáîð ïîñòîÿííîé è çíàêà ïåðåä èíòåãðàëîì ñîîò-
âåòñòâóåò âûáîðó îñèOX â íàïðàâëåíèè íà ïîëîæåíèå ìèíèìàëüíîãî
óäàëåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè îò öåíòðà. Òîãäà èíòåãðàë èìååò âèä

ϕ =
∫ M dr

r2
√
2m(E − α

r − M2

2mr2)
. (4.23)



ÃËÀÂÀ 4. ÇÀÄÀ×À ÄÂÓÕ ÒÅË È ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÀß ÒÅÎÐÈß ÐÀÑÑÅßÍÈß 77

Èíòåãðàë (4.23) ïðèâîäèòñÿ ê òàáëè÷íîìó èíòåãðàëó ïóòåì çàìåíû
x = M/r è âûäåëåíèåì ïîëíîãî êâàäðàòà ïîä çíàêîì êîðíÿ. Ðåçóëü-
òàò èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå

r =
p

1 + e cos ϕ
, (4.24)

ãäå ââåäåíû äâå íîâûå ïîñòîÿííûå: ïàðàìåòð p è ýêñöåíòðèñèòåò e.
Îíè ðàâíû

p =
M 2

mα
, e =

√√√√√1 +
2EM 2

mα2
. (4.25)

Óðàâíåíèå (4.24) çàäàåò â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ îäíî èç êîíè-
÷åñêèõ ñå÷åíèé: ãèïåðáîëó, ïàðàáîëó èëè ýëëèïñ. Íà÷àëî ïîëÿðíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç ôîêóñîâ ãèïåðáîëû èëè ýë-
ëèïñà èëè ñ ôîêóñîì ïàðàáîëû. Âèä êîíè÷åñêîãî ñå÷åíèÿ çàâèñèò îò
âåëè÷èíû ýêñöåíòðèñèòåòà e. Ïðè e > 1 óðàâíåíèå çàäàåò ãèïåðáîëó.
Â ýòîì ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíà ýíåðãèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè:

E =
mv2

2
− α

r
. (4.26)

Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà, äâèæóùàÿñÿ ïî ãèïåðáîëå, ìîæåò óéòè íà áåñ-
êîíå÷íîñòü è áóäåò èìåòü òàì íåíóëåâóþ ñêîðîñòü. Ïðèr →∞ âòî-
ðîå ñëàãàåìîå â (4.26) îáðàùàåòñÿ â íóëü è ýíåðãèÿ ìàòåðèàëüíîé
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òî÷êè ðàâíà åå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè E = mv2
∞/2. Åñëè E = 0, òî

ýêñöåíòðèñèòåò e ðàâåí åäèíèöå è óðàâíåíèå (4.24) çàäàåò ïàðàáî-
ëó. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ïî-ïðåæíåìó ìîæåò óéòè íà áåñêîíå÷íîñòü,
íî ñêîðîñòü åå íà áåñêîíå÷íîñòè ðàâíà íóëþ. È íàêîíåö, ïðè îòðè-
öàòåëüíîé ýíåðãèè E ìàòåðèàëüíîé òî÷êè åå ýêñöåíòðèñèòåò e < 1.
Òîãäà óðàâíåíèå (4.24) îïèñûâàåò ýëëèïñ. Äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè îãðàíè÷åíî îáëàñòüþ âáëèçè öåíòðà ïîëÿ.

Åñëè ïðåíåáðå÷ü âçàèìîäåéñòâèåì ïëàíåò ìåæäó ñîáîé, òî ïîëó-
÷åííûå äëÿ ïîëÿ ïðèòÿæåíèÿ ñU(r) = −α/r ðåçóëüòàòû ìîæíî ïðè-
ìåíèòü ê îïèñàíèþ äâèæåíèÿ ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû. Òàê êàê
ìàññà Ñîëíöà mo íàìíîãî ïðåâûøàåò ìàññû ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñè-
ñòåìû, òî öåíòð ïîëÿ ìîæíî ñ÷èòàòü ñîâïàäàþùèì ñ öåíòðîì Ñîëí-
öà, à ïðèâåäåííóþ ìàññó ñ÷èòàòü ðàâíîé ìàññå ïëàíåòû. Èç çàêîíà
âñåìèðíîãî òÿãîòåíèÿ èìååìα = γmmo. Âûðàçèì èçìåðÿåìûå àñòðî-
íîìàìè âåëè÷èíû � áîëüøóþ ïîëóîñü îðáèòû è ïåðèîä îáðàùåíèÿ
ïëàíåòû � ÷åðåç ýíåðãèþ è ìîìåíò èìïóëüñà ïëàíåòû. Èç ðèñ. 4.5
òðàåêòîðèè ïëàíåòû âèäíî, ÷òî

a =
1

2
(rmax + rmin) =

p

1− e2
=

α

2|E|, b = a
√

1− e2 =
M

√
2m|E|. (4.27)

Ðàçìåð áîëüøîé ïîëóîñè ýëëèïñà íå çàâèñèò îò ìîìåíòà èìïóëüñà
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yr

±

iϕ

F1 F2

a

b

r ��� �

r �����

t
m

mO

�

Ðèñ. 4.5

ìàòåðèàëüíîé òî÷êè è îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî åå ýíåðãèåé. Ïåðèîä îá-
ðàùåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè âîêðóã öåíòðà íàéäåì ïóòåì èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ñîîòíîøåíèÿ (4.11) çàêîíà ïëîùàäåé. Çà ïåðèîä îáðàùåíèÿ
âîêðóã öåíòðà ïëîùàäü, çàìåòàåìàÿ ðàäèóñîì-âåêòîðîì ìàòåðèàëü-
íîé òî÷êè, ðàâíà ïëîùàäè ýëëèïñà. Èñïîëüçóÿ çíà÷åíèÿ äëÿ a è b

èç (4.27), ôîðìóëó S = πab äëÿ ïëîùàäè ýëëèïñà è çàêîí ïëîùàäåé
(4.11), ïîëó÷èì

S =
∫ T

0

M

2m
dt =

M

2m
T = πab. (4.28)

Ïîäñòàâëÿÿ â (4.28) çíà÷åíèÿ a è b èç ôîðìóë (4.27), íàéäåì ïåðèîä
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îáðàùåíèÿ:
T = πα

√√√√√
m

2|E|3 = 2π

√√√√m

α
a3/2. (4.29)

Äëÿ ïëàíåò Ñîëíå÷íîé ñèñòåìû îòíîøåíèåα/m ïðèáëèæåííî ðàâíî
γmo. Ïîýòîìó äëÿ íèõ ïåðèîä îáðàùåíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò âåëè÷èíû
áîëüøîé ïîëóîñè îðáèòû.

Èçëîæåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ïî ýë-
ëèïñó â öåíòðàëüíîì ïîëå â ïðèëîæåíèè ê äâèæåíèþ ïëàíåò Ñîëíå÷-
íîé ñèñòåìû îòêðûòû Êåïëåðîì è íîñÿò åãî èìÿ. Òðè çàêîíà Êåïëåðà
ôîðìóëèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Çàêîí 1. Ïëàíåòà äâèæåòñÿ ïî ýëëèïñó, â îäíîì èç ôîêóñîâ êîòî-
ðîãî íàõîäèòñÿ Ñîëíöå.
Çàêîí 2. Ïëîùàäè, çàìåòàåìûå ðàäèóñîì-âåêòîðîì ïëàíåòû çà îäè-
íàêîâûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè, ðàâíû.
Çàêîí 3. Êâàäðàòû ïåðèîäîâ îáðàùåíèÿ ïëàíåò îòíîñÿòñÿ êàê êó-
áû èõ áîëüøèõ ïîëóîñåé.

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì óðàâíåíèå òðàåêòîðèè äëÿ ïîëÿ îòòàëêè-
âàíèÿ, êîãäà U(r) = α/r. Èíòåãðèðîâàíèå äàåò ðåçóëüòàò:

r =
p

−1 + e cos ϕ
. (4.30)
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Çíà÷åíèÿ e è p ïî-ïðåæíåìó äàþòñÿ ôîðìóëîé (4.25). Åäèíñòâåííî
âîçìîæíîé òðàåêòîðèåé â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëà, äëÿ êîòî-
ðîé E > 0 è e > 1.

4.4. Ðàññåÿíèå ÷àñòèö â öåíòðàëüíîì ïîëå.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îá îòêëîíåíèè îäíîðîäíîãî ïó÷êà ÷àñòèö, ïà-
äàþùèõ íà öåíòð ïîëÿ èç áåñêîíå÷íîñòè è óõîäÿùèõ íà áåñêîíå÷-
íîñòü ïîñëå âçàèìîäåéñòâèÿ ñ ïîëåì. Òàêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è õà-
ðàêòåðíà äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ ïî ðàññåÿíèþ ÷àñòèö â ÿäåðíîé ôèçèêå
è ôèçèêå ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî äëÿ îïèñàíèÿ
ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü êâàíòîâóþ ìåõàíèêó,
íåêîòîðûå àñïåêòû òàêèõ îïûòîâ ìîæíî àíàëèçèðîâàòü ñ ïîìîùüþ
êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Ñõåìà îïûòà ïî ðàññåÿíèþ ÷àñòèö ïðèâåäåíà
íà ðèñ. 4.6.
Âñå ÷àñòèöû ïîòîêà, ïàäàþùåãî íà ðàññåèâàþùèé öåíòð, èìåþò âäà-
ëè îò öåíòðà îäèíàêîâóþ ñêîðîñòüv∞ è ëåòÿò ïî ïàðàëëåëüíûì òðà-
åêòîðèÿì. Ðàññòîÿíèå îò ýòîé òðàåêòîðèè äî ïàðàëëåëüíîé åé ïðÿ-
ìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð ïîëÿ, íàçûâàåòñÿïðèöåëüíûì ðàññòîÿ-
íèåì. Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç ρ. Ââåäåì ïëîòíîñòü ïîòîêà ÷àñòèön êàê
îòíîøåíèå ÷èñëà ÷àñòèö dN , ïðîøåäøèõ ÷åðåç ïëîùàäêó dS, ðàñïî-
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-

-

-

-

-

-

-

-

-

t θ θ + dθρ

dρ

0

������������	�

dS

�

Ðèñ. 4.6

ëîæåííóþ ïåðïåíäèêóëÿðíî ïîòîêó, ê âåëè÷èíå ýòîé ïëîùàäêè:

n =
dN

dS
. (4.31)

Ïîòîê ôîðìèðóåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ïëîòíîñòü ïîñòîÿííà ïî âñå-
ìó ïîïåðå÷íîìó ñå÷åíèþ ïó÷êà. Ðàññåÿííûå ÷àñòèöû ðåãèñòðèðóþò-
ñÿ äåòåêòîðîì. Íà îïûòå èçìåðÿåòñÿ êîëè÷åñòâî ÷àñòèödN(θ), îòêëî-
íåííûõ íà ðàçëè÷íûå óãëû θ è ïîïàäàþùèõ â èíòåðâàë óãëîâ ìåæäó
θ è θ+dθ. Äëÿ òîãî ÷òîáû äàòü èíòåðïðåòàöèþ îïûòà, íå çàâèñÿùóþ
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îò ïëîòíîñòè ïîòîêà ïàäàþùèõ ÷àñòèö, ââîäÿò âåëè÷èíódσ:

dσ =
dN(θ)

n
. (4.32)

Ââåäåííàÿ òàêèì îáðàçîì âåëè÷èíà dσ íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì
ñå÷åíèåì ðàññåÿíèÿ.Ðàçìåðíîñòü åå ðàâíà ðàçìåðíîñòè ïëîùàäè. Åñ-
ëè ñ÷èòàòü, ÷òî ìåæäó óãëîì îòêëîíåíèÿ ÷àñòèöû è åå ïðèöåëüíûì
ðàññòîÿíèåì ñóùåñòâóåò îäíîçíà÷íàÿ çàâèñèìîñòü, òî ýôôåêòèâíîå
ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ðàâíî ïëîùàäè êîëüöà ñ ðàäèóñàìèρ è ρ+dρ, ïðî-
õîäÿ ÷åðåç êîòîðîå íà áîëüøîì ðàññòîÿíèè îò ðàññåèâàþùåãî öåíòðà,
÷àñòèöû îòêëîíÿþòñÿ â èíòåðâàë óãëîâ ìåæäóθ è θ + dθ, òî åñòü

dσ =
dN(θ)

n
=

dN(ρ)

n
= 2πρdρ. (4.33)

Çàâèñèìîñòü ρ(θ) ìîæåò áûòü ðàñc÷èòàíà, åñëè èçâåñòíà ïîòåíöèàëü-
íàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ÷àñòèö ñ ïîëåì. Òîãäà ýôôåêòèâíîå ñå-
÷åíèå ðàññåÿíèÿ çàïèøåòñÿ â ôîðìå

dσ = 2πρ

∣∣∣∣∣∣
dρ

dθ

∣∣∣∣∣∣ dθ. (4.34)

Çäåñü áåðåòñÿ àáñîëþòíîå çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé îò ρ ïî θ, òàê êàê
â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ýòà ïðîèçâîäíàÿ îòðèöàòåëüíà. Ýôôåêòèâíîå
ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ òàêæå âûðàæàþò ÷åðåç ýëåìåíò òåëåñíîãî óãëàdΩ,
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t

-y

α

θϕo

ϕ = 0

6
ρ

~v∞

~r

�

Ðèñ. 4.7

çàêëþ÷åííîãî ìåæäó êîíóñàìè ñ ðàñòâîðàìèθ è θ+dθ. Â ýòîì ñëó÷àå
èìååì

dΩ = 2π sin θdθ, dσ =
ρ

sin θ

∣∣∣∣∣∣
dρ

dθ

∣∣∣∣∣∣ dΩ. (4.35)

Íàéäåì ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ äëÿ ïîëÿ îòòàëêèâàíèÿ ñ
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåéU(r) = α/r. Ýòî ïîëå îïèñûâàåò âçàèìîäåé-
ñòâèå îäíîèìåííûõ òî÷å÷íûõ çàðÿäîâ ïî çàêîíó Êóëîíà. Íà ðèñ.4.7
ïîêàçàíà òðàåêòîðèÿ çàðÿäà, íàëåòàþùåãî íà íåïîäâèæíûé ðàññåè-
âàþùèé öåíòð. Óðàâíåíèåì òðàåêòîðèè ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëà, çàäàâà-
åìàÿ ôîðìóëîé (4.30). Íà îñè ñèììåòðèè ãèïåðáîëû ϕ = 0. Ââåäåì
óãîë ϕo, îòñ÷èòûâàåìûé îò îñè ñèììåòðèè äî íàïðàâëåíèÿ íà áåñêî-
íå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó òðàåêòîðèè. Çíà÷åíèå ýòîãî óãëà ìîæíî ïî-
ëó÷èòü, óñòðåìëÿÿ r ê áåñêîíå÷íîñòè â óðàâíåíèè ãèïåðáîëû (4.30),
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÷òî äàåò
cos ϕo =

1

e
. (4.36)

Èç ðèñ. 4.7 íàõîäèì, ÷òî θ = π − 2ϕo. Îñòàåòñÿ âûðàçèòü ýêñöåí-
òðèñèòåò e ÷åðåç ïðèöåëüíîå ðàññòîÿíèå ρ, ÷òîáû ïîëó÷èòü çàâèñè-
ìîñòü ρ(θ) è ðàññ÷èòàòü ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå. Äëÿ ýòîãî çàïèøåì
âûðàæåíèå äëÿ ýíåðãèè è ìîìåíòà èìïóëüñà íàëåòàþùåé ÷àñòèöû
íà áåñêîíå÷íî äàëåêîì ðàññòîÿíèè îò ðàññåèâàþùåãî öåíòðà:

E =
mv2

∞
2

, M = |m~r × ~v| = mv∞r sin α = mv∞ρ. (4.37)

Â ðåçóëüòàòå äëÿ ýêñöåíòðèñèòåòà ïîëó÷èì

e =

√√√√√1 +
m2v4∞

α2
ρ2. (4.38)

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå â ôîðìóëó (4.36) è ó÷èòûâàÿ ñâÿçü
ϕo è θ, íàõîäèì çàâèñèìîñòü ρ(θ):

ρ =
α

mv2∞
ctgθ

2
. (4.39)

Òåïåðü ïî ôîðìóëå (4.34) íàõîäèì ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ:

dσ = π




α

mv2∞




2
cos θ/2

sin3 θ/2
dθ =




α

mv2∞




2
dΩ

sin4 θ/2
. (4.40)
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Ïåðâûì îïûòîì, â êîòîðîì èçìåðÿëîñü ðàññåÿíèå ÷àñòèö, áûë îïûò
Ðåçåðôîðäà ïî ðàññåÿíèþ α-÷àñòèö íà ÿäðàõ àòîìîâ çîëîòà. Ôîð-
ìóëà (4.40) äàåò ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ äëÿ ýòîãî îïûòà è
ïîýòîìó íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé Ðåçåðôîðäà.

4.5. Çàäà÷è

4.1. Èññëåäîâàòü êà÷åñòâåííî äâèæåíèå òåëà ñ ìàññîém â öåíòðàëü-
íîì ïîëå U(r) = −α/r − β/r2. Ïîñòîÿííûå α è β â çàäà÷àõ ñ÷è-
òàòü ïîëîæèòåëüíûìè.

4.2. Êîãäà â öåíòðàëüíîì ïîëå âîçìîæíî äâèæåíèå ïî îêðóæíîñòè?
4.3. Íàéòè òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû ñ ìàññîém â öåíòðàëüíîì ïîëåU(r) =

α/r + β/r2. Âûðàçèòü èçìåíåíèå íàïðàâëåíèÿ åå ñêîðîñòè ïðè
ðàññåÿíèè ÷åðåç ýíåðãèþ è ìîìåíò èìïóëüñà.

4.4. Íàéòè òðàåêòîðèþ ÷àñòèöû ñ ìàññîém â öåíòðàëüíîì ïîëåU(r) =

−α/r + β/r2. Íàéòè óãëîâîå ðàññòîÿíèå∆ϕ ìåæäó äâóìÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíûìè ïðîõîæäåíèÿìè ïåðèãåëèÿ (òî÷êèr = rmin), ïåðèîä
ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé è ïåðèîä îáðàùåíèÿ. Ïðè êàêîì óñëîâèè
òðàåêòîðèÿ îêàæåòñÿ çàìêíóòîé?
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4.5. Îïðåäåëèòü ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö, óïðóãî îò-
ñêàêèâàþùèõ îò òâåðäîãî øàðèêà ñ ðàäèóñîìa.

4.6. Íàéòè ýôôåêòèâíîå ñå÷åíèå ðàññåÿíèÿ ÷àñòèö, ñêîðîñòü êîòîðûõ
äî ðàññåÿíèÿ ïàðàëëåëüíà îñè 0Z, ïðè óïðóãîì ðàññåÿíèè íà ïî-
âåðõíîñòè âðàùåíèÿ r = Azn, 0 < n < 1.

4.7. Ðåøèòü ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó äëÿ ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿr = b sin z/a,
(0 < z < πa/2).

4.8. Íàéòè ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ, ñå÷åíèå óïðóãîãî ðàññåÿíèÿ íà êî-
òîðîé ñîâïàäàåò ñ ðåçåðôîðäîâñêèì.



Ãëàâà 5

Ëèíåéíûå êîëåáàíèÿ

5.1. Ñâîáîäíûå îäíîìåðíûå êîëåáàíèÿ

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíóþ ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, òî åñòü ìåõàíè-
÷åñêóþ ñèñòåìó ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ïðî-
èçâîëüíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû â îáîáùåííûõ êîîðäèíàòàõ äàåòñÿ
ôîðìóëîé (3.26). Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ñóììàöèÿ â íåé îòñóòñòâóåò.
Ïîýòîìó èíäåêñû ìîæíî îïóñòèòü. Â ðåçóëüòàòå ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà
çàïèøåòñÿ â ôîðìå

L =
1

2
a(q)q̇2 − U(q). (5.1)

Ïóñòü â ïîëîæåíèè q = qo ñèñòåìà èìååò ïîëîæåíèå óñòîé÷èâîãî ðàâ-
íîâåñèÿ. Â ýòîì ïîëîæåíèè ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñè-
ñòåìû ìèíèìàëüíà. Çàïèøåì óñëîâèå ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåð-

88
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ãèè:
dU

dq

∣∣∣∣∣∣
q=qo

= 0,
d2U

dq2

∣∣∣∣∣∣∣
q=qo

= k > 0. (5.2)

Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ d2U/dq2, îáîçíà÷åííàÿ
çäåñü áóêâîé k, â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ îòëè÷íà îò íóëÿ. Åñëè îíà
ðàâíà íóëþ, òî êîëåáàíèÿ ñòàíîâÿòñÿ íåëèíåéíûìè, èëè àíãàðìîíè-
÷åñêèìè. Àíãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ìû ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì.
Ââåäåì íîâóþ îáîáùåííóþ êîîðäèíàòó x � îòêëîíåíèå îò ïîëîæå-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ:

x = q − qo, ẋ = q̇. (5.3)
Ðàçëîæèì ôóíêöèè a(q) è U(q) â ðÿä âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ è, ñ÷èòàÿ ýòè îòêëîíåíèÿ ìàëûìè, îãðàíè÷èìñÿ â ðàçëîæåíèè
íóëåâûì ïðèáëèæåíèåì äëÿ a(q) è âòîðûì ïðèáëèæåíèåì äëÿU(q).
Êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè â äàííîì ïðèáëèæåíèè çà-
ïèøóòñÿ â ôîðìå

T =
1

2
a(q)q̇2 ≈ 1

2
a(qo)q̇

2 =
1

2
µẋ2, U(q) ≈ U(qo) +

1

2
kx2. (5.4)

Â ðàçëîæåíèè äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè óæå ó÷òåíû óñëîâèÿ (5.2)
è îáîçíà÷åíèÿ (5.3). Â âûðàæåíèè äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ââåäå-
íî îáîçíà÷åíèå µ = a(qo) è âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî îáîáùåííàÿ ñêîðîñòü
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òàêæå ìàëà, â ðàçëîæåíèèa(q) áåðåòñÿ òîëüêî íóëåâîå ïðèáëèæåíèå.
Ïîñòîÿííàÿ U(qo) íå ñêàçûâàåòñÿ íà óðàâíåíèÿõ äâèæåíèÿ. Ïîýòîìó
ïîëîæèì åå ðàâíîé íóëþ. Îêîí÷àòåëüíî ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà çàïèñûâàåòñÿ â ôîðìå

L =
1

2
µẋ2 − 1

2
kx2. (5.5)

Öåííîñòü ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ôóíêöèÿ
Ëàãðàíæà ëþáîé îäíîìåðíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåé ñôîðìóëèðîâàííûì âûøå óñëîâèÿì, â äàííîì ïðèáëèæåíèè èìå-
åò âèä (5.5). Èíäèâèäóàëüíîñòü ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ïðîÿâëÿåòñÿ
òîëüêî â çíà÷åíèÿõ ïîñòîÿííûõµ è k. Ïîýòîìó âñÿ òåîðèÿ ëèíåéíûõ
êîëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ îáùåé äëÿ ëþáûõ ñèñòåì, ñîâåðøàþùèõ ìàëûå
êîëåáàíèÿ.

Åñëè â ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìå ïðèñóòñòâóåò òðåíèå, òî ñ÷èòàåòñÿ,
÷òî åãî ìîæíî îïèñàòü ïðè ïîìîùè äèññèïàòèâíîé ôóíêöèè (3.11).
Â äèññèïàòèâíîé ôóíêöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêîå æå ïðèáëèæåíèå,
êàê è â êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Â ïðèíÿòîì ïðèáëèæåíèè äëÿ äèññè-
ïàòèâíîé ôóíêöèè èìååì

Φ =
1

2
αoẋ

2, αo = α(qo). (5.6)
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Çàïèøåì óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà ñ äèññèïàòèâíîé ôóíêöèåé â ïðè-
áëèæåíèè ìàëûõ êîëåáàíèé. Äëÿ îäíîìåðíîé ñèñòåìû óðàâíåíèå Ëà-
ãðàíæà èìååò âèä

d

dt

∂L

∂ẋ
− ∂L

∂x
= −∂Φ

∂ẋ
. (5.7)

Ïîäñòàâëÿÿ â (5.7) ôóíêöèþ Ëàãðàíæà (5.5) è äèññèïàòèâíóþ ôóíê-
öèþ (5.6), ïðèõîäèì ê äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

µẍ + kx = −αoẋ. (5.8)
Ðàçäåëèì ýòî óðàâíåíèå íà µ è ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:

ω2
o =

k

µ
, 2λ =

αo

µ
. (5.9)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, îïèñûâàþùåå ìàëûå
ñâîáîäíûå îäíîìåðíûå êîëåáàíèÿ ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ:

ẍ + 2λẋ + ω2
ox = 0. (5.10)

Ñîãëàñíî òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (5.10) èùåì â ôîðìå x = exp (νt). Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
èìååò êîðíè:

ν1 = −λ +
√
λ2 − ω2

o, ν2 = −λ−
√
λ2 − ω2

o. (5.11)
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Åñëè λ ≥ ωo, ÷òî îòâå÷àåò ñèëüíîìó òðåíèþ, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(5.10) çàïèñûâàåòñÿ â ýêñïîíåíöèàëüíîé ôîðìå:

x = C1e
−(λ+

√
λ2−ω2

o )t + C2e
−(λ−

√
λ2−ω2

o )t, äëÿ ν1 6= ν2, (5.12)
x = (C1 + C2t)e

−λt, äëÿ ν1 = ν2. (5.13)

Çäåñü C1, C2 � ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ àáñî-
ëþòíàÿ âåëè÷èíà ñìåùåíèÿ x ìîíîòîííî óáûâàåò ñ ðîñòîì âðåìåíè,
è, ñëåäîâàòåëüíî, ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïðèáëèæàåòñÿ ê ïîëîæåíèþ
ðàâíîâåñèÿ, íå ñîâåðøàÿ êîëåáàíèé. Åñëè λ < ωo, ÷òî îçíà÷àåò ñëà-
áîå òðåíèå, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.10) çàïèñûâàåòñÿ ÷åðåç òðèãîíî-
ìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå

ω =
√
ω2

o − λ2. (5.14)

Îáùåå ðåøåíèå ìîæíî çàïèñàòü â äâóõ ôîðìàõ:

x = e−λt(A cos ωt + B sin ωt), x = ae−λt cos(ωt + β). (5.15)

Ïåðåõîä îò îäíîé ôîðìû ê äðóãîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðîñòûìè òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè. Äâà íàáîðà ïîñòîÿííûõ ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèÿìè:

a =
√

A2 + B2, tgβ = −B

A
. (5.16)
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Â îòñóòñòâèå òðåíèÿ, êîãäà λ = 0 è ω = ωo, ðåøåíèå èìååò âèä

x = A cos ωt + B sin ωt, x = a cos(ωt + β). (5.17)

Ðåøåíèå (5.17) îïèñûâàåò ñâîáîäíûå ìàëûå êîëåáàíèÿ îêîëî ïîëî-
æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Âåëè÷èíàω íàçûâàåòñÿ ÷àñòîòîé êîëåáàíèé.×à-
ñòîòà îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû è íå çàâèñèò
îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Àìïëèòóäà êîëåáàíèé a è íà÷àëüíàÿ ôàçà β

îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Ýíåðãèÿ ñèñòåìû, ñîâåðøàþ-
ùåé êîëåáàíèÿ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ, ñîõðàíÿåòñÿ è ïðîïîðöèîíàëüíà
êâàäðàòó àìïëèòóäû:

E =
1

2
mẋ2 +

1

2
kx2 =

1

2
mω2a2. (5.18)

Óðàâíåíèå ìàëûõ êîëåáàíèé ÷àñòî óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â êîì-
ïëåêñíîé ôîðìå. Òàê êàê êîìïëåêñíîå ÷èñëîA exp(iω), ãäå A � êîì-
ïëåêñíàÿ àìïëèòóäà A = a exp(iβ), ïî ôîðìóëàì Ýéëåðà çàïèñûâà-
åòñÿ â âèäå

Aeiωt = aei(ωt+β) = a cos(ωt + β) + ia sin(ωt + β), (5.19)

òî ðåøåíèå (5.17) äàåòñÿ åãî äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòüþ:

x = Re[Aeiωt] = a cos(ωt + β). (5.20)
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Åñëè íàä êîìïëåêñíûìè âåëè÷èíàìè ïðîèçâîäÿòñÿ òîëüêî ëèíåéíûå
îïåðàöèè (ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå, óìíîæåíèå íà äåéñòâèòåëüíûå âå-
ëè÷èíû, äèôôåðåíöèðîâàíèå è èíòåãðèðîâàíèå), òî äåéñòâèÿ ñ äåé-
ñòâèòåëüíîé è êîìïëåêñíîé ÷àñòÿìè êîìïëåêñíîãî ÷èñëà ïðîèçâîäÿò-
ñÿ íåçàâèñèìî. Â òî æå âðåìÿ èìåòü ýêñïîíåíòû â ôîðìóëàõ óäîáíåå,
åñëè âûïîëíÿþòñÿ îïåðàöèè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èëè èíòåãðèðîâà-
íèÿ, òàê êàê ïðè ýòèõ îïåðàöèÿõ ýêñïîíåíòà íå ìåíÿåò ñâîåãî âèäà.
Ïîýòîìó âî âñåõ ðàñ÷åòàõ, ãäå ïðîèçâîäÿòñÿ òîëüêî ëèíåéíûå îïåðà-
öèè, êîñèíóñû ìîæíî çàìåíèòü íà ýêñïîíåíòû, îïóñêàÿ çíàê ðåàëüíîé
÷àñòè. Òîãäà â êîíöå âû÷èñëåíèé èç ïîëó÷åííîãî â êîìïëåêñíîé ôîð-
ìå ðåçóëüòàòà íåîáõîäèìî âçÿòü òîëüêî åãî äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü.

Ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.15) îïèñûâàþò êîëåáàíèÿ, àì-
ïëèòóäà êîòîðûõ óìåíüøàåòñÿ ïî ýêñïîíåíöèàëüíîìó çàêîíó. Òàêèå
êîëåáàíèÿ íàçûâàþòñÿ çàòóõàþùèìè êîëåáàíèÿìè.Ñêîðîñòü óáûâà-
íèÿ àìïëèòóäû îïðåäåëÿåòñÿ ïîêàçàòåëåìλ. Êàê âèäíî èç ôîðìóëû
(5.14), òðåíèå òàêæå óìåíüøàåò ÷àñòîòó êîëåáàíèé.

5.2. Âûíóæäåííûå îäíîìåðíûå êîëåáàíèÿ

×àñòî ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû, ñîâåðøàþùèå ìàëûå êîëåáàíèÿ, ïîä-
âåðãàþòñÿ âîçäåéñòâèþ âíåøíåé âûíóæäàþùåé ñèëû, çàâèñÿùåé îò
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âðåìåíè. Ïóñòü ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ îäíîìåðíîé ñèñòåìû â ïîëå
âûíóæäàþùåé ñèëû ðàâíà U âûí(q, t). Ðàçëîæèì åå â ðÿä âáëèçè ïî-
ëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, îãðàíè÷èâàÿñü ïðèáëèæåíèåì ïåðâîãî ïîðÿäêà,

U âûí(q, t) ≈ U âûí(0, t)+
∂U âûí(q, t)

∂q

∣∣∣∣∣∣∣
q=qo

x = U âûí(0, t)− f (t) x, (5.21)

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå (−f (t)) äëÿ ïðîèçâîäíîé îò ïîòåíöèàëüíîé
ýíåðãèè ïî êîîðäèíàòå, âû÷èñëåííîé â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ. Ñëà-
ãàåìîå U âûí(0, t) íå çàâèñèò îò îáîáùåííûõ êîîðäèíàò è îáîáùåííûõ
ñêîðîñòåé è ïîýòîìó íå äàåò âêëàäà â óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà. Îòáðî-
ñèì åãî è çàïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, íàõî-
äÿùåéñÿ â ïîëå âíåøíåé âûíóæäàþùåé ñèëû:

L =
1

2
mẋ2 − 1

2
kx2 + f (t) x. (5.22)

Ïðè ïîäñòàíîâêå åå â óðàâíåíèå (5.7) ïîëó÷èì âìåñòî óðàâíåíèÿ
(5.10) óðàâíåíèå âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé

ẍ + 2λẋ + ω2
ox =

1

µ
f (t). (5.23)

Óðàâíåíèå (5.23) � ýòî óæå íåîäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâ-
íåíèå. Åãî ðåøåíèå äàåòñÿ ñóììîé îáùåãî ðåøåíèÿ îäíîðîäíîãî óðàâ-
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íåíèÿ (5.10) è ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (5.23):

x = ae−λt cos(ωt + β) + x̃. (5.24)

Íàèáîëåå èíòåðåñíûì ñëó÷àåì âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ÿâëÿåòñÿ ñëó-
÷àé, êîãäà âíåøíÿÿ îáîáùåííàÿ ñèëà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãàðìîíè÷å-
ñêóþ ôóíêöèþ

f (t) = fo cos γt = Re[foe
iγt], (5.25)

ãäå fo � äåéñòâèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ. Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîé âûíóæäàþ-
ùåé ñèëû óðàâíåíèå (5.23) óäîáíî çàïèñàòü è ðåøàòü â êîìïëåêñíîé
ôîðìå:

ẍ + 2λẋ + ω2
ox =

1

µ
foe

iγt. (5.26)

Â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (5.26) ñòîèò ýêñïîíåíòà. Ïîýòîìó åãî ÷àñò-
íîå ðåøåíèå x̃ òàêæå èùåì â ôîðìå ýêñïîíåíòû x̃ = B exp(iγt). Ïîä-
ñòàâëÿÿ x̃ â òàêîé ôîðìå â óðàâíåíèå (5.26), íàõîäèì ïîñòîÿííóþ
B:

B =
fo

µ(ω2
o − γ2 + 2iλγ)

=
fo(ω

2
o − γ2 − 2iλγ)

µ((ω2
o − γ2)2 + 4λ2γ2)

. (5.27)

Ïðåäñòàâèì ïîñòîÿííóþB â ýêñïîíåíöèàëüíîé ôîðìåB = b exp(iδ),
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ãäå

b = |B| =
fo

µ
√
(ω2

o − γ2)2 + 4λ2γ2
, tgδ = − 2λγ

ω2
o − γ2

. (5.28)

Òîãäà äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ(5.23) ñ ãàð-
ìîíè÷åñêîé âûíóæäàþùåé ñèëîé (5.25) çàïèøåòñÿ â âèäå

x = ae−λt cos(ωt + β) + b cos(γt + δ). (5.29)
Â îòñóòñòâèå òðåíèÿ (λ = 0) âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ (5.29) ÿâ-

ëÿþòñÿ ñóììîé ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ñ ÷àñòîòîéωo è âûíóæäåííûõ
êîëåáàíèé ñ ÷àñòîòîé âûíóæäàþùåé ñèëû γ è àìïëèòóäîé, çàâèñÿ-
ùåé îò ÷àñòîòû:

x = a cos(ωot + β) +
fo

µ(ω2
o − γ2)

cos γt. (5.30)

Ôàçà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ñîâïàäàåò ñ ôàçîé âûíóæäàþùåé ñè-
ëû. Àìïëèòóäà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ðàñòåò ïðè γ → ωo. Åñëè
γ = ωo, òî íàñòóïàåò ðåçîíàíñ, è ðåøåíèå (5.30) íå èìååò ñìûñëà. Â
ýòîì ñëó÷àå ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.26) íåîáõîäèìî èñêàòü â
âèäå x̃ = Bt exp(iωot). Äëÿ ïîñòîÿííîé B ïîëó÷àåì çíà÷åíèå

B = − ifo

2ωoµ
. (5.31)
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Óðàâíåíèå ìàëûõ êîëåáàíèé â ñëó÷àå ðåçîíàíñà ïðèíèìàåò âèä

x = a cos(ωot + β) +
fot

2µωo
sin γt. (5.32)

Ïðè ðåçîíàíñå ôàçà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé íàπ/2 îòëè÷àåòñÿ îò
ôàçû âûíóæäàþùåé ñèëû. Àìïëèòóäà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ìî-
íîòîííî ðàñòåò ñ òå÷åíèåì âðåìåíè, è êîëåáàíèÿ áûñòðî ïåðåñòàþò
áûòü ìàëûìè.

Ðàññìîòðèì ïîâåäåíèå ñèñòåìû âáëèçè ðåçîíàíñà, êîãäà ÷àñòîòà
âûíóæäàþùåé ñèëû ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ÷àñòîòû ñâîáîäíûõ êîëå-
áàíèé. Ïîëîæèì, ÷òî γ = ωo + ε, ãäå ε ¿ ωo. Âûðàæåíèå (5.30),
çàïèñàííîå â êîìïëåêñíîé ôîðìå, ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

x = (a + bei(εt−β))ei(ωot+β). (5.33)
Â âûðàæåíèè (5.33) íóæíî ó÷èòûâàòü òîëüêî äåéñòâèòåëüíóþ ÷àñòü,
êîòîðàÿ ðàâíà

x = a1(t) cos(ωot + δ(t)), ãäå (5.34)
a1(t) = |a + bei(εt−β)| =

√
a2 + b2 + 2ab cos(εt− β). (5.35)

Óðàâíåíèå (5.34) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê óðàâíåíèå êîëåáàíèé
ñ ÷àñòîòîéωo, àìïëèòóäà a1(t) è íà÷àëüíàÿ ôàçà δ(t) êîòîðûõ ìåäëåí-
íî ìåíÿþòñÿ ñ ÷àñòîòîé ε. Êàê âèäíî èç (5.35), àìïëèòóäà çàêëþ÷åíà
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â ïðåäåëàõ
|a− b| ≤ a1(t) ≤ a + b. (5.36)

Åñëè a è b áëèçêè äðóã ê äðóãó, òî âðåìåíàìè êîëåáàíèÿ áóäóò ïî-
÷òè ïðåêðàùàòüñÿ, à ïîñëå îïÿòü âîçîáíîâëÿòüñÿ. Òàêîå ïîâåäåíèå
ñèñòåìû íàçûâàþò áèåíèÿìè.

Ïåðåéäåì ê îáùåìó ñëó÷àþ, êîãäà ïðèñóòñòâóåò òðåíèå (λ 6= 0).
Ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ ïåðâîå ñëàãàåìîå â (5.29) áûñòðî îáðàùàåòñÿ â
íóëü çà ñ÷åò ýêñïîíåíöèàëüíîãî ìíîæèòåëÿ. Â óñòàíîâèâøåìñÿ ðå-
æèìå îñòàåòñÿ òîëüêî âòîðîå ñëàãàåìîå. Âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ
ïðîèñõîäÿò ñ ÷àñòîòîé âûíóæäàþùåé ñèëû, íî îòñòàþò îò íåå ïî
ôàçå. Íà÷àëüíàÿ ôàçà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé, êàê âèäíî èç (5.27)
è (5.28), ëåæèò â ïðåäåëàõ −π < δ < 0. Ïðè ñèëüíîì òðåíèè, êîãäà
λ2 > ω2

o/2, àìïëèòóäà âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ìîíîòîííî óáûâàåò
ñ ðîñòîì ÷àñòîòû âûíóæäàþùåé ñèëû. Åñëè òðåíèå ìàëî, òî àìïëè-
òóäà ìàêñèìàëüíà ïðè ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòåγo =

√
ω2

o − 2λ2.
Ðàññìîòðèì îòäåëüíî ñëó÷àé, êîãäà òðåíèå î÷åíü ìàëî: λ ¿ ωo.

Òîãäà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî λ ðåçîíàíñíàÿ ÷àñòîòà γo ñîâïàäàåò
ñ ÷àñòîòîé ωo. Âáëèçè ðåçîíàíñà ïîëîæèì γ = ωo + ε, ãäå ε ¿ ωo.
Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ïî λ è ε äëÿ àìïëèòóäû è íà÷àëüíîé ôàçû
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âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ïîëó÷èì

b =
fo

2µωo

√
ε2 + λ2

, tgδ =
λ

ε
. (5.37)

Ïðè ðåçîíàíñå, êàê è â îòñóòñòâèå òðåíèÿ, êîëåáàíèÿ îòñòàþò îò âû-
íóæäàþùåé ñèëû íà π/2. Îäíàêî àìïëèòóäà îñòàåòñÿ ïðè ýòîì îãðà-
íè÷åííîé. Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, ýíåðãèÿ êîëåáàíèé ïðîïîðöèî-
íàëüíà êâàäðàòó àìïëèòóäû. Ãðàôèê êâàäðàòà àìïëèòóäû â çàâèñè-
ìîñòè îò ε ïðèâåäåí íà ðèñ. 5.1. Ýòî � òèïè÷íàÿ ðåçîíàíñíàÿ êðèâàÿ.
Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç ε1 ÷àñòîòó, äëÿ êîòîðîé êâàäðàò àìïëèòóäû
óìåíüøàåòñÿ â äâà ðàçà, òî íàõîäèì, ÷òî ε1 = λ. Äëÿ õàðàêòåðèñòè-
êè ñèñòåì, ñîâåðøàþùèõ âûíóæäåííûå êîëåáàíèÿ, ââîäèòñÿ ïîíÿòèå
äîáðîòíîñòè. Äîáðîòíîñòü � ýòî îòíîøåíèå ìàêñèìàëüíîé àìïëè-
òóäû äëÿ ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû ê àìïëèòóäå, îòâå÷àþùåé áëèçêîé ê
íóëþ ÷àñòîòå âûíóæäàþùåé ñèëû. Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå (5.28) äëÿ
àìïëèòóäû è ñ÷èòàÿ λ ìàëîé âåëè÷èíîé, íàéäåì äëÿ äîáðîòíîñòèQ

çíà÷åíèå:

Q =
b(γ = ωo)

b(γ = 0)
=

ωo

2λ
=

ωo

2ε1
, (5.38)

òî åñòü ÷åì âûøå äîáðîòíîñòü, òåì ìåíüøå ïîëóøèðèíàε1 ðåçîíàíñ-
íîé êðèâîé è òåì âûøå ïîäíèìàåòñÿ åå ïèê.
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b2
����� =

f2

o

4µ2ω2
o
λ2

1

2
b2
�����

b2

ε
� ε1 ε1

�

Ðèñ. 5.1

5.3. Ñâîáîäíûå ìíîãîìåðíûå êîëåáàíèÿ

Îáîáùåííûå êîîðäèíàòû ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñè-
ñòåìû ñ íåñêîëüêèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû îáîçíà÷èì ÷åðåç qio. Äëÿ
ñìåùåíèé èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ è îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé èìååì

xi = qi − qi0, ẋi = q̇i. (5.39)
Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ìåõàíè÷åñêîé
ñèñòåìû ðàçëîæèì â ðÿä äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè:

U(qi) = U(qio + xi) ≈ U(qio) +
1

2

s∑

i=1

s∑

j=1
kijxixj. (5.40)
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Çäåñü s � ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ïðè çàïèñè ôîðìóëû (5.40) ó÷òå-
íî, ÷òî âñëåäñòâèå ìèíèìóìà ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â ïîëîæåíèè
ðàâíîâåñèÿ ïåðâûå ïðîèçâîäíûå îò íåå ðàâíû íóëþ, è ââåäåíî îáî-
çíà÷åíèå

kij =
∂2U

∂qi∂qj

∣∣∣∣∣∣∣
qi=qio

. (5.41)

Êîýôôèöèåíòûkij ïîñòîÿííû è, êàê ñëåäóåò èç èõ îïðåäåëåíèÿ (5.41),
ñèììåòðè÷íû ïî èíäåêñàì i, j, òî åñòü îíè çàäàþò ñèììåòðè÷íóþ ïî-
ñòîÿííóþ ìàòðèöó. Òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþU(qio) åñòü ìèíèìàëüíîå
çíà÷åíèå ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, òî äâîéíàÿ ñóììà â ðàçëîæåíèè
(5.40) äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíîé ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ xi. Ìàò-
ðèöû, äëÿ êîòîðûõ òàêàÿ ñóììà âñåãäà ïîëîæèòåëüíà, íàçûâàþòñÿ
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûìè. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà kij � ýòî
ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà ïîñòîÿííûõ êî-
ýôôèöèåíòîâ. Â âûðàæåíèè (3.25) êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè çàâèñÿùèå â
îáùåì ñëó÷àå îò êîîðäèíàò êîýôôèöèåíòûaij(qi) òàêæå ðàçëàãàåì â
ðÿä âáëèçè ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîñêîëüêó îáîáùåííûå ñêîðîñòè
ẋi ñ÷èòàþòñÿ ìàëûìè, òî â ðàçëîæåíèè ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ íóëåâûì
ïðèáëèæåíèåì:

aij(qi) ≈ aij(qio) = µij, T ≈ 1

2

s∑

i=1

s∑

j=1
µijẋiẋj. (5.42)
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Ìàòðèöà µij � ýòî òàêæå ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ïîñòîÿííûõ êîýô-
ôèöèåíòîâ. Ïîñêîëüêó êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ âñåãäà ïîëîæèòåëüíà,
òî ìàòðèöà µij, êàê è ìàòðèöà kij, ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäå-
ëåííîé.

Çàïèøåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ìíîãîìåðíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû
â ïðèáëèæåíèè ìàëûõ êîëåáàíèé. ÏîñòîÿííóþU(qio) â ïîòåíöèàëü-
íîé ýíåðãèè ìîæíî îïóñòèòü. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (5.40) è (5.42), äëÿ
ôóíêöèè Ëàãðàíæà â äàííîì ïðèáëèæåíèè ïîëó÷èì

L =
1

2

s∑

i=1

s∑

j=1
µijẋiẋj − 1

2

s∑

i=1

s∑

j=1
kijxixj. (5.43)

Êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, çàâèñèìîñòü ôóíêöèè Ëàãðàíæà (5.43)
îò îáîáùåííûõ êîîðäèíàòxi è îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé ẋi çàäàíà ÿâíî.
Ôîðìà ýòîé çàâèñèìîñòè îäèíàêîâà äëÿ âñåõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ïîñòàâëåííûì âûøå óñëîâèÿì. Ñâîéñòâà êîíêðåò-
íîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ïðîÿâëÿþòñÿ â ôóíêöèè Ëàãðàíæà òîëüêî
÷åðåç çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ êîýôôèöèåíòîâkij è µij.

×òîáû çàïèñàòü óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äëÿ ôóíêöèè Ëàãðàíæà (5.43),
âû÷èñëèì ïðîèçâîäíûå îò íåå ïî xl è ẋl. Ýòè ïðîèçâîäíûå ðàâíû

∂L

∂xl
=

s∑

j=1
kljxj,

∂L

∂ẋl
=

s∑

j=1
µljẋj. (5.44)
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Îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî óðàâíåíèÿìè Ëàãðàíæà â îòñóòñòâèå òðåíèÿ.
Ïîäñòàíîâêà â óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èç (5.44)
äàåò

s∑

j=1
(µljẍj + kljxj) = 0. (5.45)

Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà (5.45) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îäíîðîäíóþ ñèñòåìó
ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿí-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ñîãëàñíî òåîðèè òàêèõ óðàâíåíèé, ðåøåíèå
èõ èùåòñÿ â ôîðìå

xj = Aje
iωt, (5.46)

ãäå Aj è ω � ïîñòîÿííûå, êîòîðûå íåîáõîäèìî íàéòè. Ïðè ïîäñòà-
íîâêå xj èç (5.46) â óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà (5.45) ïîëó÷èì õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
îòíîñèòåëüíî ïîñòîÿííûõ Aj:

s∑

j=1
(−ω2µlj + klj)Aj = 0. (5.47)

Òàê êàê ñèñòåìà óðàâíåíèé (5.47) � îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà, òî îíà èìååò
îòëè÷íûå îò íóëÿ ðåøåíèÿ äëÿ Aj òîëüêî òîãäà, êîãäà åå îïðåäåëè-
òåëü ðàâåí íóëþ. Óñëîâèå ðàâåíñòâà íóëþ îïðåäåëèòåëÿ

det‖−ω2µlj + klj‖ = 0 (5.48)
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äàåò óðàâíåíèå äëÿ íàõîæäåíèÿ ïîñòîÿííîé ω. Åñëè ñèñòåìà èìååò
s ñòåïåíåé ñâîáîäû, òî ìàòðèöû µij è kij èìåþò ðàçìåðíîñòü s. Ïî-
ýòîìó óðàâíåíèå (5.48) áóäåò àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèåì ñòåïåíè s

îòíîñèòåëüíî ω2. Òàêîå óðàâíåíèå èìååò s êîðíåé, êîòîðûå îáîçíà-
÷èì êàê ω2

α. Ãðå÷åñêèé èíäåêñ äëÿ îáîçíà÷åíèÿ íîìåðà ðåøåíèÿ ââå-
äåí ñïåöèàëüíî äëÿ òîãî, ÷òîáû îòëè÷àòü íîìåð ðåøåíèÿ îò íîìåðà
êîîðäèíàòû. Êîðíè ω2

α ìîãóò áûòü êðàòíûìè, íî âñëåäñòâèå ïîëî-
æèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèö µij è kij îíè îáÿçàòåëüíî áóäóò
ïîëîæèòåëüíûìè. Ïîýòîìó ωα ÿâëÿþòñÿ äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè.
Îíè îïðåäåëÿþò ÷àñòîòû êîëåáàíèé, êîòîðûå ìîãóò ïðîèñõîäèòü â
ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìå, è íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè.

Äëÿ êàæäîé ÷àñòîòû ωα ñèñòåìà óðàâíåíèé (5.47) ñòàíîâèòñÿ ëè-
íåéíî çàâèñèìîé. Ïîýòîìó îäíî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû, êîòîðîå ëè-
íåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äðóãèå, ìîæíî îòáðîñèòü. Â ñëó÷àå êðàòíûõ
êîðíåé òàêèõ îòáðàñûâàåìûõ óðàâíåíèé áóäåò íåñêîëüêî. Â îñòàâ-
øåéñÿ ñèñòåìå óðàâíåíèé îäíî èëè äëÿ êðàòíûõ êîðíåé íåñêîëüêî
íåèçâåñòíûõ èç Aj ïåðåíîñèì â ïðàâóþ ÷àñòü è ïîëó÷èâøóþñÿ ñè-
ñòåìó óðàâíåíèé ðåøàåì. Ðåøåíèå ñèñòåìû � íàáîð ïîñòîÿííûõAiα

� ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîð â s-ìåðíîì ëèíåéíîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Êðàòíîìó êîðíþ ωα îòâå÷àåò ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, êàæ-
äûé âåêòîð êîòîðîãî áóäåò ðåøåíèåì ñèñòåìû (5.47). Ðàçìåðíîñòü
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ïîäïðîñòðàíñòâà ðàâíà êðàòíîñòè êîðíÿ. Òàêèì ïóòåì íàõîäÿòñÿs

âåêòîðîâ Aiα (α = 1, 2, . . . , s).
Ïîäñòàâèì äâà âåêòîðà ñ ðàçëè÷íûìè íîìåðàìèα è β â ñèñòåìó

óðàâíåíèé (5.47) è çàïèøåì âûòåêàþùèå îòòóäà ñîîòíîøåíèÿ:

− ω2
α

s∑

j=1
µijAjα =

s∑

j=1
kijAjα, −ω2

β

s∑

j=1
µijAjβ =

s∑

j=1
kijAjβ. (5.49)

Äîìíîæàÿ ïåðâîå èç íèõ íà Aiβ, à âòîðîå íà Aiα, ñóììèðóÿ åùå ïî
èíäåêñó i è âû÷èòàÿ îäíî èç äðóãîãî, ïîëó÷èì ðåçóëüòàò:

(ω2
α − ω2

β)
s∑

i=1

s∑

j=1
µijAiαAjβ = 0. (5.50)

Åñëè ωα 6= ωβ, òî äâîéíàÿ ñóììà â (5.50) ðàâíà íóëþ. Äëÿ êðàòíûõ
êîðíåé, êîãäà ωα = ωβ ïðè α 6= β, â ëèíåéíîì ïîäïðîñòðàíñòâå ðåøå-
íèé ìîæíî âñåãäà ïîäîáðàòü âåêòîðû, äëÿ êîòîðûõ äâîéíàÿ ñóììà
òàêæå îáðàòèòñÿ â íóëü. Íàêîíåö, äëÿ îäèíàêîâûõ âåêòîðîâ (α = β)

äâîéíàÿ ñóììà íå îïðåäåëåíà. Âñëåäñòâèå ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåí-
íîñòè ìàòðèöûµij îíà ïîëîæèòåëüíà. Ìîæíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû ýòà
ñóììà ðàâíÿëàñü åäèíèöå. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùèå àëãåá-
ðàè÷åñêèå óñëîâèÿ, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿþò âåêòîðûAiα:

s∑

i=1

s∑

j=1
µijAiαAjβ = δαβ, δαβ =





1, åñëè α = β

0, åñëè α 6= β
. (5.51)
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Äâîéíóþ ñóììó â (5.51) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïðåäåëåíèå ñêà-
ëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâAiα. Òîãäà
ñîîòíîøåíèÿ (5.51) áóäóò óñëîâèÿìè îðòîíîðìèðîâàííîñòè âåêòîðîâ
Aiα, Aiβ. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (5.51) èç óðàâíåíèé (5.47) ïîëó-
÷èì

s∑

i=1

s∑

j=1
kijAiαAjβ = ω2

αδαβ. (5.52)

Èç (5.52) âèäíî, ÷òî ïðè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöå kij

êâàäðàòû ÷àñòîò ω2
α áóäóò ïîëîæèòåëüíûìè.

Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ äëÿAiα â (5.46), ïîëó÷èì s ÷àñò-
íûõ ðåøåíèé ñèñòåìû (5.45):

xiα = Aiαe
iωαt. (5.53)

Òàê êàê ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (5.45) � îäíîðîäíàÿ
ñèñòåìà, òî åå îáùåå ðåøåíèå äàåòñÿ ñóììîé ÷àñòíûõ ðåøåíèé, äî-
ìíîæåííûõ íà ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå:

xi =
s∑

α=1
Cαxiα =

s∑

α=1
CαAiαe

iωαt. (5.54)

Ðåøåíèå (5.54) çàïèñàíî â êîìïëåêñíîé ôîðìå. Ïðåäñòàâèì ïîñòîÿí-
íûå Cα â âèäå Cα = aα exp(iϕα) è ïåðåéäåì ê äåéñòâèòåëüíîé çàïèñè

xi =
s∑

α=1
Aiαaα cos(ωαt + ϕα). (5.55)
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Ìû âèäèì, ÷òî çàâèñèìîñòü êàæäîé êîîðäèíàòû îò âðåìåíè çàäàåò-
ñÿ â âèäå êîíå÷íîé ñóììû ãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèé. Â ýòó ñóììó
âõîäÿò òîëüêî êîëåáàíèÿ ñ ñîáñòâåííûìè ÷àñòîòàìè. Àìïëèòóäûaα

è íà÷àëüíûå ôàçû ϕα îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Êîýô-
ôèöèåíòû Aiα íå çàâèñÿò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Îáîçíà÷èì ïîñðåäñòâîìΘα îòäåëüíûå êîëåáàíèÿ, âõîäÿùèå â ñóì-
ìó (5.55). Òîãäà ðåøåíèå (5.55) çàïèøåòñÿ â ôîðìå

xi =
s∑

α=1
AiαΘα. (5.56)

Âûðàæåíèÿ (5.56) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôîðìóëû ïðåîáðàçîâà-
íèÿ îò êîîðäèíàò xi ê êîîðäèíàòàì Θα, ãäå ìàòðèöà êîîðäèíàòíîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ äàåòñÿ ïîñòîÿííûìèAiα. Åñëè ïðèìåíèòü ýòî êîîð-
äèíàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå íåïîñðåäñòâåííî ê ôóíêöèè Ëàãðàíæà, òî
ìîæíî ïîëó÷èòü

T =
1

2

s∑

i=1

s∑

j=1
µij(

s∑

α=1
AiαΘ̇α)(

s∑

β=1
AjβΘ̇β) =

1

2

s∑

α=1
Θ̇2

α, (5.57)

U =
1

2

s∑

i=1

s∑

j=1
kij(

s∑

α=1
AiαΘα)(

s∑

β=1
AjβΘβ) =

1

2

s∑

α=1
ω2

αΘ2
α, (5.58)

L =
1

2

s∑

α=1
Θ̇2

α −
1

2

s∑

α=1
ω2

αΘ2
α. (5.59)
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Ïðè âûâîäå ýòèõ ôîðìóë èñïîëüçîâàëèñü óñëîâèÿ íîðìèðîâêè (5.51),
âûðàæåíèå (5.52) è ñâîéñòâî ïåðåñòàíîâî÷íîñòè ñóìì ñ ðàçíûìè èí-
äåêñàìè ñóììèðîâàíèÿ.

Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà (5.59) èìååò íàèáîëåå ïðîñòîé âèä. Êîîðäèíà-
òû Θα, â êîòîðûõ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ïðèíèìàåò âèä (5.59), íàçû-
âàþòñÿ íîðìàëüíûìè êîîðäèíàòàìè. Ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû ωα òàê-
æå íàçûâàþòñÿ íîðìàëüíûìè ÷àñòîòàìè.Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà äëÿ
êàæäîé èç íîðìàëüíûõ êîîðäèíàò èìåþò âèä óðàâíåíèé îäíîìåðíûõ
ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé:

Θ̈α + ω2
αΘα = 0. (5.60)

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèé (5.60) äëÿ êàæäîé íîðìàëüíîé êî-
îðäèíàòû � ýòî îäíîìåðíîå ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå

Θα = aα cos(ωαt + ϕα). (5.61)
Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîëíîñòüþ ñîãëàñóåòñÿ ñ ôîðìóëàìè (5.55) è
(5.56).

Ïðåîáðàçîâàíèå (5.56) ê íîðìàëüíûì êîîðäèíàòàì áûëî ïðîâåäåíî
íàìè ïîñëå ðåøåíèÿ ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, îïèñû-
âàþùèõ ìàëûå êîëåáàíèÿ. Ìåòîäàìè ëèíåéíîé àëãåáðû ýòî ïðåîáðà-
çîâàíèå ìîæíî ñäåëàòü äî çàïèñè óðàâíåíèé Ëàãðàíæà. Äëÿ ýòîãî
íóæíî íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò, êîòîðîå îäíîâðåìåííî ïðè-
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âîäèò ê äèàãîíàëüíîé ôîðìå äâå ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû � µij è
kij, îáðàùàÿ îäíó èç íèõ â åäèíè÷íóþ. Òîãäà óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà
ïðèìóò âèä (5.60) è ðåøåíèå èõ íå áóäåò ïðåäñòàâëÿòü íèêàêèõ òðóä-
íîñòåé.

Êàê ïðàâèëî, íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû íå ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòà-
ìè êàêèõ-ëèáî ÷àñòåé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, à ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ðàñ÷åòíûå âåëè÷èíû. Îäíàêî ìîæíî çàäàòü òàêèå íà÷àëüíûå äàí-
íûå, êîãäà âñå êîîðäèíàòû ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû áóäóò èçìåíÿòüñÿ
ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó ñ îäíîé èç íîðìàëüíûõ ÷àñòîò. Äëÿ ýòîãî
íà÷àëüíûå äàííûå íóæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû àìïëèòóäû âñåõ íîð-
ìàëüíûõ êîëåáàíèé, êðîìå îäíîé, áûëè ðàâíû íóëþ. Òîãäà â ñóììàõ
(5.55) îñòàíåòñÿ òîëüêî ïî îäíîìó ñëàãàåìîìó, êîòîðîå è áóäåò îïðå-
äåëÿòü ÷àñòîòó ìàëûõ êîëåáàíèé äëÿ âñåõ êîîðäèíàò.

5.4. Çàäà÷è

5.1. Âûðàçèòü àìïëèòóäó è íà÷àëüíóþ ôàçó îäíîìåðíûõ êîëåáàíèé
÷åðåç íà÷àëüíûå äàííûå xo è vo.

5.2. Íàéòè ÷àñòîòó ìàëûõ êîëåáàíèé ÷àñòèöû ìàññûm â ñëåäóþùèõ
ïîòåíöèàëüíûõ ïîëÿõ:
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(a) U(x) = V cos(αx)− F x, α, V, F � ïîñòîÿííûå;
(b) U(x) = B(e−2αx − 2e−αx).

5.3. Íàéòè ÷àñòîòû ìàëûõ êîëåáàíèé ñëåäóþùèõ ìåõàíè÷åñêèõ ñè-
ñòåì:
(a) øàðèê íà ïðóæèíêàõ èç çàäà÷è 3.3b;
(b) ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê äëèíîé l, êîòîðûé ïîäêðåïëåí ïðó-

æèíîé æåñòêîñòè κ, îòñòîÿùåé îò òî÷êè ïîäâåñà íà ðàññòîÿ-
íèè a (ðèñ. 5.2);

(c) ìàòåìàòè÷åñêèé ìàÿòíèê èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è, ïåðåâåðíó-
òûé òî÷êîé ïîäâåñà âíèç;
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(d) ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà ìàññîém, êîòîðàÿ ìîæåò äâèãàòüñÿ âåð-
òèêàëüíî â ïîëå ñèëû òÿæåñòè è ïîääåðæèâàåòñÿ âî âçâåøåí-
íîì ñîñòîÿíèè íàä ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòüþ îòòàëêèâàþ-
ùåé ñèëîé, îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíîé ðàññòîÿíèþ äî ïëîñ-
êîñòè (êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòèλ);

(e) ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà íà âðàùàþùåéñÿ îêðóæíîñòè èç çàäà÷è
3.3d.

5.4. Íàéòè ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, èçîáðàæåí-
íîé íà ðèñ. 5.3. Ìàññû äâèãàþòñÿ òîëüêî ïî âåðòèêàëè â ïîëå
ñèëû òÿæåñòè. Íàéòè íîðìàëüíûå êîîðäèíàòû è íîðìàëüíûå ÷à-
ñòîòû.

5.5. Íàéòè ìàëûå êîëåáàíèÿ äâîéíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà èç
çàäà÷è 3.3c ïðè óñëîâèè l1 = l2. Ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäàm1 À
m2. Êàê áóäóò ïðîèñõîäèòü êîëåáàíèÿ, åñëè â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè îòêëîíèòü èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ òîëüêî ìàññóm1 è
îòïóñòèòü åå?

5.6. Íàéòè ìàëûå êîëåáàíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû èç òðåõ ìàññ, äâèãà-
þùèõñÿ òîëüêî ïî ïðÿìîé ëèíèè, ñîåäèíÿþùåé èõ (ðèñ.5.4).

5.7. Íàéòè ìàëûå êîëåáàíèÿ òðåõ îäèíàêîâûõ ìàññ, ñîåäèíåííûõ îäè-
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Ðèñ. 5.5

íàêîâûìè ïðóæèíêàìè è äâèæóùèìèñÿ ïî îêðóæíîñòè (ðèñ.5.5).
5.8. Íàéòè àìïëèòóäó ìàëûõ êîëåáàíèé îäíîìåðíîé ìåõàíè÷åñêîé ñè-

ñòåìû ïîñëå äåéñòâèÿ ñèë âèäà:
(a) F = Fo

t
τ ïðè 0 < t < τ, F = Fo ïðè t > τ ;

(b) F = Fo
t
τ ïðè 0 < t < τ, F = 0 ïðè t > τ ;

(c) F = Fo ïðè 0 < t < τ, F = 0 ïðè t > τ ;

(d) F = Fo sin ωt ïðè 0 < t < T, F = 0 ïðè t > T ;

÷àñòîòà ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ñèñòåìûω, T � ïåðèîä êîëåáàíèé,
íà÷àëüíûå äàííûå ïðè t = 0, x = 0, ẋ = 0.

5.9. Íà îñöèëëÿòîð ñ òðåíèåì (ïàðàìåòðûm,λ, ωo) äåéñòâóåò âûíóæ-
äàþùàÿ ñèëà âèäà f (t) = F1 cos ωt + f2 sin 2ωt. Íàéòè ñðåäíþþ
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ìîùíîñòü, ïåðåäàâàåìóþ ýòîé ñèëîé îñöèëëÿòîðó.



Ãëàâà 6

Òâåðäîå òåëî

6.1. Êèíåìàòèêà òâåðäîãî òåëà

Òâåðäîå òåëî â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñèñòå-
ìà ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè íå èçìåíÿåòñÿ.
Ýòî ìîæåò áûòü ñèñòåìà èç îòäåëüíûõ ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, ñîåäè-
íåííûõ æåñòêèìè ñòåðæíÿìè, èëè ñïëîøíîå òåëî. Ïîëîæåíèå òâåð-
äîãî òåëà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ñèñòåìû êîîðäèíàòXY Z ìîæíî
çàäàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì (ðèñ. 6.1). Ñ òâåðäûì òåëîì æåñòêî ñâÿ-
çûâàåòñÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò xyz, êîòîðóþ â äàëüíåéøåì
áóäåì íàçûâàòü ïîäâèæíîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò. Êîîðäèíàòû íà-
÷àëà ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò çàäàþòñÿ âåêòîðîì ~Ro. Îðèåí-
òàöèþ ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñè-

115
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ñòåìû êîîðäèíàò îáû÷íî çàäàþò ñ ïîìîùüþ óãëîâ Ýéëåðà. Äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ óãëîâ Ýéëåðà ñîâìåñòèì íà÷àëà ïîäâèæíîé è íåïîäâèæíîé
ñèñòåì êîîðäèíàò (ðèñ. 6.2).
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Ðèñ. 6.2

Îäèí èç óãëîâ Ýéëåðà � ýòî óãîë θ ìåæäó îñÿìè OZ è oz, îòñ÷è-
òûâàåìûé îò îñè OZ. Ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé XOY è xoy

íàçûâàåòñÿ ëèíèåé óçëîâ. Âòîðîé óãîë Ýéëåðà ϕ � ýòî óãîë ìåæäó
îñüþ OX è ëèíèåé óçëîâ. Òðåòèé óãîë Ýéëåðà ψ îòñ÷èòûâàåòñÿ â
ïëîñêîñòè xoy îò ëèíèè óçëîâ äî îñè ox. Òðè óãëà Ýéëåðà ïîëíî-
ñòüþ îïðåäåëÿþò îðèåíòàöèþ ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò îòíî-
ñèòåëüíî íåïîäâèæíîé. Çàäàíèå òðåõ êîîðäèíàò ïîäâèæíîãî íà÷à-
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ëà êîîðäèíàò è òðåõ óãëîâ Ýéëåðà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå
òâåðäîãî òåëà. Ïîýòîìó òâåðäîå òåëî èìååò øåñòü ñòåïåíåé ñâîáîäû.

Êîîðäèíàòû ëþáîé òî÷êè òâåðäîãî òåëà ìîæíî çàäàòü êàê îòíîñè-
òåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ñ ïîìîùüþ ðàäèóñà-âåêòîðà
~R, òàê è ñ ïîìîùüþ ðàäèóñà-âåêòîðà ~r îòíîñèòåëüíî ïîäâèæíîé ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò (ðèñ. 6.1). Èç ðèñ. 6.1 âèäíî, ÷òî

~R = ~Ro + ~r. (6.1)
Äèôôåðåíöèðóÿ ðàâåíñòâî (6.1) ïî âðåìåíè, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå âû-
ðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè íåêîòîðîé òî÷êè òâåðäîãî òåëà:

~v = ~Vo +
d~r

dt
. (6.2)

Çäåñü ~Vo � ñêîðîñòü ïîäâèæíîãî íà÷àëà êîîðäèíàò. Òàê êàê âåêòîð~r
ïðîâåäåí â òâåðäîì òåëå, òî åãî äëèíà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé è îí èñ-
ïûòûâàåò òîëüêî âðàùåíèå. Íàïðàâëåíèå îñè âðàùåíèÿ ìîæåò áûòü
ðàçëè÷íûì â ðàçíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Íàïðàâëåíèå îñè âðàùåíèÿ â
äàííûé ìîìåíò âðåìåíè çàäàäèì åäèíè÷íûì âåêòîðîì~n, à óãîë ïî-
âîðîòà ïðè âðàùåíèè âîêðóã íåå îáîçíà÷èì ÷åðåçΦ. Òîãäà, èñïîëüçóÿ
ôîðìóëó (3.33), ïðîèçâîäíóþ îò ~r çàïèøåì â âèäå

d~r

dt
=

∂~r

∂Φ

dΦ

dt
= [~n× ~r]

dΦ

dt
. (6.3)
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Ââåäåì âåêòîð ìãíîâåííîé óãëîâîé ñêîðîñòè
~Ω =

dΦ

dt
~n. (6.4)

Âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè íàïðàâëåí ïî îñè âðàùåíèÿ è ñâÿçàí ñ íà-
ïðàâëåíèåì âðàùåíèÿ ïðàâèëîì ïðàâîãî áóðàâ÷èêà. Ñ ó÷åòîì ñäå-
ëàííûõ îïðåäåëåíèé ñêîðîñòü ïðîèçâîëüíîé òî÷êè òâåðäîãî òåëà ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ñêîðîñòè ïîäâèæíîãî íà÷àëà êîîðäèíàò
è ñêîðîñòè, îáóñëîâëåííîé âðàùåíèåì òåëà:

~v = ~Vo + ~Ω× ~r. (6.5)
Óãëîâàÿ ñêîðîñòü òâåðäîãî òåëà íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ ïîäâèæ-

íîãî íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïåðåíåñåì íà÷àëî ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîð-
äèíàò èç òî÷êè o â òî÷êó o′ âäîëü âåêòîðà~l, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 6.3.
Èç ðèñóíêà è ôîðìóëû (6.5) ïîëó÷èì íîâîå âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè:

~r = ~r ′ +~l,

~v = ~Vo + ~Ω×~l + ~Ω× ~r ′ = ~Vo′ + ~Ω× ~r ′. (6.6)
Çäåñü ~Vo′ � ñêîðîñòü íîâîãî íà÷àëà ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò,
~r ′ � êîîðäèíàòà òî÷êè òâåðäîãî òåëà îòíîñèòåëüíî íîâîé ïîäâèæíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â (6.6) àíàëîãè÷íî ðàâåí-
ñòâó â ôîðìóëå (6.5) ñ òîé æå ñàìîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ~Ω, ÷òî äî-
êàçûâàåò óòâåðæäåíèå î íåçàâèñèìîñòè óãëîâîé ñêîðîñòè îò âûáîðà
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íà÷àëà ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïîýòîìó ìîæíî ãîâîðèòü îá
óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ òâåðäîãî òåëà áåç óêàçàíèÿ, ãäå âûáðàíî
íà÷àëî ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.

-

M>

o o
′~l

~r ~r
′

�

Ðèñ. 6.3

Êàê è äðóãèå âåêòîðû, âåêòîðû óãëîâîé ñêîðîñòè ìîæíî ñêëàäû-
âàòü. Çàïèøåì ñóììó òðåõ óãëîâûõ ñêîðîñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
ïîëó÷àåòñÿ ïðè èçìåíåíèè òîëüêî îäíîãî èç óãëîâ Ýéëåðà. Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷èì

~Ω = θ̇~eóçë + ϕ̇ ~K + ψ̇~k, (6.7)
ãäå âåêòîðû ~K è ~k � ýòî åäèíè÷íûå âåêòîðû, íàïðàâëåííûå ñîîòâåò-
ñòâåííî âäîëü îñåé OZ è oz, âîêðóã êîòîðûõ ïðîèñõîäèò âðàùåíèå
ïðè èçìåíåíèè óãëîâ ϕ è ψ. Åäèíè÷íûé âåêòîð ~eóçë íàïðàâëåí âäîëü
ëèíèè óçëîâ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îñüþ âðàùåíèÿ ïðè èçìåíåíèè óãëàθ.
Ôîðìóëà (6.7) äàåò ðàçëîæåíèå âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè ïî òðåì íà-
ïðàâëåíèÿì, êîòîðûå íå ñîâïàäàþò ñ íàïðàâëåíèÿìè êîîðäèíàòíûõ
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îñåé. Ñïðîåêòèðóåì âåêòîðû ~K è ~eóçë íà ïîäâèæíûå îñè, ÷òî äàåò

~eóçë = ~i cos ψ −~j sin ψ, (6.8)
~K = ~k cos θ + sin θ(~i sin ψ +~j cos ψ). (6.9)

Ïîäñòàâëÿÿ ðàçëîæåíèÿ (6.8) è (6.9) â ôîðìóëó (6.7) è ñîáèðàÿ êî-
ýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ áàçèñíûõ âåêòîðàõ, ïîëó÷èì ïðîåêöèè
âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè íà ïîäâèæíûå îñè:

Ωx = ϕ̇ sin θ sin ψ + θ̇ cos ψ,

Ωy = ϕ̇ sin θ cos ψ − θ̇ sin ψ, (6.10)
Ωz = ψ̇ + ϕ̇ cos θ.

Ôîðìóëû (6.10) íàçûâàþòñÿ êèíåìàòè÷åñêèìè ôîðìóëàìè Ýéëåðà.
Îíè ïîçâîëÿþò íàéòè âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè, åñëè çàäàí çàêîí èç-
ìåíåíèÿ óãëîâ Ýéëåðà êàê ôóíêöèÿ âðåìåíè. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì
ïîñëå ïðîåêòèðîâàíèÿ âåêòîðîâ ~k è ~eóçë íà íåïîäâèæíûå îñè ìîæíî
ïîëó÷èòü ïðîåêöèè âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè íà íåïîäâèæíûå îñè.
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6.2. Òåíçîð èíåðöèè

Çàïèøåì ìîìåíò èìïóëüñà è êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ òâåðäîãî òå-
ëà. Ñîãëàñíî ôîðìóëàì (1.28) è (1.32) èõ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

~M = ~Mâðàù + µ~R× ~Vö.è, (6.11)

T = Tâðàù +
µV 2

ö.è
2

. (6.12)

Çäåñü ~Mâðàù è Tâðàù � ìîìåíò èìïóëüñà è êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òâåð-
äîãî òåëà â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà èíåðöèè òâåðäîãî òåëà. Â ñèñòåìå
îòñ÷åòà öåíòðà èíåðöèè òâåðäîå òåëî ìîæåò òîëüêî âðàùàòüñÿ. Ïî-
ýòîìó ìîìåíò èìïóëüñà è êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñâÿçàíû òîëüêî ñ
âðàùåíèåì è äîëæíû âûðàæàòüñÿ ÷åðåç óãëîâóþ ñêîðîñòü òâåðäîãî
òåëà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà íà÷àëî ïîäâèæíîé ñèñòå-
ìû êîîðäèíàò ïîìåñòèì â öåíòð èíåðöèè òâåðäîãî òåëà è ïåðåéäåì
â ñèñòåìó îòñ÷åòà öåíòðà èíåðöèè. Ïîäñòàâëÿÿ ñêîðîñòü èç ôîðìó-
ëû (6.5) â îïðåäåëåíèå ìîìåíòà èìïóëüñà è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ~Vo = 0,
ïîëó÷èì

~Mâðàù =
∑

a
ma[~ra × ~va] =

∑

a
ma[~ra × [~Ω× ~ra]]. (6.13)

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ìîìåíò èìïóëüñà è êèíåòè÷åñêóþ ýíåð-
ãèþ, îáóñëîâëåííûå âðàùåíèåì òåëà, è îòáðîñèì èíäåêñ ¾âðàù¿. Ðàñ-
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êðûâàÿ â ôîðìóëå (6.13) äâîéíîå âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå, íàéäåì
äëÿ ìîìåíòà èìïóëüñà:

~M =
∑

a
ma(~Ωr2

a − ~ra(~Ω~ra)). (6.14)

Ñïðîåêòèðóåì ðàâåíñòâî (6.14) íà îñè êîîðäèíàò. Äëÿ ïðîåêòèðîâà-
íèÿ ñëåäóåò âûáðàòü ïîäâèæíûå îñè êîîðäèíàò, êîòîðûå æåñòêî ñâÿ-
çàíû ñ òâåðäûì òåëîì. Ïðîåêöèÿ íà îñü ox èìååò âèä

Mx =
∑

a
ma(Ωxr

2
a − xa(Ωxxa + Ωyya + Ωzza)) (6.15)

è ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ôîðìå
Mx = I11Ωx + I12Ωy + I13Ωz (6.16)

ñ êîýôôèöèåíòàìè
I11 =

∑

a
ma(r

2
a − x2

a) =
∑

a
ma(y

2
a + z2

a),

I12 = −∑

a
maxaya, (6.17)

I13 = −∑

a
maxaza.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àþòñÿ ïðîåêöèè íà îñèoy è oz. Âñå òðè
ïðîåêöèè ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Mi =
3∑

j=1
IijΩj. (6.18)
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Çäåñü èíäåêñû i, j çàäàþò íîìåð êîîðäèíàòíîé îñè. Âåëè÷èíûIij ÿâ-
ëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà âòîðîãî ðàíãà, íàçû-
âàåìîãî òåíçîðîì èíåðöèè.Êîìïîíåíòû òåíçîðà èíåðöèè çàïèñûâà-
þòñÿ â âèäå ñëåäóþùåé ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû:

Iij =




∑
a
ma(y

2
a + z2

a) −∑
a
maxaya −∑

a
maxaza

−∑
a
maxaya

∑
a
ma(x

2
a + z2

a) −∑
a
mayaza

−∑
a
maxaza −∑

a
mayaza

∑
a
ma(x

2
a + y2

a)


 . (6.19)

Åñëè òâåðäîå òåëî ÿâëÿåòñÿ ñïëîøíûì, à íå ñîñòîèò èç îòäåëüíûõ
ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, òî ñóììû â (6.19) çàìåíÿþòñÿ èíòåãðàëàìè ïî
îáúåìó òâåðäîãî òåëà. Íàïðèìåð, êîìïîíåíòà I11 òåíçîðà èíåðöèè
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

I11 =
∫ ∫ ∫

ρ(y2 + z2) dV. (6.20)

Âûðàçèì òåïåðü ÷åðåç òåíçîð èíåðöèè êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ âðà-
ùåíèÿ òâåðäîãî òåëà. Â ñèñòåìå îòñ÷åòà öåíòðà èíåðöèè èìååì

T =
1

2

∑

a
ma~va~va =

1

2

∑

a
ma~va[~Ω× ~ra] =

1

2

∑

a
ma

~Ω[~ra × ~va] =
1

2
~M~Ω.

(6.21)
Ïîäñòàâëÿÿ â ôîðìóëó (6.21) âûðàæåíèÿ äëÿ ïðîåêöèé ìîìåíòà èì-
ïóëüñà èç (6.18), ïîëó÷èì äëÿ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè òâåðäîãî òåëà
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ñëåäóþùóþ ôîðìóëó:
T =

1

2

∑

i,j
IijΩiΩj. (6.22)

Òåíçîð èíåðöèè îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ìàññ â òâåðäîì òåëå
è ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêîé òâåðäîãî òåëà, íå çàâèñÿùåé îò õàðàêòå-
ðà äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà. Äèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà èíåð-
öèè ðàâíû ìîìåíòàì èíåðöèè ïðè âðàùåíèè òâåðäîãî òåëà âîêðóã
îñåé, ñîâïàäàþùèõ ñ êîîðäèíàòíûìè îñÿìè ïîäâèæíîé ñèñòåìû êî-
îðäèíàò. Íåäèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà èíåðöèè íàçûâàþòñÿ
öåíòðîáåæíûìè ìîìåíòàìè èíåðöèè.Òàê êàê òåíçîð èíåðöèè ÿâ-
ëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà, òî ïðåîáðàçîâàíèåì
êîîðäèíàò åãî ìîæíî ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîé ôîðìå, êîãäà íåäèà-
ãîíàëüíûå êîìïîíåíòû áóäóò ðàâíû íóëþ. Îñè äåêàðòîâîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò, â êîòîðîé òåíçîð èíåðöèè èìååò äèàãîíàëüíóþ ôîðìó, íà-
çûâàþòñÿ ãëàâíûìè îñÿìè èíåðöèè.Äèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû òåí-
çîðà èíåðöèè â ãëàâíûõ îñÿõ èíåðöèè íàçûâàþòñÿãëàâíûìè ìîìåí-
òàìè èíåðöèè è îáû÷íî çàïèñûâàþòñÿ ñ îäíèì èíäåêñîì: I1, I2, I3.
Â ãëàâíûõ îñÿõ èíåðöèè ìîìåíò èìïóëüñà è êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
òâåðäîãî òåëà çàïèñûâàþòñÿ â îñîáåííî ïðîñòîé ôîðìå:

T =
1

2
(I1Ω

2
x + I2Ω

2
y + I3Ω

2
z), (6.23)



ÃËÀÂÀ 6. ÒÂÅÐÄÎÅ ÒÅËÎ 125

Mx = I1Ωx, My = I2Ωy, Mz = I3Ωz. (6.24)
Åñëè òâåðäîå òåëî îáëàäàåò íåêîòîðîé ñèììåòðèåé, òî íàïðàâëåíèÿ

ãëàâíûõ îñåé èíåðöèè ñîâïàäàþò ñ îñÿìè ñèììåòðèè òâåðäîãî òåëà.
Ïîýòîìó ïðè âû÷èñëåíèè òåíçîðà èíåðöèè äëÿ òàêèõ òâåðäûõ òåë
îñè êîîðäèíàò íàïðàâëÿþò ïî îñÿì ñèììåòðèè òâåðäîãî òåëà.

6.3. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà çàïèøåì åãî
ôóíêöèþ Ëàãðàíæà. Â êà÷åñòâå îáîáùåííûõ êîîðäèíàò âûáåðåì òðè
êîîðäèíàòû öåíòðà èíåðöèè òâåðäîãî òåëà: X, Y, Z, çàäàþùèå åãî
ïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà, è òðè óãëà
Ýéëåðà: θ, ϕ, ψ, îïðåäåëÿþùèå îðèåíòàöèþ ïîäâèæíîé ñèñòåìû êî-
îðäèíàò îòíîñèòåëüíî íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Íà÷àëî ïî-
äâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïîìåñòèì â öåíòð èíåðöèè òâåðäîãî òå-
ëà, à îñè ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íàïðàâèì ïî ãëàâíûì îñÿì
èíåðöèè òâåðäîãî òåëà. Òîãäà ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà òâåðäîãî òåëà áó-
äåò èìåòü âèä

L =
1

2
µ(Ẋ2 + Ẏ 2 + Ż2) +

1

2
(I1Ω

2
x + I2Ω

2
y + I3Ω

2
z)− U(X, Y, Z, θ, ϕ, ψ).

(6.25)
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Ïðè òàêîì âûáîðå ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò â ôîðìóëå äëÿ êè-
íåòè÷åñêîé ýíåðãèè òâåðäîãî òåëà îòäåëÿþòñÿ ñëàãàåìûå, îïèñûâàþ-
ùèå êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ òåëà è êèíå-
òè÷åñêóþ ýíåðãèþ åãî âðàùåíèÿ. Ïðîåêöèè óãëîâîé ñêîðîñòè, ñîãëàñ-
íî ôîðìóëàì (6.10), âûðàæàþòñÿ ÷åðåç óãëû Ýéëåðà è íå ñîäåðæàò
êîîðäèíàò öåíòðà èíåðöèè òâåðäîãî òåëà.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òâåðäîãî òåëà ðàçîáüþòñÿ íà äâå ãðóïïû óðàâ-
íåíèé. Ïåðâàÿ ãðóïïà ïîëó÷àåòñÿ ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ïî êîîð-
äèíàòàì öåíòðà èíåðöèè. Îíà èìååò âèä óðàâíåíèé âòîðîãî çàêîíà
Íüþòîíà äëÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè, ìàññà êîòîðîé ðàâíà ìàññå òâåð-
äîãî òåëà è êîîðäèíàòû êîòîðîé ñîâïàäàþò ñ êîîðäèíàòàìè öåíòðà
èíåðöèè òâåðäîãî òåëà:

µẌ = −∂U

∂X
, µŸ = −∂U

∂Y
, µZ̈ = −∂U

∂Z
. (6.26)

Â ëåâîé ÷àñòè ýòèõ óðàâíåíèé ñòîÿò ïðîåêöèè óñêîðåíèÿ öåíòðà èíåð-
öèè, â ïðàâîé � ïðîåêöèè ñèëû, ïðèëîæåííîé ê öåíòðó èíåðöèè.
Óðàâíåíèÿ (6.26) ñîâïàäàþò ñ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé
òî÷êè, èìåþùåé ìàññó òâåðäîãî òåëà è êîîðäèíàòû, ðàâíûå êîîðäè-
íàòàì öåíòðà èíåðöèè òâåðäîãî òåëà. Èõ ðåøåíèå äàåò çàêîí äâè-
æåíèÿ öåíòðà èíåðöèè òâåðäîãî òåëà. Öåíòð èíåðöèè òâåðäîãî òåëà
äâèæåòñÿ êàê ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà, ìàññà êîòîðîé ðàâíà ìàññå òâåð-
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äîãî òåëà.
Äðóãàÿ ãðóïïà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äëÿ òâåðäîãî òåëà ïîëó÷àåòñÿ

ïðè äèôôåðåíöèðîâàíèè ôóíêöèè Ëàãðàíæà ïî óãëàì Ýéëåðà. Íàé-
äåì ïðîèçâîäíûå ïî ψ̇ è ψ. Èñïîëüçóåì äëÿ ýòîãî ôóíêöèþ Ëàãðàíæà
(6.25) è ôîðìóëû Ýéëåðà (6.10). Âû÷èñëåíèÿ äàþò

∂L

∂ψ̇
= I3Ωz

∂Ωz

∂ψ̇
= I3Ωz, (6.27)

∂L

∂ψ
= I1Ωx

∂Ωx

∂ψ
+ I2Ωy

∂Ωy

∂ψ
− ∂U

∂ψ
= (I1 − I2)ΩxΩy − ∂U

∂ψ
. (6.28)

Ñìûñë ÷àñòíîé ïðîèçâîäíîé ∂U
∂ψ ìîæíî óÿñíèòü, åñëè åå ðàññìàòðè-

âàòü êàê ïðîèçâîäíóþ îò ñëîæíîé ôóíêöèè, êîãäà âíà÷àëå áåðóòñÿ
ïðîèçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì îòäåëüíûõ òî÷åê òâåðäîãî òåëà:

∂U

∂ψ
=

∑

a
(
∂U

∂Xa

∂Xa

∂ψ
+

∂U

∂Ya

∂Ya

∂ψ
+

∂U

∂Za

∂Za

∂ψ
) = −∑

a

~fa
∂ ~Ra

∂ψ
. (6.29)

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (3.33) äëÿ ïðîèçâîäíîé ðàäèóñà-âåêòîðà ïî óã-
ëîâîé êîîðäèíàòå, íàéäåì

− ∂U

∂ψ
=

∑

a

~fa[~k × ~Ra] = ~k
∑

a
[~Ra × ~fa] = Kz, (6.30)

ãäå Kz � ïðîåêöèÿ íà ïîäâèæíóþ îñü oz ìîìåíòà äåéñòâóþùèõ íà
òâåðäîå òåëî ñèë. Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå Ëàãðàíæà ïî êîîðäèíàòå
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ψ ïðèíèìàåò âèä
I3Ω̇z + (I2 − I1)ΩxΩy = Kz. (6.31)

Ýòî óðàâíåíèå çàïèñàíî â ïðîåêöèè íà îñü oz ïîäâèæíîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò. Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà ïî êîîðäèíàòàì θ è ϕ äàäóò ïðî-
åêöèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî íà îñü óçëîâ è îñüOZ

íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ýòè ïðîåêöèè îáû÷íî íå èñïîëü-
çóþòñÿ. Âìåñòî íèõ çàïèñûâàþò óðàâíåíèÿ â ïðîåêöèÿõ íà îñèox è
oy ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Âñëåäñòâèå ðàâíîïðàâíîñòè âñåõ
îñåé äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü
èç (6.31) öèêëè÷åñêîé ïåðåñòàíîâêîé èíäåêñîâ. Îíè èìåþò âèä

I1Ω̇x + (I3 − I2)ΩyΩz = Kx, (6.32)
I2Ω̇y + (I1 − I3)ΩxΩz = Ky. (6.33)

Óðàâíåíèÿ (6.31)�(6.33) íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè äâèæåíèÿ òâåð-
äîãî òåëà â ôîðìå Ýéëåðà.Îíè çàïèñàíû â ïîäâèæíîé, æåñòêî ñâÿ-
çàííîé ñ òâåðäûì òåëîì ñèñòåìå êîîðäèíàò. Èõ ðåøåíèå äàåò óãëîâóþ
ñêîðîñòü âðàùåíèÿ òâåðäîãî òåëà.

Íàéäåì ðåøåíèå óðàâíåíèé Ýéëåðà äëÿ ñâîáîäíîãî ñèììåòðè÷íî-
ãî âîë÷êà. Ñèììåòðè÷íûì âîë÷êîì íàçûâàåòñÿ òåëî, ó êîòîðîãî äâà
ãëàâíûõ ìîìåíòà èíåðöèè, íàïðèìåð I1 è I2, ðàâíû. Ñâîáîäíûì âîë-
÷îê áóäåò òîãäà, êîãäà ìîìåíò âíåøíèõ ñèë ðàâåí íóëþ. Ïîëàãàÿ â
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óðàâíåíèÿõ Ýéëåðà I1 = I2 è ~K = 0, ïîëó÷èì, ÷òî Ωz = const. Îñòàâ-
øèåñÿ äâà óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä

Ω̇x − ωΩy = 0, Ω̇y + ωΩx = 0, ãäå ω =
I1 − I3

I1
Ωz. (6.34)

Óðàâíåíèÿ (6.34) èìåþò ñëåäóþùèå ðåøåíèÿ:

Ωx = a sin(ωt + α), Ωy = a cos(ωt + α), (6.35)

ãäå a è α � ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ, òî åñòü ïðîåêöèÿ âåêòî-
ðà ~Ω íà ïëîñêîñòü xoy ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò âðàùàåòñÿ ñ
ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ω.

Ðàññìîòðèì òåïåðü äâèæåíèå âîë÷êà ñ òî÷êè çðåíèÿ íåïîäâèæíîãî
íàáëþäàòåëÿ. Òàê êàê ìîìåíò âíåøíèõ ñèë ðàâåí íóëþ, òî ñîõðàíÿåò-
ñÿ âåêòîð ìîìåíòà èìïóëüñà âîë÷êà. Íàïðàâèì âäîëü ýòîãî âåêòîðà
îñü OZ íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò (ðèñ. 6.4). Ïðîåêöèÿ ìî-
ìåíòà èìïóëüñà íà îñü oz ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàòMz = I3Ωz

îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé. Òàê êàê, ñîãëàñíî ðèñ. 6.4, ýòà ïðîåêöèÿ ðàâíà
Mz = M cos θ, òî óãîë θ îñòàåòñÿ ïîñòîÿííûì, òî åñòü îñü oz ïî-
äâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñîâïàäàþùàÿ ñ îñüþ ñèììåòðèè âîë÷-
êà, îïèñûâàåò êîíóñ âîêðóã îñèOZ íåïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò.
Ïîëàãàÿ â êèíåìàòè÷åñêèõ ôîðìóëàõ Ýéëåðà θ̇ ðàâíûì íóëþ, íàõî-
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äèì

ϕ̇ =

√
Ω2

x + Ω2
y

sin θ
=

√
M 2

x + M 2
y

I1 sin θ
=

M

I1
. (6.36)

Ïîñòîÿííàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ϕ̇ � ýòî ñêîðîñòü, c êîòîðîé îñü âîë÷êà
îïèñûâàåò êîíóñ âîêðóã íàïðàâëåíèÿ ïîñòîÿííîãî ìîìåíòà. Ãîâîðÿò,
÷òî îñü âîë÷êà ñîâåðøàåò ðåãóëÿðíóþ ïðåöåññèþ. Ñêîðîñòü âðàùåíèÿ
âîë÷êà âîêðóã ñâîåé îñè ðàâíàΩz. Îíà òàêæå ìîæåò áûòü âûðàæåíà
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÷åðåç ìîìåíò èìïóëüñà:

Ωz =
Mz

I3
=

M cos θ

I3
. (6.37)

6.4. Çàäà÷è

6.1. Äâèæåíèå òåëà, èìåþùåãî íåïîäâèæíóþ òî÷êó, çàäàíî óðàâíå-
íèÿìè

ψ =
π

2
− π

4
t, θ =

π

3
, ϕ = πt.

Îïðåäåëèòü ñêîðîñòü òî÷êè òåëà, èìåþùåé ïî îòíîøåíèþ ê ïî-
äâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò êîîðäèíàòû: 0, 0, 32.

6.2. Â âåðøèíàõ êâàäðàòà ñî ñòîðîíîé 2a ðàñïîëîæåíû ìàññû M è
m. Íàéòè êîìïîíåíòû òåíçîðà èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñåé xyz

è x′y′z′. Îñè oz è oz′ íàïðàâëåíû ïåðïåíäèêóëÿðíî ïëîñêîñòè
÷åðòåæà (ðèñ. 6.5).

6.3. Íàéòè òåíçîð èíåðöèè òâåðäîãî òåëà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ñîáîé
ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê, â âåðøèíàõ êîòîðîãî ðàñïîëîæå-
íû îäèíàêîâûå ìàññû.

6.4. Íàéòè òåíçîð èíåðöèè ïëîñêîé îäíîðîäíîé ïëàñòèíû ñ ìàññîém,
èìåþùåé ôîðìó ïðÿìîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìèa è b.
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6.5. Äëÿ ïëàñòèíû èç ïðåäûäóùåé çàäà÷è íàéòè êèíåòè÷åñêóþ ýíåð-
ãèþ è ìîìåíò èìïóëüñà ïðè åå âðàùåíèè âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé
ïî îäíîé èç äèàãîíàëåé, è ïðè âðàùåíèè âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé
ïî îäíîé èç ñòîðîí ïëàñòèíû.

6.6. Íàéòè òåíçîð èíåðöèè îäíîðîäíîãî öèëèíäðà, èìåþùåãî ìàññó
m, ðàäèóñ R è âûñîòó H.

6.7. Íàéòè òåíçîð èíåðöèè îäíîðîäíîãî ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëå-
ïèïåäà, èìåþùåãî ìàññó m è äëèíû ðåáåð a, b, c.

6.8. Îäíîðîäíûé öèëèíäð èìåþùèé ðàäèóñR è ìàññóm, ñêàòûâàåòñÿ
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ñ íàêëîííîé ïëîñêîñòè, îáðàçóþùåé óãîëα ñ ãîðèçîíòîì. Íàéòè
çàêîí åãî äâèæåíèÿ.

6.9. Íàéòè ÷àñòîòó ìàëûõ êîëåáàíèé äëÿ öèëèíäðà, èìåþùåãî ðàäèóñ
r è ìàññó m, êîòîðûé êàòàåòñÿ áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïî âíóòðåí-
íåé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà ðàäèóñà R. Ðàññìîòðåòü ïåðâîå ïðè-
áëèæåíèå ïî r/R.

6.10. Ðåøèòü àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ øàðèêà ðàäèóñàr, êàòàþùåãîñÿ
áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ïî âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè ñôåðû ðàäèóñà
R. Ñðàâíèòü ïîëó÷åííóþ ÷àñòîòó ñ ÷àñòîòîé êîëåáàíèé ìàòåìà-
òè÷åñêîãî ìàÿòíèêà.

6.11. Íàéòè êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, èçîáðàæåí-
íîé íà ðèñ. 6.6. Ñòåðæíè èìåþò äëèíó l è ìàññó m. Ñòåðæåíü
OA âðàùàåòñÿ ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþΩ âîêðóã òî÷êè
O. Ñòåðæåíü AB îäíèì êîíöîì ñêîëüçèò ïî îñèOx.



Ãëàâà 7

Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ

7.1. Ïîëó÷åíèå êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà (3.8) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó îáûêíî-
âåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëü-
íî îáîáùåííûõ êîîðäèíàò qi. ×èñëî óðàâíåíèé ðàâíî ÷èñëó ñòåïå-
íåé ñâîáîäû s. Èçâåñòíî, ÷òî ïîðÿäîê äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ìîæíî ïîíèçèòü ïóòåì ââåäåíèÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ è óâåëè÷åíèåì
êîëè÷åñòâà óðàâíåíèé. Â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå â êà÷åñòâå äîïîëíè-
òåëüíîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ âûáèðàþò îáîáùåííûå èìïóëüñû

pi =
∂L

∂q̇i
. (7.1)

134
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Äëÿ çàìåíû ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèÿõ Ëàãðàíæà èñïîëüçóåòñÿ èç-
âåñòíîå â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðåîáðàçîâàíèå Ëå-
æàíäðà. Â äàííîì ñëó÷àå äëÿ ýòîãî çàïèøåì äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè
Ëàãðàíæà êàê ôóíêöèè ïåðåìåííûõ qi, q̇i è t:

dL =
∑

i
(
∂L

∂q̇i
dq̇i +

∂L

∂qi
dqi) +

∂L

∂t
dt =

∑

i
(pi dq̇i +

∂L

∂qi
dqi) +

∂L

∂t
dt. (7.2)

Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî

pi dq̇i = d(piq̇i)− q̇i dpi,

ïðåîáðàçóåì ðàâåíñòâî (7.2) ê âèäó

d(L−∑

i
piq̇i) =

∑

i
(−q̇i dpi +

∂L

∂qi
dqi) +

∂L

∂t
dt. (7.3)

Â ëåâîé ÷àñòè ôîðìóëû (7.3) ñòîèò äèôôåðåíöèàë îò ïîëíîé ýíåð-
ãèè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû (3.39), âçÿòûé ñî çíàêîì ìèíóñ. Äëÿ òîãî
÷òîáû èñïîëüçîâàòü ðàâåíñòâî (7.3), íåîáõîäèìî ýíåðãèþ çàïèñàòü
êàê ôóíêöèþ ïåðåìåííûõ qi, pi è t, äèôôåðåíöèàëû êîòîðûõ ñòî-
ÿò â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (7.3). Ýíåðãèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû,
âûðàæåííàÿ ÷åðåç îáîáùåííûå êîîðäèíàòû, îáîáùåííûå èìïóëüñû
è âðåìÿ, èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ìåõàíèêå. Îíà íàçûâàåòñÿôóíêöèåé
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Ãàìèëüòîíà è îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé H:
H = H(qi, pi, t) =

∑

i
piq̇i − L. (7.4)

Èç ôîðìóëû (7.3) è îïðåäåëåíèÿ äèôôåðåíöèàëà H êàê ôóíêöèè
ïåðåìåííûõ qi, pi è t ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ îò ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà:

q̇i =
∂H

∂pi
,

∂L

∂qi
= −∂H

∂qi
,

∂L

∂t
= −∂H

∂t
. (7.5)

Ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (7.5) ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì îáðàòíûì îïðåäåëå-
íèþ îáîáùåííîãî èìïóëüñà (7.1), òàê êàê ïîçâîëÿåò âûðàçèòü îáîá-
ùåííûå ñêîðîñòè q̇i ÷åðåç îáîáùåííûå èìïóëüñû pi. Ñ ïîìîùüþ âòî-
ðîãî ðàâåíñòâà èç (7.5) ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè Ëàãðàíæà ïî êîîð-
äèíàòàì â óðàâíåíèè Ëàãðàíæà ìîæíî çàìåíèòü íà ïðîèçâîäíûå îò
ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà. Ïðîèçâîäÿ ýòó çàìåíó â óðàâíåíèÿõ Ëàãðàíæà,
çàïèñàííûõ ñîãëàñíî (3.35) ÷åðåç îáîáùåííûå èìïóëüñû, è äîáàâëÿÿ
ê ïîëó÷åííûì óðàâíåíèÿì ïåðâîå èç ðàâåíñòâ (7.5), ïîëó÷àåì ñèñòå-
ìó óðàâíåíèé:

q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
. (7.6)

Óðàâíåíèÿ (7.6) íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ãàìèëüòîíà. Ýòî ñè-
ñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî
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óäâîåííîãî íàáîðà íåèçâåñòíûõ qi è pi. ×èñëî óðàâíåíèé â äâà ðà-
çà áîëüøå ÷èñëà óðàâíåíèé Ëàãðàíæà è ðàâíî 2s. Êàê è óðàâíåíèÿ
Ëàãðàíæà, óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà ïîëó÷àþòñÿ èç îäíîé ñêàëÿðíîé
ôóíêöèè � ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà. Ïðåèìóùåñòâîì ñèñòåìû (7.6) ÿâ-
ëÿåòñÿ åùå è òî, ÷òî óðàâíåíèÿ ðàçðåøåíû îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîä-
íûõ îò êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ. Âñëåäñòâèå ïðîñòîòû óðàâíåíèé Ãà-
ìèëüòîíà èõ òàêæå íàçûâàþò êàíîíè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè ìåõàíè-
êè.

Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü èç ìîäèôèöèðîâàííî-
ãî ïðèíöèïà íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ. Äëÿ ýòîãî èç îïðåäåëåíèÿ (7.4)
âûðàçèì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ÷åðåç ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà è ïîëó÷åí-
íîå âûðàæåíèå ïîäñòàâèì â èíòåãðàë äåéñòâèÿ (2.22). Â ðåçóëüòàòå
äåéñòâèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

S =
∫ t2

t1

∑

i
pi dqi −H dt. (7.7)

Ñ÷èòàÿ â âûðàæåíèè (7.7) îáîáùåííûå êîîðäèíàòû è îáîáùåííûå
èìïóëüñû íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè, çàïèøåì âàðèàöèþ äåéñòâèÿ

δS =
∫ t2

t1

∑

i
(δpi dqi + pi δ(dqi)− (

∂H

∂qi
δqi +

∂H

∂pi
δpi) dt). (7.8)

Ðàçîáüåì èíòåãðàë íà ñóììó íåñêîëüêèõ èíòåãðàëîâ. Âî âòîðîì èíòå-
ãðàëå âûïîëíèì èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì. Êàê è ïðè âûâîäå óðàâ-
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íåíèé Ëàãðàíæà, èñïîëüçóåì ïåðåñòàíîâî÷íîñòü îïåðàöèé âàðüèðî-
âàíèÿ è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Çàïèñûâàÿ îïÿòü âñå ïîä îäíèì èíòå-
ãðàëîì, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

δS =
∫ t2

t1

∑

i
(δpi(dqi − ∂H

∂pi
dt)− δqi(dpi +

∂H

∂qi
dt)). (7.9)

Ïîñêîëüêó δqi è δpi � íåçàâèñèìûå âàðèàöèè, òî èç òðåáîâàíèÿ, ÷òî-
áû âàðèàöèÿ äåéñòâèÿ îáðàùàëàñü â íóëü, ñëåäóþò ðàâåíñòâà

dqi − ∂H

∂pi
dt = 0, dpi +

∂H

∂qi
dt = 0. (7.10)

Ïîñëå äåëåíèÿ èõ íà dt ïîëó÷èì êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (7.6). Òà-
êèì îáðàçîì êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ âûâîäÿòñÿ èç ïðèíöèïà íàè-
ìåíüøåãî äåéñòâèÿ, åñëè äåéñòâèå ïðåäñòàâèòü â âèäå (7.7).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïîëó÷åíèå ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà
è êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò äëÿ ìàòå-
ðèàëüíîé òî÷êè, äâèæóùåéñÿ â ïëîñêîñòè. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ
ýòîé çàäà÷è ïðèâåäåíà â ôîðìóëå (3.18). Íàéäåì äëÿ íåå îáîáùåííûå
èìïóëüñû:

L =
1

2
m(ṙ2 + r2ϕ̇2)− U(r, ϕ),

pr =
∂L

∂ṙ
= mṙ, pϕ =

∂L

∂ϕ̇
= mr2ϕ̇. (7.11)
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Çàïèøåì ýíåðãèþ ñèñòåìû è ñ ïîìîùüþ ôîðìóë (7.11) âûðàçèì åå ÷å-
ðåç îáîáùåííûå èìïóëüñû. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ôóíêöèþ Ãàìèëü-
òîíà

H =
1

2
m(ṙ2 + r2ϕ̇2) + U(r, ϕ) =

p2
r

2m
+

p2
ϕ

2mr2
+ U(r, ϕ). (7.12)

Òåïåðü âû÷èñëÿåì ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà:
∂H

∂pr
=

pr

m
,

∂H

∂pϕ
=

pϕ

mr2
,

∂H

∂r
= − 2p2

ϕ

mr3
+

∂U

∂r
,

∂H

∂ϕ
=

∂U

∂ϕ
. (7.13)

Çíà÷åíèÿ ïðîèçâîäíûõ ïîäñòàâëÿåì â ôîðìóëû (7.6) è ïîëó÷àåì êà-
íîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ:

ṙ =
pr

m
, ϕ̇ =

pϕ

mr2
, ṗr =

2p2
ϕ

mr3
− ∂U

∂r
, ṗϕ = −∂U

∂ϕ
. (7.14)

7.2. Ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî, ñêîáêè Ïóàññîíà

Äëÿ íàãëÿäíîãî ãåîìåòðè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ ðåøåíèé êàíîíè÷å-
ñêèõ óðàâíåíèé (7.6) ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.Ôà-
çîâîå ïðîñòðàíñòâî � ýòî àáñòðàêòíîå ïðîñòðàíñòâî 2s èçìåðåíèé,
íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõ êîòîðîãî îòêëàäûâàþòñÿ îáîáùåííûå êîîðäè-
íàòû è îáîáùåííûå èìïóëüñû. Ñèñòåìà êîîðäèíàò â ôàçîâîì ïðî-
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ñòðàíñòâå ñ÷èòàåòñÿ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò. Ðåøåíèå êàíî-
íè÷åñêèõ óðàâíåíèé äàåò 2s ôóíêöèé qi(t) è pi(t). Â êàæäûé ìîìåíò
âðåìåíè ýòè ôóíêöèè îïðåäåëÿþò â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå îäíó òî÷-
êó. Ýòà òî÷êà íàçûâàåòñÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êîé è ïîëíîñòüþ îïðå-
äåëÿåò ñîñòîÿíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè çíà-
÷åíèÿ ôóíêöèé qi(t) è pi(t) èçìåíÿþòñÿ, è èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ïå-
ðåìåùàåòñÿ ïî ôàçîâîìó ïðîñòðàíñòâó, îïèñûâàÿ êðèâóþ, êîòîðàÿ
íàçûâàåòñÿ ôàçîâîé òðàåêòîðèåé. Äâèæåíèå ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû
ñ ëþáûì êîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû âñåãäà èçîáðàæàåòñÿ
â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå êàê òðàåêòîðèÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êè. Îò
ðàçìåðíîñòè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû çàâèñèò òîëüêî ðàçìåðíîñòü ôà-
çîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ � ýòî ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîýòîìó íà÷àëüíûå äàííûå
äëÿ íåå çàäàþòñÿ òîëüêî íà ñàìè íåèçâåñòíûå ôóíêöèè. Çàäàíèå â
íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè to íà÷àëüíûõ äàííûõ pi(to) è qi(to) îçíà-
÷àåò çàäàíèå òî÷êè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïîñêîëüêó íà÷àëüíûå
äàííûå ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò ÷àñòíîå ðåøåíèå êàíîíè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé, òî èç êàæäîé òî÷êè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà âûõîäèò òîëüêî
îäíà ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ. Ïîýòîìó ôàçîâûå òðàåêòîðèè íå ïåðåñåêà-
þòñÿ.
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Â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ñòàòèñòè÷åñêîãî àí-
ñàìáëÿ. Ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü � ýòî ìíîæåñòâî èäåíòè÷íûõ ìå-
õàíè÷åñêèõ ñèñòåì, äëÿ êîòîðûõ çàäàíû ðàçëè÷íûå íà÷àëüíûå äàí-
íûå. Â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñòàòèñòè÷åñêèé àíñàìáëü èçîáðàçèò-
ñÿ ìíîæåñòâîì òî÷åê, êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ÷àñòèöû
ñïëîøíîé ñðåäû, íàçûâàåìîé ôàçîâîé æèäêîñòüþ. Åñëè â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò âðåìåíè â ôàçîâîé æèäêîñòè âûäåëèòü íåêîòîðûé îáú-
åì, òî ïðè äâèæåíèè êàæäîé ÷àñòèöû ôàçîâîé æèäêîñòè ïî ñâîåé
ôàçîâîé òðàåêòîðèè ýòîò îáúåì áóäåò ïåðåìåùàòüñÿ è äåôîðìèðî-
âàòüñÿ. Îäíàêî âñëåäñòâèå âûïîëíåíèÿ êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé âå-
ëè÷èíà ýòîãî îáúåìà íå ìåíÿåòñÿ ïðè åãî ïåðåìåùåíèè, òî åñòü ôàçî-
âàÿ æèäêîñòü ÿâëÿåòñÿíåñæèìàåìîé æèäêîñòüþ.Ýòî óòâåðæäåíèå
íîñèò íàçâàíèå òåîðåìû Ëèóâèëëÿ. Òåîðåìà Ëèóâèëëÿ ïðèìåíÿåòñÿ
äëÿ îáîñíîâàíèÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ êîîðäèíàò èìïóëüñîâ è âðå-
ìåíè f (qi, pi, t) è íàéäåì îò íåå ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè.
Òàê êàê êîîðäèíàòû è èìïóëüñû çàâèñÿò îò âðåìåíè, òî ïðîèçâîä-
íóþ ñ÷èòàåì êàê ïðîèçâîäíóþ îò ñëîæíîé ôóíêöèè. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì

df

dt
=

∂f

∂t
+

∑

i
(
∂f

∂qi
q̇i +

∂f

∂pi
ṗi). (7.15)
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Ïðîèçâîäíûå îò êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ ïî âðåìåíè ñ ïîìîùüþ êà-
íîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé (7.6) çàìåíèì íà ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè Ãà-
ìèëüòîíà. Òîãäà âûðàæåíèå (7.15) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

df

dt
=

∂f

∂t
+

∑

i
(
∂f

∂qi

∂H

∂pi
− ∂f

∂pi

∂H

∂qi
). (7.16)

Îïðåäåëèì íîâóþ âåëè÷èíó, íàçûâàåìóþñêîáêîé Ïóàññîíà ôóíêöèé
H è f , ñîãëàñíî ôîðìóëå

(H, f ) =
∑

i
(
∂H

∂pi

∂f

∂qi
− ∂H

∂qi

∂f

∂pi
). (7.17)

Òîãäà ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ îò ôóíêöèè f (qi, pi, t) çàïèøåòñÿ â âèäå
df

dt
=

∂f

∂t
+ (H, f ). (7.18)

Ôîðìóëà (7.18) äàåò ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò ëþáîé ôóíêöèè
êîîðäèíàò, èìïóëüñîâ è âðåìåíè. Åñëè â êà÷åñòâå òàêèõ ôóíêöèé
âîçüìåì îáîáùåííûå êîîðäèíàòû qi, òî ïîëó÷èì ïåðâóþ ãðóïïó êà-
íîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

∂qi

∂t
= 0, (H, qi) =

∂H

∂pi
, q̇i =

∂H

∂pi
. (7.19)

Òî÷íî òàê æå ïðè ïîäñòàíîâêå â ñêîáêó Ïóàññîíà (7.17) âìåñòî ôóíê-
öèè f îáîáùåííûõ èìïóëüñîâ pi èç (7.18) ïîëó÷àåòñÿ âòîðàÿ ãðóïïà
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êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (7.18) âêëþ÷àåò â
ñåáÿ è êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ. Ïðè ïîñòðîåíèè êâàíòîâîé ìåõàíè-
êè Ãåéçåíáåðã èñïîëüçîâàë îáîáùåíèå ôîðìóëû (7.18) äëÿ ïîëó÷åíèÿ
ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè äëÿ îïåðàòîðîâ, îïèñûâàþùèõ ôèçè÷åñêèå
âåëè÷èíû â êâàíòîâîé ìåõàíèêå.

Åñëè íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ íå çàâèñèò ÿâíî
îò âðåìåíè è åå ñêîáêà Ïóàññîíà ñ ôóíêöèåé ÃàìèëüòîíàH ðàâíà
íóëþ, òî ýòà ôóíêöèÿ îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé ïðè äâèæåíèè ìåõàíè÷å-
ñêîé ñèñòåìû, è, ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ. Íàïðè-
ìåð, ñêîáêà Ïóàññîíà ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà ñ ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà
òîæäåñòâåííî ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó åñëè ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà íå çà-
âèñèò ÿâíî îò âðåìåíè, òî îíà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé. Ïîñêîëüêó ôóíê-
öèÿ Ãàìèëüòîíà ðàâíà ýíåðãèè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, òî ýòî îçíà÷à-
åò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè.

7.3. Êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôîðìà óðàâíåíèé Ëàãðàíæà íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ëþáûõ íåâûðîæ-
äåííûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ îò îáîáùåííûõ êîîðäèíàòqi ê äðóãèì îáîá-
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ùåííûì êîîðäèíàòàì Qi:
qi = fi(Qi, t). (7.20)

Ýòî ñâîéñòâî, íàçûâàåìîå êîâàðèàíòíîñòüþ óðàâíåíèé, âûòåêàåò èç
òîãî, ÷òî äåéñòâèå (2.22) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ Ëà-
ãðàíæà, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ëþáûõ êîîðäèíàòàõ. Â óðàâ-
íåíèÿõ Ãàìèëüòîíà (7.6) íåçàâèñèìûìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿþòñÿ îáîá-
ùåííûå êîîðäèíàòû qi è îáîáùåííûå èìïóëüñû pi. Ïîýòîìó ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü ëþáûå íåâûðîæäåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà

qi = fi(Qi, Pi, t), pi = Fi(Qi, Pi, t) (7.21)
ê íîâûì êîîðäèíàòàìQi è èìïóëüñàì Pi. Îäíàêî íå âñÿêîå ïðåîáðà-
çîâàíèå âèäà (7.21) ñîõðàíÿåò ôîðìó êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Åñëè
â íîâûõ ïåðåìåííûõ Qi è Pi êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ìåõàíèêè ïî-
ïðåæíåìó èìåþò ôîðìó êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

Q̇i =
∂H ′

∂Pi
, Ṗi = −∂H ′

∂Q i

, (7.22)

òî òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ íàçûâàþòñÿêàíîíè÷åñêèìè ïðåîáðàçîâàíè-
ÿìè. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà â íîâûõ ïåðåìåííûõ îáîçíà÷åíà êàêH ′,
òàê êàê îíà ìîæåò îòëè÷àòüñÿ îò ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà â ñòàðûõ ïå-
ðåìåííûõ.
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Êàíîíè÷åñêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü íà îñíîâå âàðèà-
öèîííîãî ïðèíöèïà. Â íîâûõ ïåðåìåííûõ äåéñòâèå èìååò âèä

S ′ =
∫ t2

t1

∑

i
Pi dQi −H ′ dt. (7.23)

Ïîñêîëüêó êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ â ñòàðûõ è íîâûõ ïåðåìåííûõ
îïèñûâàþò îäíó ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòåìó, òî äåéñòâèÿ S è S ′ ìîãóò
îòëè÷àòüñÿ òîëüêî íà ïîñòîÿííóþ, âàðèàöèÿ êîòîðîé ðàâíà íóëþ.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ â íèõ îòëè÷àþòñÿ íà
äèôôåðåíöèàë ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè êîîðäèíàò è âðåìåíè:

∑

i
pi dqi −H dt−∑

i
Pi dQi + H ′ dt = dF (qi, Qi, t). (7.24)

Åñëè çàäàòü òàêóþ ôóíêöèþ, òî ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (7.24), ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå îò íåå ðàâíû

pi =
∂F

∂qi
, Pi = − ∂F

∂Qi
, H ′ −H =

∂F

∂t
. (7.25)

Ôîðìóëû (7.25) ñîäåðæàò 2s ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ñòàðûå è íî-
âûå ïåðåìåííûå, è îäíî ñîîòíîøåíèå, îïðåäåëÿþùåå íîâóþ ôóíêöèþ
Ãàìèëüòîíà H ′. Ïîýòîìó ýòè ôîðìóëû çàäàþò â íåÿâíîì âèäå êàíî-
íè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå. Ôóíêöèÿ F (Qi, qi, t) íàçûâàåòñÿ ïðîèçâî-
äÿùåé ôóíêöèåé êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ. Çàäàâàÿ ðàçëè÷íûå
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ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè, ìîæíî ïîëó÷àòü ðàçëè÷íûå êàíîíè÷åñêèå
ïðåîáðàçîâàíèÿ.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ
îäíîìåðíîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, ñîâåðøàþùåé ëèíåéíûå êîëåáà-
íèÿ, � ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ãàðìîíè-
÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà èìååò âèä

H =
p2

2m
+

mω2q2

2
. (7.26)

Âîçüìåì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþF (q, Q, t) = 0.5 mωq2 ctgQ. Èç ôîð-
ìóë (7.25) ïîëó÷èì ñëåäóþùåå êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå è íîâóþ
ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà:

q =

√√√√√ 2P

mω
sin Q, p =

√
2mωP cos Q, H ′ = H = ωP. (7.27)

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðèîáðåòàþò îñîáåííî
ïðîñòîé âèä:

Q̇ =
∂H ′

∂P
= ω, Ṗ = −∂H ′

∂Q
= 0. (7.28)

Ëåãêî íàõîäèòñÿ èõ ðåøåíèå: Q = ωt + C1, P = C2. Ïîäñòàíîâêà
ýòîãî ðåøåíèÿ â ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ (7.27) äàåò çàâèñèìîñòü
q è p îò âðåìåíè, ÷òî ïîëíîñòüþ ðåøàåò çàäà÷ó î ãàðìîíè÷åñêîì
îñöèëëÿòîðå.
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7.4. Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ

Òåîðèÿ êàíîíè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ åùå îäíîãî ìåòîäà èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé ìåõàíèêè. Ìîæíî
çàäàòüñÿ öåëüþ íàéòè òàêîå êàíîíè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå, ÷òîáû â
íîâûõ ïåðåìåííûõ ôóíêöèÿ ÃàìèëüòîíàH ′ îáðàùàëàñü â íóëü. Òî-
ãäà â ïðàâûõ ÷àñòÿõ êàíîíè÷åñêèõ óðàâíåíèé áóäóò íóëè, è ðåøåíèå
ýòèõ óðàâíåíèé ïðèîáðåòàåò îñîáåííî ïðîñòîé âèä:

Qi = Ai = const, Pi = Bi = const. (7.29)
Â ýòîì ñëó÷àå ôîðìóëû êàíîíè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ (7.21) äàäóò
çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò qi è èìïóëüñîâ pi îò âðåìåíè è ïîñòîÿííûõAi

è Bi, êîòîðûå ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûìè èíòåãðèðîâàíèÿ. Îñíîâ-
íàÿ òðóäíîñòü â ýòîì ìåòîäå ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ, îáðàùàþùàÿ â íóëü ôóíêöèþ Ãà-
ìèëüòîíà, îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîéS. Çàìåíÿÿ â ôîðìóëàõ (7.25)
F íà S è ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (7.29), çàïèøåì èõ â ôîðìå

pi =
∂S(qi, Ai, t)

∂qi
, Bi = −∂S(qi, Ai, t)

∂Ai
, (7.30)

0 =
∂S(qi, Ai, t)

∂t
+ H(qi, pi, t). (7.31)
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Ðàâåíñòâî (7.31) ìîæíî ïðåâðàòèòü â óðàâíåíèå äëÿ îòûñêàíèÿ ôóíê-
öèè S. Äëÿ ýòîãî îáîáùåííûå èìïóëüñû, âõîäÿùèå â ôóíêöèþ Ãà-
ìèëüòîíà, íóæíî, ñîãëàñíî (7.30), çàìåíèòü íà ïðîèçâîäíûå îò S ïî
êîîðäèíàòàì. Òàê êàê ôóíêöèÿ S íàõîäèòñÿ èç äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ, òî ïîñòîÿííûå Ai ìîæíî ñ÷èòàòü ïîñòîÿííûìè èíòåãðè-
ðîâàíèÿ è îïóñòèòü èõ ïðè çàïèñè óðàâíåíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå

∂S

∂t
+ H(qi,

∂S

∂qi
, t) = 0. (7.32)

Óðàâíåíèå (7.32) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåìÃàìèëüòîíà�ßêîáè â ÷àñò-
íûõ ïðîèçâîäíûõ.

Äëÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, èìåþùåé s ñòåïåíåé ñâîáîäû, óðàâíå-
íèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè ñîäåðæèò s + 1 ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Åãî
ðåøåíèå áóäåò ñîäåðæàòü s + 1 ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ. Îäíà èç
ýòèõ ïîñòîÿííûõ íåñóùåñòâåííà. Îíà ìîæåò áûòü ïðîñòî äîáàâëåíà
ê ôóíêöèè S. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåõàíèêè îñòàëüíûå s ïîñòîÿí-
íûõ äîëæíû îáÿçàòåëüíî ïðèñóòñòâîâàòü â ðåøåíèè. Ëþáîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ñîäåðæàùåå
s ñóùåñòâåííûõ ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, íàçûâàåòñÿ åãîïîëíûì
èíòåãðàëîì. Åñëè ïîëíûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè
íàéäåí, òî s ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ ìîæíî ñ÷èòàòü íîâûìè êî-
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îðäèíàòàìè. Âû÷èñëÿÿ ïðîèçâîäíûå îò ôóíêöèè S ïî ïîñòîÿííûì
èíòåãðèðîâàíèÿ è èñïîëüçóÿ âòîðîå ðàâåíñòâî èç (7.30), ïîëó÷èì s

àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, äàþùèõ íåÿâíóþ çàâèñèìîñòü êîîðäèíàò
qi îò âðåìåíè. Â ýòè óðàâíåíèÿ òàêæå áóäóò âõîäèòü 2s ïîñòîÿííûõ
èíòåãðèðîâàíèÿ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è ìåõà-
íèêè äëÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ çàäàííîé ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà.

Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïîëíûé èíòåãðàë óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ íàõîäèòñÿ ìåòîäîì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ,
êîãäà ðåøåíèå èùåòñÿ êàê ñóììà ôóíêöèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ çàâè-
ñèò òîëüêî îò îäíîé ïåðåìåííîé, è ôóíêöèÿS çàïèñûâàåòñÿ â ôîðìå

S(qi, t) = fo(t) + f1(q1) + f2(q2) + . . . + fs(qs). (7.33)

Åñëè ðåøåíèÿ â òàêîì âèäå ìîæíî íàéòè, òî ãîâîðÿò, ÷òî ïåðåìåí-
íûå ïîëíîñòüþ ðàçäåëÿþòñÿ. ×àùå âñòðå÷àþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà îòäå-
ëÿþòñÿ òîëüêî íåêîòîðûå ïåðåìåííûå. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ôóíêöèÿ
Ãàìèëüòîíà ÿâíî íå çàâèñèò îò âðåìåíè, òî îòäåëÿåòñÿ âðåìÿ. Ðåøå-
íèå èùåòñÿ â ôîðìåS = fo(t)+W (qi). Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè
ïðèíèìàåò âèä

dfo

dt
= −H(qi,

∂W

∂qi
). (7.34)

Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ðàâíà ýíåðãèè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû. Åñëè ôóíê-
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öèÿ Ãàìèëüòîíà íå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè, òî ýíåðãèÿ ñîõðàíÿåòñÿ,
è óðàâíåíèå (7.34) ïðèâîäèò ê äâóì óðàâíåíèÿì:

dfo

dt
= −E, H(qi,

∂W

∂qi
) = E. (7.35)

Ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé èìååò ðåøåíèåfo = −Et. Ïîýòîìó îñòàåòñÿ
ðåøèòü òîëüêî âòîðîå óðàâíåíèå è çàïèñàòü ðåøåíèå â ôîðìå

S = −Et + W (qi). (7.36)
Ðàññìîòðèì ñåé÷àñ ðåøåíèå çàäà÷è î ãàðìîíè÷åñêîì îñöèëëÿòîðå

ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ.
Ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà äëÿ ýòîé çàäà÷è äàåòñÿ ôîðìóëîé (7.26). Ïî-
ñêîëüêó ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà ÿâíî íå çàâèñèò îò âðåìåíè, òî ôóíê-
öèþ S âûáèðàåì â ôîðìå (7.36). Óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè W èìååò
âèä

1

2m


dW

dq




2

+
mω2q2

2
= E. (7.37)

Íàõîäèì ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ è çàïèñûâàåì ôóíêöèþS:

S = −Et +
∫

√√√√√2m(E − 1

2
mω2q2) dq. (7.38)

Â ðåøåíèå (7.38) âõîäèò îäíà ïîñòîÿííàÿ èíòåãðèðîâàíèÿE. Ñîãëàñ-
íî ïîëîæåíèÿì ìåòîäà óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà�ßêîáè áåðåì ÷àñòíóþ
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ïðîèçâîäíóþ ïî ýòîé ïîñòîÿííîé è ïðèðàâíèâàåì åå ê íîâîé ïîñòî-
ÿííîé:

∂S

∂E
= −t +

∫
(2mE −m2ω2q2)−

1
2mdq = C (7.39)

Îñòàåòñÿ ïîñ÷èòàòü íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë è èç ïîëó÷åííîãî âû-
ðàæåíèÿ íàéòè q. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì îáû÷íîå óðàâíåíèå ìàëûõ
êîëåáàíèé, â êîòîðîì àìïëèòóäà âûðàæåíà ÷åðåç ýíåðãèþ êîëåáàíèé:

q =

√√√√√ 2E

mω2
sin(ω(t + C)). (7.40)

7.5. Çàäà÷è

7.1. Íàéòè ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà è çàïèñàòü êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ñ ìàññîé m, äâèæóùåéñÿ â ïîòåíöèàëüíîì
ïîëå U , â ñëåäóþùèõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò:
(a) äåêàðòîâûõ;
(b) öèëèíäðè÷åñêèõ;
(c) ñôåðè÷åñêèõ;
(d) ïàðàáîëè÷åñêèõ íà ïëîñêîñòè, ââåäåííûõ ôîðìóëàìè:

x = ξη, y = 1
2(ξ

2 − η2).
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7.2. Íàïèñàòü ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà è êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, åñëè
ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ðàâíà:
(a) L = m

2 (ẋ2 + ẏ2) + c(xẏ − yẋ)− k
2(x

2 + y2),
(b) L = −mc2

√
1− v2

c2
.

7.3. Ïðîèíòåãðèðîâàòü êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ è íàéòè çàêîí äâè-
æåíèÿ ÷àñòèöû, ôóíêöèÿ Ãàìèëüòîíà êîòîðîé ðàâíà

H =
p2

2
+

k

2
x2 + λ(

p2

2
+

k

2
x2)2.

7.4. Íàéòè ôóíêöèþ Ãàìèëüòîíà è çàïèñàòü êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ
ñôåðè÷åñêîãî ìàÿòíèêà äëèíîé l è ñ ìàññîé m. (Ñôåðè÷åñêèé
ìàÿòíèê � ýòî ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà íà ïîäâåñå, ñîâåðøàþùàÿ
íåïëîñêîå äâèæåíèå.)

7.5. Âû÷èñëèòü ñëåäóþùèå ñêîáêè Ïóàññîíà:

(xi, xj), (pi, xj), (Mi, xj), (Mi, pj), (Mi,Mj),

ãäå xi, pi, Mi � ñîîòâåòñòâåííî äåêàðòîâû êîìïîíåíòû ðàäèóñà-
âåêòîðà, èìïóëüñà è ìîìåíòà èìïóëüñà ìàòåðèàëüíîé òî÷êè ìàñ-
ñû m.
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7.6. Ñâîáîäíàÿ òî÷êà ñ ìàññîém äâèæåòñÿ â ïîëå ñèëû òÿæåñòè. Ñî-
ñòàâèòü äëÿ íåå óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà�ßêîáè â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ. íàéòè åãî ïîëíûé èíòåãðàë è ïåðâûå èíòåãðàëû óðàâíå-
íèé äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè.



Ãëàâà 8

Ìåõàíèêà ñïëîøíîé ñðåäû

8.1. Ìåòîä Ýéëåðà îïèñàíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû

Ìåõàíèêà ñïëîøíîé ñðåäû èçó÷àåò äâèæåíèå ãàçîîáðàçíûõ, æèä-
êèõ è òâåðäûõ äåôîðìèðóåìûõ òåë. Ïðè ýòîì íå ó÷èòûâàåòñÿ ìîëå-
êóëÿðíîå ñòðîåíèå âåùåñòâà, à ïðåäïîëàãàåòñÿ åãî íåïðåðûâíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå. Â ñïëîøíîé ñðåäå ìîæíî âûäåëèòü ìàëûé îáúåì∆V ,
èìåþùèé ìàññó ∆m, è óñòðåìèòü ∆V ê íóëþ. Â ýòîì ïðåäåëå âûäå-
ëåííûé îáúåì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòåðèàëüíóþ òî÷êó, èëè
÷àñòèöó ñïëîøíîé ñðåäû. Ñïëîøíàÿ ñðåäà ñîñòîèò èç áåñêîíå÷íîãî
÷èñëà òàêèõ ÷àñòèö è, ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòå-
ìîé ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû. Ãðàíèöû ìåæäó ÷àñòè-
öàìè íå îïðåäåëåíû, è ïîýòîìó ÷àñòèöû íåëüçÿ ïåðåñ÷èòàòü. Äëÿ òî-

154
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ãî ÷òîáû ðàçëè÷àòü îòäåëüíûå ÷àñòèöû ñïëîøíîé ñðåäû, ìîæíî âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèì ïðèåìîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â íà÷àëüíûé
ìîìåíò âðåìåíè ïîëîæåíèå êàæäîé ÷àñòèöû èçâåñòíî è îïðåäåëÿåò-
ñÿ òðåìÿ êîîðäèíàòàìè: xo, yo, zo, èëè ðàäèóñîì-âåêòîðîì ~ro. Â ëþ-
áîé äðóãîé ìîìåíò âðåìåíè ïîëîæåíèå ýòèõ ÷àñòèö áóäåò çàäàâàòü-
ñÿ ðàäèóñîì-âåêòîðîì ~r(t, ~ro). Çäåñü êîîðäèíàòû xo, yo, zo ðàäèóñà-
âåêòîðà ~ro âûäåëÿþò èíäèâèäóàëüíóþ ÷àñòèöó ñðåäû. Îíè çàìåíÿ-
þò íîìåð ÷àñòèöû, èñïîëüçóåìûé â ìåõàíèêå ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ
òî÷åê. Îäíàêî â îòëè÷èå îò íîìåðà ÷àñòèöû íà÷àëüíûå ïàðàìåòðû
xo, yo, zo èçìåíÿþòñÿ íåïðåðûâíî. Âûäåëèâ òàêèì ñïîñîáîì îòäåëü-
íûå ÷àñòèöû ñïëîøíîé ñðåäû, äëÿ íèõ ìîæíî âû÷èñëèòü ðàçëè÷-
íûå ìåõàíè÷åñêèå âåëè÷èíû. Íàïðèìåð, ñêîðîñòü è óñêîðåíèå ÷àñòèö
ñïëîøíîé ñðåäû îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì:

~v =
∂~r

∂t

∣∣∣∣∣∣
~ro=const

=
d~r

dt
, ~w =

∂~v

∂t

∣∣∣∣∣∣
~ro=const

=
d~v

dt
. (8.1)

×àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðè~ro = const â ìåõàíèêå ñïëîøíûõ ñðåä íàçû-
âàåòñÿ ïîëíîé ïðîèçâîäíîé è îáîçíà÷àåòñÿ êàê ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ.
Ìåòîä îïèñàíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû, êîãäà âñå õàðàêòåðèñòèêè ñïëîø-
íîé ñðåäû îòñëåæèâàþòñÿ èç íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè, íàçûâàåòñÿ
ìåòîäîì Ëàãðàíæà.

Ïî èçâåñòíîé çàâèñèìîñòè~r(t, ~ro) ìîæíî íàéòè çàâèñèìîñòü~ro(t, ~r).
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Ïîäñòàíîâêà çàâèñèìîñòè ~ro(t, ~r) â ôîðìóëû (8.1) ïðèâåäåò ê òîìó,
÷òî ñêîðîñòü è óñêîðåíèå áóäóò çàâèñåòü îò âðåìåíè t è ðàäèóñà-
âåêòîðà ~r. Òàêèì îáðàçîì, îò çàäàíèÿ âåëè÷èí äëÿ îòìå÷åííûõ ÷à-
ñòèö ñïëîøíîé ñðåäû ñîâåðøàåòñÿ ïåðåõîä ê çàäàíèþ òåõ æå âåëè÷èí
âî âñåõ òî÷êàõ ïðîñòðàíñòâà, ãäå èìååòñÿ ñïëîøíàÿ ñðåäà. Â ðåçóëü-
òàòå ïîëó÷àþòñÿ çàäàííûìè ïîëå ñêîðîñòåé, ïîëå óñêîðåíèé è ïîëÿ
äðóãèõ âåëè÷èí, õàðàêòåðèçóþùèõ ñïëîøíóþ ñðåäó. Ìåòîä îïèñàíèÿ
ñïëîøíîé ñðåäû, êîãäà âñå õàðàêòåðèñòèêè ñïëîøíîé ñðåäû çàäàþò-
ñÿ êàê ôóíêöèè êîîðäèíàò è âðåìåíè áåçîòíîñèòåëüíî ê òîìó, êàêèå
÷àñòèöû ñïëîøíîé ñðåäû îíè îïèñûâàþò, íàçûâàåòñÿìåòîäîì Ýé-
ëåðà.

Ïðè îïèñàíèè ñïëîøíîé ñðåäû ïî ìåòîäó Ýéëåðà äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ïîëíûõ ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè äëÿ îòäåëüíûõ ÷àñòèö ñïëîø-
íîé ñðåäû ñëåäóåò ðàäèóñ-âåêòîð ~r, âõîäÿùèé â àðãóìåíò ôóíêöèé,
ïðåäñòàâèòü êàê ðàäèóñ-âåêòîð îòìå÷åííîé ÷àñòèöû ñïëîøíîé ñðåäû
~r(t, ~ro). Íàïðèìåð, åñëè ïëîòíîñòü ñïëîøíîé ñðåäû çàäàíà ïî ìåòî-
äó Ýéëåðà êàê ôóíêöèÿ êîîðäèíàò è âðåìåíè ρ(~r, t), òî âû÷èñëåíèå
ïîëíîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò íåå äàåò

dρ

dt
=

∂ρ(~r(~ro, t), t)

∂t

∣∣∣∣∣∣∣
~ro=const

=
∂ρ

∂t

∣∣∣∣∣∣
~r=const

+ (~v∇)ρ, (8.2)
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∇ = ~i
∂

∂x
+~j

∂

∂y
+ ~k

∂

∂z
.

Ïî òîìó æå ïðàâèëó âû÷èñëÿåòñÿ ïîëå óñêîðåíèé ñïëîøíîé ñðåäû:

~w =
d~v

dt
=

∂~v

∂t
+ (~v∇)~v. (8.3)

8.2. Äèôôåðåíöèàëüíûå è èíòåãðàëüíûå
ñîîòíîøåíèÿ, ïîäâèæíûé îáúåì

Â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû ìíîãèå âåëè÷èíû çàäàþòñÿ ñâîè-
ìè ïëîòíîñòÿìè. Íàïðèìåð, ïëîòíîñòü ìàññû, ïëîòíîñòü èìïóëüñà
è ïëîòíîñòü ìîìåíòà èìïóëüñà îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì:

ρ = lim
∆V→0

∆m

∆V
, lim

∆V→0

∆~p

∆V
= ρ~v, lim

∆V→0

∆ ~M

∆V
= ρ[~r × ~v]. (8.4)

Òîãäà òå æå âåëè÷èíû äëÿ êîíå÷íîãî îáúåìà ñïëîøíîé ñðåäû ïîëó-
÷àþòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ïî îáúåìó:

m =
∫

V

ρ dV, ~p =
∫

V

ρ~v dV, ~M =
∫

V

ρ[~r × ~v] dV. (8.5)

Óðàâíåíèÿ ìåõàíèêè ñïëîøíîé ñðåäû òàêæå ìîãóò áûòü çàïèñàíû
â äèôôåðåíöèàëüíîé è èíòåãðàëüíîé ôîðìàõ. Îáúåì, ïî êîòîðîìó
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âåäåòñÿ èíòåãðèðîâàíèå, ìîæåò áûòü ôèêñèðîâàííûì èëè ïîäâèæ-
íûì. Ïîä ïîäâèæíûì îáúåìîì â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû ïîíèìà-
þò îáúåì, êîòîðûé äâèæåòñÿ âìåñòå ñî ñïëîøíîé ñðåäîé. Ïîýòîìó
÷àñòèöû ñïëîøíîé ñðåäû íå ïåðåñåêàþò ïîâåðõíîñòü, îãðàíè÷èâàþ-
ùóþ ïîäâèæíûé îáúåì.

-
-

v∆t

V (t)

dS
~n

~v

dVS

�

Ðèñ. 8.1

Ïðè âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè ïî ïîäâèæíîìó îáúåìó
íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî ñ òå÷åíèåì âðåìåíè ïîäâèæíûé îáúåì
ìîæåò èçìåíèòüñÿ. Êàê âèäíî èç ðèñ. 8.1, çà âðåìÿ ∆t ïëîùàäêà dS

ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷èâàþùåé îáúåì, ñìåñòèòñÿ íà ðàññòîÿíèåv∆t.
Çà ñ÷åò ýòîãî ñìåùåíèÿ îáúåì óâåëè÷èòñÿ íà dVS = ~v~n∆t dS. Âñå
èçìåíåíèå îáúåìà ïîëó÷àåòñÿ èíòåãðèðîâàíèåì ýòîãî óâåëè÷åíèÿ ïî
çàìêíóòîé ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷èâàþùåé ïîäâèæíûé îáúåì:

∆V =
∮

S

dVS = ∆t
∮

S

~v~n dS. (8.6)
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Åñëè íåêîòîðàÿ âåëè÷èíàA çàäàíà îáúåìíîé ïëîòíîñòüþρA è âû÷èñ-
ëåíà èíòåãðèðîâàíèåì ïî ïîäâèæíîìó îáúåìóV (t), òî åå ïðèðàùåíèå
çà âðåìÿ ∆t ñêëàäûâàåòñÿ èç äâóõ ÷àñòåé: ïðèðàùåíèÿ, âûçâàííîãî
èçìåíåíèåì ïëîòíîñòè âíóòðè îáúåìà, è ïðèðàùåíèÿ çà ñ÷åò èçìåíå-
íèÿ îáúåìà:

∆A = ∆t
∫

V (t)

∂ρA

∂t
dV + ∆t

∮

S

ρA~v~n dS. (8.7)

Ðàçäåëèâ ñîîòíîøåíèå (8.7) íà ∆t è óñòðåìèâ ∆t ê íóëþ, ïîëó÷èì
ïðîèçâîäíóþ îò âåëè÷èíû A, âû÷èñëåííîé ïî ïîäâèæíîìó îáúåìó:

dA

dt
=

∫

V (t)

∂ρA

∂t
dV +

∮

S

ρA~v~n dS. (8.8)

Ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë â ôîðìóëå (8.8) ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Îñòðî-
ãðàäñêîãî�Ãàóññà ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â îáúåìíûé:

∮

S

ρA~v~n dS =
∫

V

∇(ρA~v) dV. (8.9)

Ïîäñòàíîâêà ýòîãî îáúåìíîãî èíòåãðàëà â ðàâåíñòâî (8.8) ïðèâîäèò
ê ñëåäóþùèì âûðàæåíèÿì äëÿ ïðîèçâîäíîé ïî ïîäâèæíîìó îáúåìó:

dA

dt
=

∫

V (t)

(
∂ρA

∂t
+∇(ρA~v)) dV =

∫

V (t)

(
dρA

dt
+ ρA∇~v) dV. (8.10)
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Ïåðåõîä îò îäíîé ôîðìû ê äðóãîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè ñî-
îòíîøåíèÿ (8.2).

Åñëè ïîëîæèòü ρA = 1, òî âåëè÷èíà A ðàâíà ïîäâèæíîìó îáúåìó,
è ôîðìóëà (8.10) äàåò ïðîèçâîäíóþ îò ïîäâèæíîãî îáúåìà, êîòîðàÿ
ðàâíà

dV

dt
=

∫

V (t)

∇~v dV. (8.11)

Åñëè ∇~v = 0, òî âåëè÷èíà ïîäâèæíîãî îáúåìà îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé
ïðè äâèæåíèè ñïëîøíîé ñðåäû. Òàêàÿ ñïëîøíàÿ ñðåäà íàçûâàåòñÿ
íåñæèìàåìîé ñðåäîé.

Ïîëîæèì â ôîðìóëå (8.10) A = m. Òàê êàê ÷àñòèöû ñïëîøíîé
ñðåäû íå ïåðåñåêàþò ãðàíèö ïîäâèæíîãî îáúåìà, òî m = const, è
ïðîèçâîäíàÿ îò ìàññû ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó íóëþ äîëæíû áûòü ðàâ-
íû ïîäûíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ â (8.10), ÷òî äàåò óðàâíåíèÿ

∂ρ

∂t
+∇(ρ~v) = 0,

dρ

dt
+ ρ∇~v = 0. (8.12)

Óðàâíåíèÿ (8.12) íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè íåðàçðûâíîñòè è âûðà-
æàþò ñîáîé çàêîí ñîõðàíåíèÿ ìàññû. Òàêèå æå óðàâíåíèÿ âûïîëíÿ-
þòñÿ äëÿ ëþáîé ôèçè÷åñêîé âåëè÷èíû (íàïðèìåð çàðÿäà), êîòîðàÿ
îñòàåòñÿ ïîñòîÿííîé âíóòðè ïîäâèæíîãî îáúåìà.
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Íàéäåì ñåé÷àñ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îò èìïóëüñà ñïëîøíîé
ñðåäû, çàêëþ÷åííîé â ïîäâèæíîì îáúåìå. Èç îïðåäåëåíèÿ èìïóëüñà
(8.5) è âûðàæåíèÿ (8.10) äëÿ ïðîèçâîäíîé èìååì

d~p

dt
=

d

dt

∫

V (t)

ρ~v dV =
∫

V (t)

(ρ
d~v

dt
+ ~v(

dρ

dt
+ ρ∇~v)) dV. (8.13)

Ñóììà âî âíóòðåííèõ ñêîáêàõ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà (8.13) îáðàùà-
åòñÿ â íóëü âñëåäñòâèå óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè (8.12). Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷àåì

d~p

dt
=

∫

V (t)

ρ
d~v

dt
dV. (8.14)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîèçâîäíàÿ îò ìîìåíòà
èìïóëüñà êîíå÷íîãî îáúåìà ñïëîøíîé ñðåäû âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìó-
ëå

d ~M

dt
=

∫

V (t)

ρ[~r × d~v

dt
] dV. (8.15)
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8.3. Ìàëûå äåôîðìàöèè è âðàùåíèÿ ñïëîøíîé
ñðåäû

Ðàññìîòðèì ñìåùåíèå ìàëîãî îáúåìà ñïëîøíîé ñðåäû (ðèñ.8.2).
Çäåñü 0 � íåêîòîðàÿ âûäåëåííàÿ òî÷êà ñïëîøíîé ñðåäû, êîîðäèíàòû
êîòîðîé ïðèáëèæåííî ìîæíî ñ÷èòàòü êîîðäèíàòàìè ìàëîãî îáúåìà.
Âåêòîð ~a ïðîâåäåí èç òî÷êè 0 â ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó îáúåìà. Ïî-
ñëå ñìåùåíèÿ îíè çàíèìàþò íîâîå ïîëîæåíèå, îòìå÷åííîå øòðèõà-
ìè. Âåêòîðû ~uo è ~u çàäàþò ñîîòâåòñòâåííî ñìåùåíèÿ òî÷åê0 è êîíöà
âåêòîðà ~a. Èç ðèñ. 8.2 íàõîäèì, ÷òî

~a ′ = ~a + ~u− ~uo. (8.16)

Òî÷êó 0 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íà÷àëî ïîäâèæíîé, ñâÿçàííîé ñ
ìàëûì îáúåìîì, ñèñòåìû êîîðäèíàò. Òîãäà âåêòîð~a áóäåò ðàäèóñîì-
âåêòîðîì íà÷àëà âåêòîðà ~u. Ñ÷èòàÿ |~a| ìàëîé âåëè÷èíîé, ðàçëîæèì
âåêòîð ~u â ðÿä:

~u(~a) = ~u(0) +
∂~u

∂x
ax +

∂~u

∂y
ay +

∂~u

∂z
az = ~u(0) +

3∑

j=1

∂~u

∂xj
aj. (8.17)

Â ôîðìóëå (8.17) è â ïîñëåäóþùèõ ôîðìóëàõ ýòîãî ïàðàãðàôà ïðî-
èçâîäíûå ïî êîîðäèíàòàì âû÷èñëÿþòñÿ â òî÷êå 0. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî
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º
-

-

K

0 0
′

~uo

~u

~a ~a
′

�

Ðèñ. 8.2

ðàçëîæåíèå äëÿ âåêòîðà ñìåùåíèÿ â ôîðìóëó (8.16), ïîëó÷èì

~a ′ = ~a +
3∑

j=1

∂~u

∂xj
aj. (8.18)

Ñóììó èç âûðàæåíèÿ (8.18) ïðîåêòèðóåì íà îñü, îïðåäåëÿåìóþ èí-
äåêñîì i, è ïðåîáðàçóåì åå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

3∑

j=1

∂ui

∂xj
aj =

1

2

∑

j
(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi
)aj +

1

2

∑

j
(
∂ui

∂xj
− ∂uj

∂xi
)aj (8.19)

Ââåäåì äâå âåëè÷èíû:òåíçîð äåôîðìàöèè εij è âåêòîð ïîâîðîòà ~χ,
ñîãëàñíî ôîðìóëàì

εij =
1

2
(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi
), ~χ =

1

2
[∇× ~u]. (8.20)
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Ïðîåêöèè âåêòîðà ~χ ñòîÿò â ñêîáêàõ ïîñëåäíåé ñóììû âûðàæåíèÿ
(8.19). Ïîñëå ââåäåíèÿ ýòèõ âåëè÷èí èç ôîðìóëû (8.18) ñëåäóåò, ÷òî
ïðîåêöèÿ âåêòîðà ~a ′ íà äåêàðòîâó îñü, íîìåð êîòîðîé äàåòñÿ èíäåê-
ñîì i, ïðèíèìàåò âèä

a′i = ai +
3∑

j=1
εijaj + [~χ× ~a]i. (8.21)

Ñðàâíèâàÿ ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè (8.21) ñ ôîðìóëîé
(3.33) äëÿ èçìåíåíèÿ ðàäèóñà-âåêòîðà ~r ïðè ïîâîðîòå ìåõàíè÷åñêîé
ñèñòåìû, ìîæíî ïðèéòè ê âûâîäó, ÷òî ýòî ñëàãàåìîå îïèñûâàåò ïî-
âîðîò âåêòîðà ~a è, ñëåäîâàòåëüíî, âñåãî ìàëîãî îáúåìà íà óãîë χ

âîêðóã îñè, íàïðàâëåííîé âäîëü âåêòîðà~χ. Ïîýòîìó âåêòîð ~χ íàçâàí
âåêòîðîì ïîâîðîòà.

Ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå εij, îïèñûâàåò äåôîðìàöèþ ìàëîãî îáúå-
ìà. Äëÿ òîãî ÷òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, çàïèøåì âûðàæåíèå, àíàëîãè÷-
íîå (8.21), äëÿ íåêîòîðîãî äðóãîãî âåêòîðà~b, ïðîâåäåííîãî â ìàëîì
îáúåìå èç òî÷êè 0. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ìàëûå äåôîðìàöèè,
êîãäà âòîðûìè ñòåïåíÿìè òåíçîðà äåôîðìàöèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Â
ïðèáëèæåíèè ìàëûõ äåôîðìàöèé ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå~a ′~b ′ çàïè-
ñûâàåòñÿ â âèäå

~a ′~b ′ = ~a~b + 2
∑

i,j
εijaibj. (8.22)
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Âûáåðåì ñåé÷àñ âåêòîðû ~a è ~b ðàâíûìè è íàïðàâëåííûìè âäîëü
îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé, íàïðèìåð îñè ox. Ïóñòü äëèíà èõ äî
äåôîðìàöèè ðàâíà l. Òîãäà èç ôîðìóëû (8.22) ïîëó÷èì

l′2 = l2 + 2ε11l
2, l′ ≈ l(1 + ε11),

l′ − l

l
= ε11. (8.23)

Ñëåäîâàòåëüíî, äèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèè ðàâ-
íû îòíîñèòåëüíûì óäëèíåíèÿì îòðåçêîâ, îðèåíòèðîâàííûõ â íà÷àëü-
íîì ïîëîæåíèè âäîëü êîîðäèíàòíûõ îñåé. Ïóñòü òåïåðü âåêòîðû~a è
~b âûáðàíû åäèíè÷íûìè è îðèåíòèðîâàííûìè ñîîòâåòñòâåííî âäîëü
îñåé ox è oy. Òîãäà ~a~b = 0, è äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ
âåêòîðîâ ïîñëå äåôîðìàöèè ñîãëàñíî ôîðìóëå (8.22) íàéäåì

~a ′~b ′ = 2ε12. (8.24)
Çàïèñûâàÿ âåëè÷èíó ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ÷åðåç cos(π

2 − ϕ), ãäå
óãîë ϕ åñòü îòêëîíåíèå óãëà ìåæäó âåêòîðàìè îò ïåðâîíà÷àëüíî ïðÿ-
ìîãî óãëà, è ñ÷èòàÿ âñëåäñòâèå ìàëîñòè äåôîðìàöèé óãîëϕ ìàëûì,
ïîëó÷èì

ε12 =
1

2
~a ′~b ′ = a′b′ cos(

π

2
− ϕ) ≈ ϕ

2
. (8.25)

Íåäèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèé õàðàêòåðèçóþò ñäâèã,
èëè ñêàøèâàíèå, ïåðâîíà÷àëüíî ïðÿìûõ óãëîâ, îáðàçîâàííûõ â ìà-
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ëîì îáúåìå ñïëîøíîé ñðåäû ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì îñÿì îò-
ðåçêàìè.

Åñëè ïåðåìåùåíèå ìàëîãî îáúåìà ñïëîøíîé ñðåäû ïðîèñõîäèò çà
âðåìÿ ∆t, òî âåêòîð ñìåùåíèÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ∆~u = ~v ∆t,
ãäå ~v � ïîëå ñêîðîñòåé ñïëîøíîé ñðåäû. Äëÿ òåíçîðà äåôîðìàöèè
è âåêòîðà ïîâîðîòà çà ýòîò èíòåðâàë âðåìåíè ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ,
ñîäåðæàùèå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ñêîðîñòè:

∆εij =
1

2
(
∂vi

∂xj
+

∂vj

∂xi
) ∆t, ∆~χ =

1

2
[∇× ~v] ∆t. (8.26)

Ïîñëå äåëåíèÿ ýòèõ âûðàæåíèé íà∆t è óñòðåìëåíèÿ ∆t ê íóëþ ïðè-
õîäèì ê âåëè÷èíàì, êîòîðûå íàçûâàþòñÿòåíçîðîì ñêîðîñòè äåôîð-
ìàöèè è âåêòîðîì óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû:

dij = lim
∆t→0

∆εij

∆t
=

1

2
(
∂vi

∂xj
+

∂vj

∂xi
), ~ω = lim

∆t→0

∆~χ

∆t
=

1

2
[∇× ~v]. (8.27)

Ïîäñòàíîâêà ~v ∆t âìåñòî ~u â ôîðìóëó (8.17) ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó

~v(~a) = ~v(0) +
3∑

j=1

∂~v

∂xj
aj, (8.28)

êîòîðîå ïî ôîðìå ñîâïàäàåò ñ âûðàæåíèåì (8.18). Ïðåîáðàçóÿ ôîðìó-
ëó (8.28) òåì æå ñïîñîáîì, êàêèì ïðåîáðàçîâûâàëàñü ôîðìóëà (8.18),
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ïîëó÷èì
vi = voi +

3∑

j=1
dijaj + [~ω × ~a]i. (8.29)

Ââåäåì âåêòîð ñêîðîñòè äåôîðìàöèè ñïëîøíîé ñðåäû, ïðîåêöèè êî-
òîðîãî ðàâíû

Di =
∑

j
dijaj. (8.30)

Òîãäà âûðàæåíèå (8.29) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âåêòîðíîé ôîðìå

~v = ~vo + ~ω × ~a + ~D. (8.31)

Ýòîò ðåçóëüòàò èçâåñòåí êàê òåîðåìà Êîøè�Ãåëüìãîëüöà. Ñêîðîñòü
÷àñòèöû ñðåäû ðàçëàãàåòñÿ íà òðè ñîñòàâëÿþùèõ � ñêîðîñòü öåíòðà
÷àñòèöû ~vo, ñêîðîñòü âðàùåíèÿ âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç öåíòð
èíåðöèè ~ω × ~a, è ñêîðîñòü äåôîðìàöèè ~D.

Åñëè äåôîðìàöèÿ îòñóòñòâóåò, òî ôîðìóëà (8.31) íàïîìèíàåò ôîð-
ìóëó (6.5) äëÿ ñêîðîñòè òî÷êè òâåðäîãî òåëà. Îòëè÷èå óãëîâîé ñêîðî-
ñòè âðàùåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû îò óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ òâåð-
äîãî òåëà ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ñïëîøíîé ñðåäû óãëîâàÿ ñêîðîñòü
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êîîðäèíàò è ðàçëè÷íà äëÿ ðàçíûõ òî÷åê ñïëîø-
íîé ñðåäû.
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8.4. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû

Äëÿ âûäåëåííîãî ïîäâèæíîãî îáúåìà ñïëîøíîé ñðåäû, êàê äëÿ
ëþáîé ñèñòåìû ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê, äîëæåí âûïîëíÿòüñÿ çàêîí èç-
ìåíåíèÿ èìïóëüñà. Íà âûäåëåííûé îáúåì äåéñòâóþò äâà âèäà ñèë.
Âî ïåðâûõ, ýòî � ñèëû, äåéñòâóþùèå íà âñå ÷àñòèöû îáúåìà, èëè
ìàññîâûå ñèëû.Âî âòîðûõ, ýòî � ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ïîâåðõíîñòü
îáúåìà ñî ñòîðîíû ñîñåäíèõ ñëîåâ ñïëîøíîé ñðåäû, èëèïîâåðõíîñò-
íûå ñèëû. Ìàññîâûå ñèëû çàäàþò ïðè ïîìîùè ïëîòíîñòè ñèëû, îò-
íåñåííîé ê åäèíèöå ìàññû. Ïîâåðõíîñòíûå ñèëû çàäàþò ïðè ïîìî-
ùè ïëîòíîñòè, îòíåñåííîé ê åäèíèöå ïîâåðõíîñòè. Äðóãèìè ñëîâàìè,
ïëîòíîñòü ìàññîâûõ è ïëîòíîñòü ïîâåðõíîñòíûõ ñèë îïðåäåëÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè:

~Φ =
∆~F

∆m
=

∆~F

ρ∆V
, ~f =

∆~F

∆S
. (8.32)

Ñóììà ñèë, äåéñòâóþùèõ íà îáúåì, òîãäà îïðåäåëèòñÿ ñóììîé èíòå-
ãðàëîâ ïî îáúåìó è ïî ïîâåðõíîñòè îò ýòèõ ïëîòíîñòåé. Èñïîëüçóåì
âûðàæåíèå (8.14) äëÿ ïðîèçâîäíîé îò èìïóëüñà è çàïèøåì çàêîí èç-
ìåíåíèÿ èìïóëüñà íåêîòîðîãî ïîäâèæíîãî îáúåìà ñïëîøíîé ñðåäû â
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âèäå
∫

V (t)

ρ
d~v

dt
dV =

∫

V (t)

ρ~Φ dV +
∮

S

~f dS. (8.33)

Ïîâåðõíîñòíàÿ ñèëà ~f dS, äåéñòâóþùàÿ íà ýëåìåíòàðíóþ ïëîùàä-
êó dS ïîâåðõíîñòè, îãðàíè÷èâàþùåé âûäåëåííûé îáúåì, â îáùåì
ñëó÷àå çàâèñèò îò îðèåíòàöèè ýòîé ïëîùàäêè. Îðèåíòàöèþ ïëîùàä-
êè çàäàþò íîðìàëüþ ê íåé ~n. Çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ïîâåðõíîñòíîé
ñèëû ~f îò îðèåíòàöèè ïëîùàäêè ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â òåíçîð-
íîé ôîðìå:

fi =
3∑

j=1
σij nj. (8.34)

Çäåñü èíäåêñû îçíà÷àþò íîìåð ïðîåêöèè íà îñè äåêàðòîâîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò. Âåëè÷èíà σij ÿâëÿåòñÿ òåíçîðîì âòîðîãî ðàíãà è íàçû-
âàåòñÿ òåíçîðîì íàïðÿæåíèé. Òåíçîð íàïðÿæåíèé èãðàåò âàæíóþ
ðîëü â ìåõàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû. Ñ ïîìîùüþ òåíçîðà íàïðÿæåíèé
ðàññ÷èòûâàþòñÿ ïîâåðõíîñòíûå ñèëû, äåéñòâóþùèå â ëþáîé òî÷êå
ñïëîøíîé ñðåäû.

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå ïëîòíîñòè ïîâåðõíîñòíîé ñèëû ÷åðåç òåí-
çîð íàïðÿæåíèé (8.34) â ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë â ôîðìóëå (8.33)
è ïðåîáðàçóåì åãî â îáúåìíûé. Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ òåîðåìîé
Îñòðîãðàäñêîãî�Ãàóññà. Çàïèøåì åå âíà÷àëå â èíäåêñíîé ôîðìå äëÿ
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ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà ~A:
∮

S

~A~n dS =
∫

V

∇ ~AdV, =⇒
∮

S

∑

j
Ajnj dS =

∫

V

∑

j

∂Aj

∂xj
dV. (8.35)

Ïî àíàëîãèè ñ ïðàâîé ÷àñòüþ ôîðìóëû (8.35) ïðîåêöèè ïîâåðõíîñò-
íîé ñèëû ïðåîáðàçîâûâàþòñÿ ê îáúåìíûì èíòåãðàëàì ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

∮

S

fj dS =
∮

S

∑

j
σijnj dS =

∫

V

∑

j

∂σij

∂xj
dV (8.36)

Çàïèñûâàÿ òåïåðü óðàâíåíèå (8.33) â ïðîåêöèÿõ íà îñè äåêàðòî-
âîé ñèñòåìû êîîðäèíàò è ïðåîáðàçóÿ ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèÿ (8.36)
ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë â îáúåìíûé, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

∫

V (t)

(ρ
dvi

dt
− ρΦi −∑

j

∂σij

∂xj
) dV = 0. (8.37)

Òàê êàê ðàâåíñòâî (8.37) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ ëþáîãî ïîäâèæíî-
ãî îáúåìà, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âûðàæåíèå â ñêîáêàõ ðàâíî íóëþ.
Ýòî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

ρ
dvi

dt
= ρΦi +

∑

j

∂σij

∂xj
. (8.38)
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Òàê êàê óðàâíåíèå (8.38) âûðàæàåò çàêîí èçìåíåíèÿ èìïóëüñà, çà-
ïèñàííûé äëÿ êàæäîé òî÷êè ñïëîøíîé ñðåäû, òî îíî èãðàåò â ìå-
õàíèêå ñïëîøíîé ñðåäû òó æå ðîëü, ÷òî âòîðîé çàêîí Íüþòîíà äëÿ
ìåõàíèêè ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Óðàâíåíèå (8.38) íàçûâàåòñÿ óðàâíå-
íèåì äâèæåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû.Îíî ñâÿçûâàåò óñêîðåíèå ñïëîøíîé
ñðåäû ñ äåéñòâóþùèìè íà ñðåäó ñèëàìè è ñ íàïðÿæåíèÿìè, âîçíèêà-
þùèìè â ñïëîøíîé ñðåäå.

Çàïèøåì òåïåðü çàêîí èçìåíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà äëÿ ïîäâèæ-
íîãî îáúåìà ñïëîøíîé ñðåäû. Ïðîèçâîäíàÿ îò ìîìåíòà èìïóëüñà äà-
åòñÿ ôîðìóëîé (8.15). Â ñóììó ìîìåíòîâ ñèë âõîäÿò ìîìåíòû ìàññî-
âûõ è ïîâåðõíîñòíûõ ñèë, êîòîðûå ñîîòâåòñòâåííî áóäóò çàäàâàòüñÿ
îáúåìíûì è ïîâåðõíîñòíûì èíòåãðàëàìè. Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå çà-
êîíà èçìåíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà ïðèíèìàåò âèä

∫

V (t)

ρ[~r × d~v

dt
] dV =

∫

V (t)

ρ[~r × ~Φ] dV +
∮

S

[~r × ~f ] dS. (8.39)

Çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå â ïðîåêöèÿõ íà äåêàðòîâû îñè è ïîäñòàâèì
â ëåâóþ ÷àñòü ïðîèçâîäíóþ îò âåêòîðà ~v èç óðàâíåíèÿ (8.38). Òî-
ãäà èíòåãðàëû, ñîäåðæàùèå ìàññîâûå ñèëû â ëåâûõ è ïðàâûõ ÷àñòÿõ
óðàâíåíèé, âçàèìíî óíè÷òîæàòñÿ. Îñòàíóòñÿ òîëüêî ÷ëåíû, ñîäåð-
æàùèå òåíçîð íàïðÿæåíèé. Íàïðèìåð, ïðîåêöèÿ óðàâíåíèÿ (8.39) íà
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îñü ox ïðèìåò âèä
∫

V (t)

∑

j
(y

∂σ3j

∂xj
− z

∂σ2j

∂xj
) dV =

∮

S

∑

j
(yσ3jnj − zσ2jnj) dS. (8.40)

Åñëè ïîâåðõíîñòíûé èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (8.40) ñ ïî-
ìîùüþ òåîðåìû Îñòðîãðàäñêîãî�Ãàóññà (8.35) ïðåîáðàçîâàòü ê îáú-
åìíîìó, òî ïîñëå ñîêðàùåíèé ïîëó÷èòñÿ ðàâåíñòâî

∫

V (t)

(σ32 − σ23) dV = 0. (8.41)

Îòêóäà ñëåäóåò, ÷òîσ32 = σ23. Ïðîåêöèè íà äðóãèå îñè äàäóò óñëîâèÿ:
σ12 = σ21, σ31 = σ13. Òàêèì îáðàçîì, èç çàêîíà èçìåíåíèÿ ìîìåíòà
èìïóëüñà âûòåêàåò, ÷òî òåíçîð íàïðÿæåíèé ÿâëÿåòñÿñèììåòðè÷íûì
òåíçîðîì. Âñëåäñòâèå ñèììåòðèè îí èìååò òîëüêî øåñòü íåçàâèñè-
ìûõ êîìïîíåíò.

Òàê êàê òåíçîð íàïðÿæåíèé íå çàäàí è îïðåäåëÿåòñÿ â ïðîöåññå ðå-
øåíèÿ çàäà÷è î äâèæåíèè ñïëîøíîé ñðåäû, òî ÷èñëî íåèçâåñòíûõ â
óðàâíåíèÿõ (8.38) áîëüøå ÷èñëà óðàâíåíèé. Ïîýòîìó óðàâíåíèÿ (8.38)
äîëæíû áûòü äîïîëíåíû. Îäíèì èç òàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ óðàâíå-
íèé ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè (8.12), êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ
äëÿ ëþáîé ñïëîøíîé ñðåäû. Ïîñëå ýòîãî ïî-ïðåæíåìó ÷èñëî íåèç-
âåñòíûõ áóäåò áîëüøå ÷èñëà óðàâíåíèé. Ïîëó÷èòü íåîáõîäèìîå ÷èñëî
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óðàâíåíèé ìîæíî òîëüêî ïðèâëåêàÿ äîïîëíèòåëüíûå ãèïîòåçû î ïî-
âåäåíèè ñïëîøíîé ñðåäû. Íåîáõîäèìîñòü ïðèâëå÷åíèÿ ýòèõ ãèïîòåç
î÷åâèäíà, òàê êàê ïîä äåéñòâèåì îäíèõ è òåõ æå âíåøíèõ ñèë ðàç-
íûå ñðåäû âåäóò ñåáÿ ïî-ðàçíîìó. Â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíûõ ñîîòíî-
øåíèé, çàìûêàþùèõ ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû,
ïðèâëåêàþò óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ñâÿçûâàþò íàïðÿæåíèÿ â ñïëîøíîé
ñðåäå ñ åå äåôîðìàöèåé èëè ñêîðîñòüþ äåôîðìàöèè. Âûáîð ýòèõ ñîîò-
íîøåíèé îïðåäåëÿåò ìîäåëü ñïëîøíîé ñðåäû, êîòîðóþ áóäóò îïèñû-
âàòü óðàâíåíèÿ. Äëÿ òàêèõ ñðåä, êàê ãàçû, æèäêîñòè, óïðóãèå òåëà,
ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäåëè ïîëó÷àþòñÿ èç ïðîñòûõ ïðåäïîëîæåíèé î
ñâÿçè íàïðÿæåíèé ñ õàðàêòåðèñòèêàìè ñïëîøíîé ñðåäû.

8.5. Ïðîñòûå ìîäåëè ñïëîøíûõ ñðåä

Ñàìîé ïðîñòîé ìîäåëüþ ñïëîøíîé ñðåäû ÿâëÿåòñÿèäåàëüíàÿ æèä-
êîñòü. Îíà ïðèãîäíà äëÿ îïèñàíèÿ æèäêîñòåé è ãàçîâ ñ ìàëîé âÿçêî-
ñòüþ. Äëÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè òåíçîð íàïðÿæåíèé çàäàåòñÿ â âèäå

σij = −pδij, (8.42)
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ãäå δij � ñèìâîë Êðîíåêåðà. Âñëåäñòâèå (8.42) äëÿ ïëîòíîñòè ïîâåðõ-
íîñòíîé ñèëû ïîëó÷èì

fi = −pni, ~f = −p~n, (8.43)
òî åñòü â èäåàëüíîé æèäêîñòè ïîâåðõíîñòíàÿ ñèëà âñåãäà íàïðàâëå-
íà ïî íîðìàëè ê ïëîùàäêå. Åå âåëè÷èíà íå çàâèñèò îò îðèåíòàöèè
ïëîùàäêè è îïðåäåëÿåòñÿ îäíîé ñêàëÿðíîé ôóíêöèåép, íàçûâàåìîé
äàâëåíèåì. Äàâëåíèå � ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà. Â ôîðìóëå (8.42)
âûáðàí çíàê ìèíóñ ïîòîìó, ÷òî â ðåàëüíûõ ñïëîøíûõ ñðåäàõ, äëÿ êî-
òîðûõ ïðèãîäíà ìîäåëü èäåàëüíîé æèäêîñòè, ñèëà äàâëåíèÿ âñåãäà
íàïðàâëåíà âíóòðü âûäåëåííîãî îáúåìà ñïëîøíîé ñðåäû ïðîòèâîïî-
ëîæíî âíåøíåé íîðìàëè.

Áîëåå ïîëíî ñâîéñòâà ðåàëüíûõ æèäêîñòåé è ãàçîâ ó÷èòûâàþòñÿ â
ìîäåëè âÿçêîé æèäêîñòè.Äëÿ âÿçêîé æèäêîñòè òåíçîð íàïðÿæåíèé
îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî äàâëåíèåì, íî è òåíçîðîì ñêîðîñòè äåôîð-
ìàöèè ñïëîøíîé ñðåäû. Äëÿ âÿçêîé æèäêîñòè òåíçîð íàïðÿæåíèé
ïðèíèìàåòñÿ â ôîðìå

σij = −pδij + 2µdij + λ(
∑

k
dkk) δij, (8.44)

ãäå µ è λ � ïîñòîÿííûå êîýôôèöèåíòû, íàçûâàåìûå ïåðâûì è âòî-
ðûì êîýôôèöèåíòàìè âÿçêîñòè. Åñëè ñðåäà íåñæèìàåìà, ÷òî âû-
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ïîëíÿåòñÿ äëÿ áîëüøèíñòâà æèäêîñòåé, òî äëÿ íåå ∑
k dkk = 0 è â

âûðàæåíèè (8.44) ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå ïðîïàäàåò. Ìû îãðàíè÷èìñÿ
òîëüêî ñëó÷àåì íåñæèìàåìîé âÿçêîé æèäêîñòè.

Äëÿ ïîíèìàíèÿ, ÷òî ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ âÿçêàÿ æèäêîñòü, îïðå-
äåëåííàÿ çàâèñèìîñòüþ (8.44), ðàññìîòðèì òàêîå òå÷åíèå æèäêîñòè,
êîãäà ñêîðîñòü ÷àñòèö ïàðàëëåëüíà îñè ox è çàâèñèò òîëüêî îò êî-
îðäèíàòû y. Âûáåðåì âíóòðè æèäêîñòè îáúåì, èìåþùèé ïëîùàäêó,
íîðìàëü ê êîòîðîé ïàðàëëåëüíà îñè oy (ðèñ. 8.3). Òîãäà òåíçîð ñêî-
ðîñòè äåôîðìàöèé, òåíçîð íàïðÿæåíèé è âåêòîðû, èçîáðàæåííûå íà
ðèñ. 8.3, áóäóò èìåòü ñëåäóþùèå êîìïîíåíòû:

vx = v(y), vy = 0, vz = 0,

d12 = d21 =
1

2

∂v

∂y
, nx = 0, ny = 1, nz = 0,

σ11 = σ22 = σ33 = −p, σ12 = σ21 = µ
∂v

∂y
, (8.45)

∆fn = ∆fny = σ11 ∆S = −p ∆S,

∆fτ = ∆fτx = σ12 ∆S = µ
∂v

∂y
∆S.

Ñëåäîâàòåëüíî, â âÿçêîé æèäêîñòè íàðÿäó ñ ñèëîé äàâëåíèÿ âîçíèêà-
åò êàñàòåëüíàÿ ê âûäåëåííîé ïëîùàäêå ñèëà. Åñëè ∂v

∂y > 0, òî âåðõíèå
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ñëîè æèäêîñòè óâëåêàþò íèæíèå ñëîè ñ ñèëîé, ïðîïîðöèîíàëüíîé âå-
ëè÷èíå ýòîé ïðîèçâîäíîé. Êîýôôèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè � ýòî
êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè µ.

Ñïëîøíàÿ ñðåäà, äëÿ êîòîðîé òåíçîð íàïðÿæåíèé è òåíçîð äåôîð-
ìàöèè ñâÿçàíû ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ, íàçûâàåòñÿ èäåàëüíî óïðó-
ãèì òåëîì. Ñàìî óðàâíåíèå ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè íàçûâàåòñÿçàêî-
íîì Ãóêà, êîòîðûé äëÿ èçîòðîïíûõ ñðåä ìîæåò áûòü çàïèñàí â îäíîé
èç äâóõ ôîðì:

σij = λ(
∑

k
εkk)δij + 2µεij, (8.46)

εij =
1 + ν

E
σij − ν

E
(
∑

k
σkk) δij. (8.47)

Ïîñòîÿííûå λ è µ íàçûâàþòñÿ ïîñòîÿííûìè Ëàìå è íå èìåþò íèêà-
êîãî îòíîøåíèÿ ê òàêèì æå ïîñòîÿííûì â ìîäåëè âÿçêîé æèäêîñòè.
Ïîñòîÿííàÿ E íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì Þíãà, ïîñòîÿííàÿ ν � êîýôôè-
öèåíòîì Ïóàññîíà. Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè ñâÿçü ýòèõ äâóõ íàáîðîâ
ïîñòîÿííûõ, íåîáõîäèìî â óðàâíåíèÿõ (8.46) è (8.47) ïîëîæèòü i = j

è ïðîñóììèðîâàòü èõ. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àþòñÿ ôîðìóëû:

E = µ
3λ + 2µ

λ + µ
, ν =

λ

2(λ + µ)
. (8.48)

Äëÿ óÿñíåíèÿ ñìûñëà çàêîíà Ãóêà, çàäàâàåìîãî ôîðìóëàìè (8.46)
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-
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-

-~v
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~n

∆~fτ

∆~fn
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�

Ðèñ. 8.3

-

6

-

-

y

x

∆~fn

∆~fτ

�

Ðèñ. 8.4

è (8.47), ðàññìîòðèì ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä, ðåáðà êîòîðî-
ãî ïàðàëëåëüíû êîîðäèíàòíûì îñÿì (ðèñ. 8.4). Åñëè ïîâåðõíîñòíûå
ñèëû ïðèëîæåíû òîëüêî ïåðïåíäèêóëÿðíî ê äâóì åãî òîðöàì â íà-
ïðàâëåíèè îñè ox, òî äëÿ òåíçîðà íàïðÿæåíèé è òåíçîðà äåôîðìàöèé
ïîëó÷èì

σ11 =
∆fn

∆S
, ε11 =

1

E
σ11 =

1

E

∆fn

∆S
, ε22 = ε33 = −νε11. (8.49)

Òàê êàê ε11 � ýòî îòíîñèòåëüíîå óäëèíåíèå îáðàçöà âäîëü îñèox, òî
ôîðìóëà (8.49) äàåò èçâåñòíîå âûðàæåíèå çàêîíà Ãóêà äëÿ óäëèíåíèÿ
îáðàçöà. Îíà òàêæå ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè óäëèíåíèè îáðàçåö áóäåò
ñòàíîâèòüñÿ òîíüøå. Åñëè æå ïîâåðõíîñòíûå íàïðÿæåíèÿ ïðèëîæåíû
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ïî êàñàòåëüíîé ê òîðöàì, êàê íà ðèñóíêå âäîëü îñè ox, òî ïîëó÷èì
äåôîðìàöèþ ñäâèãà, êîòîðàÿ îïèñûâàåòñÿ ôîðìóëàìè

σ12 =
∆fτ

∆S
, ε12 =

1 + ν

E
σ12 =

1

2µ
σ12 =

1

2µ

∆fτ

∆S
. (8.50)

Ïîñêîëüêó 2µ ÿâëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ìåæäó
êàñàòåëüíûìè íàïðÿæåíèÿìè è ñäâèãàìè ñïëîøíîé ñðåäû, òî êîýô-
ôèöèåíò µ íàçûâàåòñÿ ìîäóëåì ñäâèãà.

Ðàññìîòðåííûå çäåñü ìîäåëè ñïëîøíûõ ñðåä áàçèðóþòñÿ íà çíà÷è-
òåëüíîé èäåàëèçàöèè ñâîéñòâ ðåàëüíûõ ñðåä. Ïîñòðîåíèå áîëåå ïîë-
íûõ ìîäåëåé òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ çàêîíîâ òåðìîäèíàìèêè è âûõîäèò
çà ðàìêè ìåõàíèêè.

8.6. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè ïîëó÷àåòñÿ, åñëè â óðàâ-
íåíèå äâèæåíèÿ ñïëîøíîé ñðåäû (8.38) ïîäñòàâèòü òåíçîð íàïðÿæå-
íèé (8.42) èäåàëüíîé æèäêîñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì óðàâíåíèå

d~v

dt
= ~Φ− 1

ρ
∇p. (8.51)

Îíî ñîäåðæèò ïÿòü íåèçâåñòíûõ âåëè÷èí: òðè ïðîåêöèè ñêîðîñòè,
ïëîòíîñòü ñðåäû è äàâëåíèå. Òðåõ ïðîåêöèé óðàâíåíèÿ (8.51) íåäî-
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ñòàòî÷íî äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìó óðàâíåíèå (8.51) äîïîëíÿåòñÿ
óðàâíåíèåì íåðàçðûâíîñòè è åùå îäíèì óðàâíåíèåì, â êà÷åñòâå êî-
òîðîãî îáû÷íî áåðåòñÿ çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè îò äàâëåíèÿρ = ρ(p).
Æèäêîñòü, ïëîòíîñòü êîòîðîé çàâèñèò òîëüêî îò äàâëåíèÿ, íàçûâàåò-
ñÿ áàðîòðîïíîé æèäêîñòüþ. Óðàâíåíèå (8.51) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è ïîýòîìó äîëæíî áûòü äîïîëíåíî ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè. Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè
â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå âîçìîæíî òîëüêî â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ. Äëÿ
áîëüøèíñòâà ðåàëüíûõ çàäà÷ ðåøåíèå ïîëó÷àåòñÿ ÷èñëåííûìè ìåòî-
äàìè. Ðàññìîòðèì äâà ïðîñòûõ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ.

Åñëè æèäêîñòü ïîêîèòñÿ, òî óðàâíåíèå (8.51) ïåðåõîäèò â óðàâíå-
íèå ãèäðîñòàòèêè:

~Φ =
1

ρ
∇p. (8.52)

Äëÿ áàðîòðîïíîé æèäêîñòè åãî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
~Φ = ∇

∫ dp

ρ(p)
. (8.53)

Â óðàâíåíèè (8.53) ñïðàâà ñòîèò ãðàäèåíò. Ïîýòîìó ýòî óðàâíåíèå
èìååò ðåøåíèå òîëüêî òîãäà, êîãäà è ñëåâà ñòîèò ãðàäèåíòíûé âåêòîð,
òî åñòü, êîãäà ñèëà èìååò ïîòåíöèàë: ~Φ = −∇u. Òîãäà èç ðàâåíñòâà
äâóõ ãðàäèåíòîâ ñëåäóåò óñëîâèå, êîòîðîå ïîçâîëÿåò íàéòè äàâëåíèå
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â èäåàëüíîé æèäêîñòè, íàõîäÿùåéñÿ â ïîòåíöèàëüíîì ïîëå:

u +
∫ dp

ρ(p)
= const (8.54)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîòåíöèàëüíîå ïîëå � ýòî ïîëå ñèëû òÿæåñòè,
æèäêîñòü íåñæèìàåìà è îñü oz íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî ââåðõ, òî
èç (8.54) ïîëó÷èì îáû÷íóþ ôîðìóëó äëÿ äàâëåíèÿ æèäêîñòè, íàõî-
äÿùåéñÿ â ïîëå ñèëû òÿæåñòè,

u = gz, p = const− ρgz. (8.55)

Íàéäåì ñåé÷àñ îäíî èç ÷àñòíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ èäå-
àëüíîé æèäêîñòè äëÿ ñëó÷àÿ äâèæóùåéñÿ æèäêîñòè. Ïîëíàÿ ïðîèç-
âîäíàÿ ïî âðåìåíè â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (8.51) ìîæåò áûòü çàïè-
ñàíà â ôîðìå

d~v

dt
=

∂~v

∂t
+ (~v∇)~v =

∂~v

∂t
+∇v2

2
+ 2~ω × ~v. (8.56)

Åñëè âíåøíèå ñèëû ïîòåíöèàëüíû, òî óðàâíåíèå (8.56) äîïóñêàåò áåç-
âèõðåâîå äâèæåíèå, êîãäà ~ω = 0, è, ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð ñêîðîñòè
èìååò ïîòåíöèàë ~v = ∇ϕ. Åñëè æèäêîñòü áàðîòðîïíà, òî ïðè âñåõ
ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èäåàëüíîé æèäêî-
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ñòè çàïèñûâàåòñÿ â ôîðìå

∇(
∂ϕ

∂t
+

v2

2
+ u +

∫ dp

ρ
) = 0. (8.57)

Ïåðâûì èíòåãðàëîì óðàâíåíèÿ (8.57) ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî
∂ϕ

∂t
+

v2

2
+ u +

∫ dp

ρ
= f (t). (8.58)

Ôóíêöèÿ f (t) îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûìè äàííûìè. Ðåøåíèå (8.58) íà-
çûâàåòñÿ ðåøåíèåì Êîøè. Åñëè äâèæåíèå èäåàëüíîé æèäêîñòè ñòà-
öèîíàðíî è âñå õàðàêòåðèñòèêè ñðåäû íå çàâèñÿò îò âðåìåíè, òî ðå-
øåíèå Êîøè ïåðåõîäèò â ðåøåíèå Áåðíóëëè:

v2

2
+ u +

∫ dp

ρ
= const. (8.59)

Äëÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè, íàõîäÿùåéñÿ â ïîëå ñèëû òÿæåñòè, ðå-
øåíèå Áåðíóëëè ïðèíèìàåò èçâåñòíûé èç ýëåìåíòàðíîé ôèçèêè âèä:

ρ
v2

2
+ ρgz + p = const. (8.60)

8.7. Çâóêîâûå âîëíû â èäåàëüíîé æèäêîñòè

Ðàññìîòðèì ðàñïðîñòðàíåíèå íåáîëüøèõ âîçìóùåíèé ïî èäåàëü-
íîé áàðîòðîïíîé æèäêîñòè. Áóäåì ñ÷èòàòü ÷òî äàâëåíèå è ïëîòíîñòü
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òîëüêî íà ìàëûå äîáàâêè p′ è ρ′ îòëè÷àþòñÿ îò ïîñòîÿííûõ äàâëåíèÿ
po è ïëîòíîñòè ρo â ïîêîÿùåéñÿ æèäêîñòè, òî åñòü

p = po + p′, ρ(po + p′) ≈ ρo +
1

c2
p′. (8.61)

Â ôîðìóëå (8.61) èñïîëüçîâàíî ðàçëîæåíèå ôóíêöèè ρ(p) â ðÿä ïî
ìàëîìó ïàðàìåòðó p′ è ââåäåíî îáîçíà÷åíèå

1

c2
=

dp

dρ

∣∣∣∣∣∣
po

. (8.62)

Âíåøíèå ñèëû îêàçûâàþò ìàëîå âëèÿíèå íà ðàñïðîñòðàíåíèå çâóêî-
âûõ âîëí. Ïîýòîìó áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïëîòíîñòü ìàññîâûõ ñèë ~Φ

ðàâíà íóëþ. Êðîìå òîãî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñêîðîñòè ñìåùåíèÿ îò-
äåëüíûõ ÷àñòèö ñïëîøíîé ñðåäû ìàëû, è ïîýòîìó ìîæíî ïðåíåáðå÷ü
âòîðûìè ñòåïåíÿìè ñêîðîñòåé è ïðîèçâåäåíèÿìè vp′. Ïðè âñåõ ñäå-
ëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè
ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñîãëàñíî ôîðìóëå (8.56) ìîæåò áûòü ïðèáëèæåí-
íî çàìåíåíà íà ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ. Â ðåçóëüòàòå óðàâíåíèå äâè-
æåíèÿ èäåàëüíîé æèäêîñòè (8.51) è óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè (8.12)
çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

∂~v

∂t
= − 1

ρo
∇p′,

∂ρ′

∂t
=

1

c2

∂p′

∂t
= −ρo∇~v. (8.63)
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Óìíîæèì òåïåðü ïåðâîå èç óðàâíåíèé (8.63) íà ρo è ïðèìåíèì ê åãî
îáåèì ÷àñòÿì îïåðàòîð∇. Âòîðîå óðàâíåíèå èç (8.63) ïðîäèôôåðåí-
öèðóåì ïî âðåìåíè. Ïîñêîëüêó ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè è ïî
êîîðäèíàòàì ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü, òî ÷àñòè ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé,
ñîäåðæàùèå ñêîðîñòü, áóäóò ðàâíû. Èç ýòîãî ñëåäóåò ðàâåíñòâî

∆p′ − 1

c2

∂2p′

∂t2
= 0, (8.64)

ãäå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà.
Óðàâíåíèå (8.64) � ýòî âîëíîâîå óðàâíåíèå. Åãî ðåøåíèåì ÿâëÿ-

þòñÿ çâóêîâûå âîëíû.Ñëåäîâàòåëüíî, ìàëûå âîçìóùåíèÿ äàâëåíèÿ â
èäåàëüíîé æèäêîñòè ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ â âèäå çâóêîâûõ âîëí. Âåëè-
÷èíà c, îïðåäåëåííàÿ ñîãëàñíî (8.62) ÿâëÿåòñÿ ñêîðîñòüþ ðàñïðîñòðà-
íåíèÿ çâóêîâîé âîëíû, èëè ñêîðîñòüþ çâóêà.Ñêîðîñòü çâóêà ðàçëè÷-
íà â ðàçëè÷íûõ ñðåäàõ è îïðåäåëÿåòñÿ ñæèìàåìîñòüþ ýòèõ ñðåä. Åñëè
ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè çâóêîâîé âîëíû â âîçäóõå äàâëå-
íèå è îáúåì ñâÿçàíû óðàâíåíèåì àäèàáàòû, òî ôîðìóëà (8.62) äàåò
ïðàâèëüíîå çíà÷åíèå äëÿ ñêîðîñòè çâóêà â âîçäóõå.



ÃËÀÂÀ 8. ÌÅÕÀÍÈÊÀ ÑÏËÎØÍÎÉ ÑÐÅÄÛ 184

8.8. Çàäà÷è

8.1. Íàéòè òåíçîð ìàëûõ äåôîðìàöèé è âåêòîð ïîâîðîòà äëÿ âåêòîðà
ñìåùåíèÿ

~u = (x− z)~i + (y + z)~j − xy ~k.

8.2. Íàéòè â ýéëåðîâîé ôîðìå ñêîðîñòü è óñêîðåíèå ñïëîøíîé ñðåäû,
çàâèñèìîñòü ïëîòíîñòè ñðåäû îò âðåìåíè, åñëè äâèæåíèå ñðåäû
â ëàãðàíæåâîé ôîðìå çàäàíî óðàâíåíèÿìè:

x = xo(1 + t), y = yo(1 + t)2, z = zo(1 + t)3.

8.3. Íàéòè òåíçîð ñêîðîñòè äåôîðìàöèè è âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè
âðàùåíèÿ ñðåäû, ïîëå ñêîðîñòåé êîòîðîé äàåòñÿ ôîðìóëîé

~v = (x2y + y3)~i− (x3 + xy2)~j.

8.4. Ïîëå ñêîðîñòåé ñïëîøíîé ñðåäû çàäàíî ôîðìóëàìè:

vx = −yF (r), vy = xF (r), vz = 0, r =
√
x2 + y2.

Íàéòè: à) çàêîí äâèæåíèÿ è òðàåêòîðèè èíäèâèäóàëüíûõ ÷àñòèö
ñïëîøíîé ñðåäû; á) óñêîðåíèå è ñêîðîñòü âðàùåíèÿ ñïëîøíîé
ñðåäû; â) òåíçîð ñêîðîñòè äåôîðìàöèè.



ÃËÀÂÀ 8. ÌÅÕÀÍÈÊÀ ÑÏËÎØÍÎÉ ÑÐÅÄÛ 185

8.5. Çàïèñàòü óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè â äåêàðòîâûõ, öèëèíäðè÷å-
ñêèõ è ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ.

8.6. Íà ãîðèçîíòàëüíîé ïîâåðõíîñòè èìååòñÿ îòâåðñòèå, èç êîòîðîãî
ñ ïîñòîÿííûì íàïîðîì âûòåêàåò íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü, ðàñòå-
êàþùàÿñÿ ðàäèàëüíî ïî âñåé ïîâåðõíîñòè. Íàéòè ïîëå ñêîðîñòåé
è ïîëå óñêîðåíèé.

8.7. Æèäêîñòü íàõîäèòñÿ â ðåçåðâóàðå. Îäíà èç ñòåíîê ðåçåðâóàðà
ïðåäñòàâëÿåò ïðÿìîóãîëüíèê, äâå ñòîðîíû êîòîðîãî ãîðèçîíòàëü-
íû, à äâå äðóãèå íàêëîíåíû ïîä óãëîìα ê ãîðèçîíòó. Íàéòè ñèëó,
äåéñòâóþùóþ ñî ñòîðîíû æèäêîñòè íà ýòó ñòåíêó.

8.8. Íàéòè ôîðìó ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â
ñîñóäå, ðàâíîìåðíî âðàùàþùåìñÿ âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè.

8.9. Íàéòè äàâëåíèå è ïëîòíîñòü â çàâèñèìîñòè îò âûñîòû äëÿ àäèà-
áàòè÷åñêè ðàâíîâåñíîé àòìîñôåðû, óðàâíåíèå ñîñòîÿíèÿ êîòîðîé
p = kργ.

8.10. Èäåàëüíàÿ íåñæèìàåìàÿ æèäêîñòü òå÷åò ïî òðóáå ïåðåìåííîãî
ñå÷åíèÿ. Íàéòè èçìåíåíèå äàâëåíèÿ â æèäêîñòè ïðè ïåðåõîäå èç
îáëàñòè, ãäå ñêîðîñòü æèäêîñòè v1 è ñå÷åíèå òðóáû S1, â îáëàñòü
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ñ ñå÷åíèåì S2. Ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà ñå÷åíèå S2 íàõîäèòñÿ
íèæå ñå÷åíèÿ S1 íà ðàññòîÿíèè H.
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Ïðèëîæåíèå

Ï.1. Ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû íà ïëîñêîñòè

Ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû r è ϕ íà ïëîñêîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìó-
ëàìè:

x = r cos ϕ, y = r sin ϕ.

Êîîðäèíàòíûìè ëèíèÿìè ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ÿâëÿþòñÿ ëó-
÷è, âûõîäÿùèå èç íà÷àëà êîîðäèíàò, è îêðóæíîñòè ñ öåíòðîì â íà-
÷àëå êîîðäèíàò. Íà ëó÷å, ëèíèè r, óãëîâàÿ êîîðäèíàòà ϕ ïîñòîÿííà.
Íà îêðóæíîñòè, ëèíèè ϕ, ïîñòîÿíåí ðàäèóñ r. ×åðåç êàæäóþ òî÷êó
ïëîñêîñòè, èñêëþ÷àÿ íà÷àëî êîîðäèíàò, ïðîõîäÿò äâå êîîðäèíàòíûå
ëèíèè, êîòîðûå îïðåäåëÿþò ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû òî÷êè. Íà÷àëî êî-
îðäèíàò � ýòî îñîáàÿ òî÷êà. Äëÿ íåå ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû íå îïðåäå-
ëåíû. Íàïðèìåð, íà ðèñ. Ï.1 ÷åðåç òî÷êó A ïðîõîäÿò êîîðäèíàòíûå
ëèíèè r = ro è ϕ = ϕo. Åäèíè÷íûå âåêòîðû, êàñàòåëüíûå â äàííîé
òî÷êå ê êîîðäèíàòíûì ëèíèÿì, ñëóæàò áàçèñîì ïîëÿðíîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò. Ýòè âåêòîðû îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó. Ïîýòîìó ñèñòåìà
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êîîðäèíàò íàçûâàåòñÿ îðòîãîíàëüíîé. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðîåêöèé íåêî-
òîðîãî âåêòîðà íà áàçèñ ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò íåîáõîäèìî â
òî÷êå, ãäå çàäàí âåêòîð, ïîñòðîèòü áàçèñíûå âåêòîðû è ñïðîåêòèðî-
âàòü âåêòîð íà íàïðàâëåíèÿ, îïðåäåëÿåìûå áàçèñíûìè âåêòîðàìè.
Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ áàçèñà è ïîëó÷åíèÿ ïðîåêöèé âåêòîðà ñêîðîñòè
~v â òî÷êå A ïðèâåäåí íà ðèñ. Ï.1.

Âûðàçèì ðàäèóñ-âåêòîð ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ÷åðåç ïîëÿðíûå êî-
îðäèíàòû:

~r = x~i + y~j = r cos ϕ~i + r sin ϕ~j.
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Ðàçëîæåíèå áàçèñíûõ âåêòîðîâ ïîëÿðíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïî îñÿì
äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò äàåòñÿ ôîðìóëàìè:

~er =
1

hr

∂~r

∂r
= cos ϕ~i + sin ϕ~j, hr = 1, (Ï.1)

~eϕ =
1

hϕ

∂~r

∂ϕ
= − sin ϕ~i + cos ϕ~j, hϕ = r. (Ï.2)

Êîýôôèöèåíòû hr è hϕ íàçûâàþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè Ëàìå è îïðåäå-
ëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ åäèíè÷íîñòè áàçèñíûõ âåêòîðîâ. Ôîðìóëû (Ï.1)
� (Ï.2) òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü ïóòåì ïðîåêòèðîâàíèÿ âåêòîðîâ~er è
~eϕ íà äåêàðòîâû îñè.

Ñ÷èòàÿ ðàäèóñ-âåêòîð ~r ôóíêöèåé êîîðäèíàò r è ϕ, çàïèøåì åãî
äèôôåðåíöèàë. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå îò ðàäèóñà-âåêòîðà ñ ïîìîùüþ
ôîðìóë (Ï.1) � (Ï.2) âûðàçèì ÷åðåç áàçèñíûå âåêòîðû. Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì:

d~r =
∂~r

∂r
dr +

∂~r

∂ϕ
dϕ = dr ~er + rdϕ~eϕ.

Ïîñêîëüêó áàçèñíûå âåêòîðû åäèíè÷íû, òî êîýôôèöèåíòû ïðè íèõ
çàäàþò áåñêîíå÷íî ìàëûå äëèíû âäîëü ñîîòâåòñòâóþùèõ êîîðäèíàò-
íûõ ëèíèé:

dlr = dr, dlϕ = rdϕ.
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Ïîäåëèâ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ íàdt, íàéäåì ôîðìóëû äëÿ âåêòîðà
ñêîðîñòè, ïðîåêöèé âåêòîðà ñêîðîñòè è êâàäðàòà ñêîðîñòè â ïîëÿð-
íûõ êîîðäèíàòàõ:

~v = ṙ ~er + rϕ̇~eϕ, (Ï.3)

vr =
dlr
dt

= ṙ, vϕ =
dlϕ
dt

= rϕ̇, (Ï.4)
v2 = ṙ2 + r2ϕ̇2. (Ï.5)

Ï.2. Öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû

Öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ïîëó÷àþòñÿ äîáàâëåíèåì ê ïîëÿð-
íûì êîîðäèíàòàì îñè oz äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïîñêîëü-
êó îñü oz � äåêàðòîâà îñü, òî ôîðìóëû (Ï.3) � (Ï.5) ïðåòåðïåâàþò
íåçíà÷èòåëüíûå èçìåíåíèÿ:

~v = ṙ ~er + rϕ̇~eϕ + ż ~k,

vr = ṙ, vϕ = rϕ̇, vz = ż,

v2 = ṙ2 + r2ϕ̇2 + ż2.
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Ï.3. Ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû

Ïðåîáðàçîâàíèå ê ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò çàäàåòñÿ ôîð-
ìóëàìè:

x = r cos ϕ sin θ,

y = r sin ϕ sin θ,

z = r cos θ.

Âûáîð óãëîâ θ, ϕ è áàçèñíûå âåêòîðû ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäè-
íàò ïîêàçàíû íà ðèñ. Ï.2. Ðàçëîæåíèå áàçèñà ñôåðè÷åñêîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò ïî îñÿì äåêàðòîâîé ñèñòåìû êîîðäèíàò è êîýôôèöèåíòû
Ëàìå èìåþò âèä:

~er =
1

hr

∂~r

∂r
= cos ϕ sin θ~i + sin ϕ sin θ~j + cos θ ~k,

~eθ =
1

hr

∂~r

∂θ
= cos ϕ cos θ~i + sin ϕ cos θ~j − sin θ ~k,

~eϕ =
1

hϕ

∂~r

∂ϕ
= − sin ϕ sin θ~i + cos ϕ cos θ~j,

hr = 1, hθ = r, hϕ = r sin θ.
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Äèôôåðåíöèàë ðàäèóñà-âåêòîðà è áåñêîíå÷íî ìàëûå äëèíû âäîëü
êîîðäèíàòíûõ ëèíèé äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè:

d~r =
∂~r

∂r
dr +

∂~r

∂θ
dθ +

∂~r

∂ϕ
dϕ = dr ~er + rdθ ~eθ + r sin θdϕ~eϕ,

dlr = dr, dlθ = rdθ, dlϕ = r sin θdϕ.

Îòñþäà äëÿ âåêòîðà ñêîðîñòè, åå ïðîåêöèé íà áàçèñ ñôåðè÷åñêîé ñè-
ñòåìû êîîðäèíàò è êâàäðàòà ñêîðîñòè ïîëó÷àþòñÿ ôîðìóëû:

~v = ṙ ~er + rθ̇ ~eθ + r sin θϕ̇~eϕ,

vr =
dlr
dt

= ṙ, vθ =
dlθ
dt

= rθ̇, vϕ =
dlϕ
dt

= r sin θϕ̇,

v2 = ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θϕ̇2.

Ï.4. Îáùèé ñëó÷àé îðòîãîíàëüíûõ
êðèâîëèíåéíûõ êîîðäèíàò

Îáîçíà÷èì îðòîãîíàëüíûå êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû qi, ãäå i

ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ 1, 2, 3. Ôîðìóëû ïðåîáðàçîâàíèÿ ê êðèâîëèíåé-
íûì êîîðäèíàòàì çàäàþòñÿ ïðè ïîìîùè òðåõ ôóíêöèé:

x = f1(qi), y = f2(qi), z = f3(qi). (Ï.6)
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Ïðîåêöèè áàçèñíûõ âåêòîðîâ íà îñè äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò ïîëó÷à-
þòñÿ ïî ôîðìóëàì:

~ei =
1

hi

∂~r

∂qi
.

Êîýôôèöèåíòû Ëàìå hi âû÷èñëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ íîðìèðîâêè áà-
çèñíûõ âåêòîðîâ íà åäèíèöó. Îðòîãîíàëüíîñòü áàçèñíûõ âåêòîðîâ
îáåñïå÷èâàåòñÿ âûáîðîì ôóíêöèé fj(qi) â ôîðìóëàõ ïðåîáðàçîâàíèÿ
(Ï.6). Äèôôåðåíöèàë ðàäèóñà-âåêòîðà è áåñêîíå÷íî ìàëûå äëèíû
âäîëü êîîðäèíàòíûõ ëèíèé çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

d~r = h1dq1 ~e1 + h2dq2 ~e2 + h3dq3 ~e3,

dl1 = h1dq1, dl2 = h2dq2, dl3 = h3dq3.

Äëÿ âåêòîðà ñêîðîñòè, ïðîåêöèé ñêîðîñòè íà áàçèñ êðèâîëèíåéíîé
ñèñòåìû êîîðäèíàò è êâàäðàòà ñêîðîñòè ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû:

~v = h1q̇1 ~e1 + h2q̇2 ~e2 + h3q̇3 ~e3,

v1 = h1q̇1, v2 = h2q̇2, v3 = h3q̇3,

v2 = h2
1q̇

2
1 + h2

2q̇
2
2 + h2

3q̇
2
3.
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