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представленной модели, всегда меньше, чем соответствующие их значения в 

классической теории. 

Как прогиб микро-балки, так величина сдвигающих напряжений умень-

шается нелинейно с увеличением скалярного параметра длины. Уменьшение 

разницы между результатами, полученными по двум моделям (представлен-

ной и классической), при увеличении толщины балки (когда отношение hl /  

уменьшается), показывает, что размерный эффект является значительным 

только на нано шкале. 
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Введение. В данной работе проводится анализ собственных форм колеба-

ний двустенной углеродной нанотрубки (ДУНТ), находящейся в упругой среде. 

Трубка моделируется ортотропной цилиндрической оболочкой. В качестве ис-

ходных уравнений, описывающих движение ДУНТ, используются уравнения 

типа Флюгге [1], которые учитывают начальные напряжения, обусловленные 

действием внешних сил и реакцией окружающей упругой среды. При форму-

лировке уравнений физического состояния используется нелокальная теория 

упругости Эрингена [2]. Упругая среда моделируется Винклеровским основа-

нием [3]. Погрешность используемой здесь модели составляет величину поряд-

ка [4]   22
0 1

1,2
~ max ,j j

j
h R e a R


, где a =0.14нм – характерный внутренний раз-

мер решетки j
h   толщина j -ой трубки, а 1R   радиус вложенной трубки. 

Уравнения движения в перемещениях. Двустенная углеродная нано 

трубка рассматривается как система двух концентрически вложенных орто-

тропных цилиндрических оболочек с радиусами , 1, 2jR j   (где индексы 

1, 2j   отвечают внутренней и внешней трубкам соответственно). Введем ор-

тогональную систему координат x  и φ , где x – осевая координата, а φ  – угол. 

В качестве уравнений движения системы концентрически вложенных трубок 
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используем уравнения типа Флюгге [1]: 

0 2 0 2 2 20
,1 , 2 ,1 , 3 ,1 ,1 ,1 ,1

2 2 2
2 0,

j j j j j j j jj j
j j j

j j j

T T u u T u u uS S
R h

x R x R R xx t

       
        
        

 

0 2 0 2 0
, 2 , 2 , 2 , 2 , 3 ,1 , 2

2 2
1

1 1
2

j j j j j j jj j j

j j j j

T M T u u T uS H S

x R R x R R Rx

     
        
       

 

 

2 2
, 2 , 3 , 2

2

2 22
, 2 ,1

, 22 2

0,

2

j j j
j j j

j jj
j j

u u u
R h

x x t

M MH
R T

x x

   
     
     

 
   

  

 

(1) 

2 2 2
,1 , 2 , 3 , 3 , 2 , 30 0 0

, 2 ,12 2
2

j j j j j j
j j j

u u u u u u
T T S

x x xx

        
         
           

 

       
2

, 312 * *
1 1 2

, , 0, 1, 2.
jj

j j j jj j j j
j

uR
R p x p x R h j

R t



 

  
        

   

 

где 
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12 2, 3 1, 3p c u u  - силы Ван-дер-Ваальса между стенками труб-
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23 2, 3,p x u     усилия, действующие со сторо-

ны окружающей матрицы на внешний слой нано трубки. Усилия и моменты в 

(1) выражаются через перемещения в соответствии с классической моделью 

макроскопических оболочек [5]. В соответствии с нелокальной континуальной 

теорией Эрингена [2] микроскопические и макроскопические напряжения свя-

заны соотношениями: 
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где j   дифференциальный оператор, действующий по формуле: 
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Здесь 0e   материальная константа нелокальности. Действуя на уравнения (1) 

оператором (2), и подставляя соотношения, связывающие усилия и перемеще-

ния, получим уравнения движения в перемещениях: 
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Здесь , ,,n ij n ijL M   матричные дифференциальные операторы [4] размерности 

33 , ωNt   время, ,n iq   распределенные поверхностные силы. 

Свободные колебания. В качестве примерарассмотрены свободные осе-

симметричные и неосесимметричные колебания ДУНТ с учетом наличия осе-

вых сжимающих, либо растягивающих сил. В случае сжимающих сил предпо-

лагалось, что величина силы не превосходит критического значения, вызыва-

ющего бифуркацию нанотрубки. Исследовано влияние величины внешней си-

лы, параметра нелокальности, а также коэффициента постели окружающей 

внешней среды на собственные частоты ДУНТ и соответствующие формы ко-

лебаний. В частности установлено, что учет внутреннего масштаба приводит к 

снижению собственных частот для всех форм колебаний по сравнению с ча-

стотами для классической макроскопической оболочки.  

Работа выполнена в рамках и при финансовой поддержки государствен-

ной программы научных исследований ГПНИ «Функциональные и машино-

строительные материалы, наноматериалы» на 20112013 гг. (задание «Нано-

материалы и нанотехнологии 2.2.02»). 
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