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0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 
32 0 0 0 0,001 0,004 0,215 0,761 0,979 0,992
64 0 0 0 0 0,001 0,238 0,892 0,991 0,994
128 0 0 0 0 0,019 0,642 0,969 0,996 0,996
256 0 0 0 0 0,305 0,92 0,995 0,998 0,998
512 0 0 0 0,078 0,776 0,966 0,994 1 0,999 

Как видно из табл. 2, предложенный критерий позволяет обнаружить пе-
риодичность бинарной последовательности при уровнях «зашумления», не
превышающих 0,15 для всех значений длины периода Т. Кроме того, оценка
вероятности ошибки второго рода возрастает с увеличением Т. 
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УДК 519.214 
А.Г. ФЕДОСЕНКО 

О СХОДИМОСТИ ПРЕДЕЛЬНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИИ 
СУММ ЗАВИСИМЫХ СЛУЧАЙНЫХ ВЕЛИЧИН 

К ПОЛУУСТОЙЧИВОМУ ЗАКОНУ 

There a question on limit sum distributions of dependent random variables to semistable law is 
investigated. There are considers of saving of semistablement in limit distributions. 

Предварительные сведения 
Распределение называется полуустойчивым, если оно является либо 

гаус-совским, либо безгранично делимым без гауссовского компонента со спек-
тральной функцией Леви вида: 

где 0<α<2, θi(х) - периодические функции с общим периодом такие, что для всех у и
всех z≥0 eαzθi(y-z)≥e-αzθi(y+z), 0≤сi≤θi(у)≤di<∞, c1+c2>0,  i=1, 2. Пусть k(n) - 
последовательность натуральных чисел такая, что 
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Считают (см., например, [1]), что функция распределения (ф. p.) F(x) при-
надлежит области притяжения полуустойчивого распределения, если существуют
последовательность  независимых одинаково распределенных 
случайных величин (с. в.) с ф. p. F(x) и последовательности {Аn} и {Сn} соот-
ветственно нормирующих и центрирующих констант таких, что суммы 

имеют предельное полуустойчивое распределение. При этом константы Аn 

удовлетворяют соотношению (см. [1, 2]): 

Доказано (см. [1]), что если ф. р. принадлежит области притяжения полуус-
тойчивого распределения с характеристическим показателем 0<α<2, то она не-
обходимо имеет вид: 

где vi(x)→0 и h(x) - медленно меняющаяся функция при х→∞ (см., например, [3, 4]), 
i=1, 2, 1≤q(x)≤A. Причем согласно [1] для сходимости сумм (2) к полуустойчивому
распределению константы Аn необходимо удовлетворяют соотно-
шению  

Нарушение полуустойчивости в случае зависимости слагаемых 
Как показано в [5, 6], в предельном распределении сумм зависимых с. в. 

может возникнуть «нормальный шум», т. е. в предельной характеристической 

функции     (х. ф.)    распределения     сумм    может     появиться     множитель 
где из области интегрирования исключен ноль, а Ψ(х) - спектральная функция Леви
- Хинчина (см. [5, 6]). 

Как показано в [5, 6], если выполнены условия теорем о сходимости распре-
делений сумм зависимых с.в., первые два слагаемых в (4) можно найти в пред-
положении независимости с. в. Поэтому, если ф. р. зависимых с. в. принадлежат
области притяжения полуустойчивого распределения, то первые два слагаемых в (4) 
представляют собой логарифм х. ф. полуустойчивого распределения. Однако в
случае с σ2≠0 предельное распределение, очевидно, не является полуустойчивым. 
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Таким образом, в качестве предельного распределения сумм нормированных
зависимых с. в. может выступать безгранично делимое распределение, логарифм х. 
ф. которого имеет вид 



Математика и информатика 

Сохранение полуустойчивости в случае перемешивания 
Пусть - система серий действительных с.в., определен- 

ных при каждом п на одном и том же вероятностном пространстве. Существование
математических ожиданий (м. о.) величин Хns не предполагается. 

Положим 

урезанные м. о. аns = М(Хns; |Хns|≤Н0),   
где Н - постоянная, Н≥Н0>0, Н0 - фиксированная постоянная,  при 
Н=Н0, h(n) - медленно меняющаяся функция при п→∞. 

В [5] доказана 
Теорема 1. Пусть  - система серий с. в., удовлетворяющих условию 

р. с. п. с коэффициентом β(τ) таким, что ,  и найдутся постоянные 

числа     Н1,     Н2      и     n0     такие,      что      при      п>n0            

где 0<|s-q|≤n1/4-p/2, 0<ρ≤1/4. Тогда, если при каждом     

п     величины    одинаково    распределены     и     при     ε>0 

, то а2 =  
Пусть величины ξns одинаково распределены и имеют ф. р. (4). Введем обо-

значения: 

при этом положим константы . Тогда ф. р. величин ηns имеют 

вид: 

Для такой системы серий с.в.  верна 

Теорема 2. Пусть  - система серий одинаково распределенных с. в.,

удовлетворяющих условию р. с п. с коэффициентом β(τ)=о(τ-3-ε), k(п) удовле-
творяют условиям (1), ф. р. величин ηns имеют вид (5) и найдутся числа Н1, которые
могут зависеть от Н и п0 такие, что при п>n0 
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Тогда, если существует , то распределения сумм (2) 

будут сходиться к полуустойчивому распределению. 
Доказательство. В условиях теоремы 2 выполняется: 

4) следовательно, поскольку условия β(τ)=о(τ-3-ε) и (6) являются более сильными, 
чем соответствующие условия теоремы 1, то a2=0, и, значит, σ2 =0. 

Таким образом, выполняются все условия теорем о сходимости распределений
сумм перемешивающихся с. в. (ом. [5, 6]), а функции (5) принадлежат области
притяжения полуустойчивого закона, поэтому, как уже отмечалось, первые два
слагаемых в (1) в данном случае представляют собой логарифм полуустойчивой х. 
ф. с характеристическим показателем α. А поскольку σ2=0, то в предельном
распределении сумм (2) отсутствует нормальный компонент, что доказывает
теорему. 

Нарушение полуустойчвости в случае mn-зависимости 
Отметим, что если величины Хns mn-зависимы и выполнены все условия тео-

ремы 2, кроме условия р. с. п., то полуустойчивость, вообще говоря, не обязательно
сохраняется. Проиллюстрируем это на примере. 

Пример. Пусть величины Yn1, Yn2, ..., Yn(n+m-1), Z1, Z2, ..., Zs, ... независимы (в
совокупности) при каждом п, причем 

где ,  m0  - любое  постоянное  число, 

0<ρ≤1/8, F(x) - ф. р. величин Zs, 0<α<2, постоянные σ>0, К>0, , |Ynq|<K, 

В самом деле, при достаточно большом К

Поэтому всегда найдется постоянное H2 такое, что  
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Положим  

где Н - постоянная, H≥H0>0, Н0 - фиксированная постоянная, 

. Легко подсчитать, что аns =М(Хns; |Хns|≤Н0Аn) = 0. 

Пусть теперь . В результате получим систему серий mn-зависимых 

нормированных случайных величин; ф. р. величин ηns будут иметь вид: 

где εп=К/Аn. Такая ф. р. удовлетворяет (8). С учетом MYnq= 0,  MZs=0, 

, легко подсчитать, что 

Кроме того: 

3)  

Таким образом, в данном примере выполнены все условия теоремы 2, кроме
условия р. с. п., а также все условия теоремы о сходимости распределений сумм
m-зависимых с. в. (см. [6]), которые, в частности, допускают неограниченный рост
т при n→∞. Но, несмотря на то, что предел дисперсий в окрестности нуля равен
нулю, предел ковариаций а2 отличен от нуля, что обусловливает наличие
«нормального шума» в предельном распределении сумм. 
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