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УДК 519.24  

Н.В. СЕМЕНЧУК, Н.Н. ТРУШ 

СКОРОСТЬ СХОДИМОСТИ СМЕЩЕНИЯ ОЦЕНКИ СПЕКТРАЛЬНОЙ ПЛОТНОСТИ,  
ПОСТРОЕННОЙ С ПОМОЩЬЮ МАСШТАБИРУЮЩЕЙ ФУНКЦИИ КОЙФМАНА 

The problem of statistical analysis of spectral density estimate of stationary random process constructed via Coifman scaling 
function is considered. The speed of convergence of bias of proposed estimate is investigated with the restrictions like smoothness of 
spectral density and data taper. 

Спектральная плотность, представляющая собой преобразование Фурье ковариационной последо-
вательности стационарного случайного процесса, определяет свойства этого процесса и позволяет 
анализировать его структуру. В связи с этим одной из главных проблем в анализе временных рядов 
является построение состоятельных оценок спектральных плотностей по конечной реализации неко-
торого процесса. Данная статья посвящена исследованию ряда вопросов, связанных с применением 
техники вейвлет-анализа для решения задачи непараметрического оценивания спектральной плотно-
сти стационарного случайного процесса с дискретным временем с помощью масштабирующих функ-
ций Койфмана.  

В 1980-х гг. появилось новое направление в области обработки данных – вейвлет-анализ. Основой 
для него послужили исследования А. Хаара и Д. Габора. Применение вейвлет-анализа оказалось эф-
фективным методом решения задач в таких областях, как обработка сигналов и изображений, сжатие 
информации, распознавание образов и т. п., а также для решения задач статистики. Среди исследова-
ний, посвященных анализу случайных процессов с помощью вейвлетов, прежде всего можно выде-
лить работы Н.М. Астафьевой, В.И. Воробьева, В.Г. Грибунина, А.А. Короновского, В.В. Витязева, 
И.Я. Новикова, С.Б. Стечкина, И.Р. Стаховского, Д. Донохо, И. Джонстона, М. Нойманна. Следует 
отметить, что на сегодняшний день имеется лишь небольшое количество работ по оцениванию спек-
тральной плотности стационарного случайного процесса с помощью вейвлетов. Идея использовать в 
качестве оценки спектральной плотности одномерного стационарного случайного процесса с дис-
кретным временем разложение периодограммы в ряд по периодическим масштабирующим функциям 
и вейвлетам впервые возникла в статьях М. Нойманна. В работах М. Нойманна, Д. Донохо, 
И. Джонстона изучаются свойства нелинейных оценок спектральной плотности, построенных с по-
мощью метода пороговой обработки вейвлет-коэффициентов, в то время как исследования статисти-
ческих свойств линейных вейвлет-оценок спектральной плотности, а также возможностей примене-
ния их на практике с различными вейвлетами на сегодняшний день не проводились. 

Вейвлетная оценка спектральной плотности стационарного случайного процесса с дискрет-
ным временем. Рассмотрим задачу оценки неизвестной спектральной плотности ( ) ,f λ  

[ ], ,λ∈Π = −π π  по T  последовательным наблюдениям ( ) ( ) ( )0 , 1 ,..., 1X X X T −  за стационарным слу-
чайным процессом ( ) ,X t  ( ) 0,MX t =  .t∈Z  В работе [1] в качестве оценки спектральной плотности 
рассматривалась вейвлетная оценка вида  
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где , ( )J kϕ λ − 2π-периодическая масштабирующая функция 
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( )xϕ − масштабирующая функция [2], ,x∈R 1, 2 ,Jk = ,J ∈N  ( ) ( )h
TI λ  – расширенная периодограмма [3], 
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⎝ ⎠

 :[0,1]h → R  – окно просмотра данных. Предполагается, что 2J →∞  при 

.T →∞  
В работе [1] доказано, что оценка (1) является состоятельной в среднеквадратическом смысле 

оценкой спектральной плотности ( ) ,f λ  ,λ∈Π  стационарного случайного процесса. Однако при по-
строении оценки (1) на практике вычисление интегралов (2) вызывает определенные трудности, осо-
бенно при больших значениях числа реализаций .T  В связи с этим, учитывая исследования из [2], в 
качестве оценки спектральной плотности естественно рассмотреть статистику вида 
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где ( ) ( )h

TI λ  определяется (4), , ( )J kϕ λ  задается формулой (3) с использованием в качестве ( )xϕ  мас-
штабирующей функции Койфмана, .x∈R  

Масштабирующая функция Койфмана ( ) ( )2x Lϕ ∈ R  порядка M ∈N  является действительной 
функцией и удовлетворяет следующим свойствам [2]: 

( ) [ ]supp , 2 1 ,x M Mϕ ⊂ − −  

( ) 1,xϕ =∫
R

 

( ) 0mx xϕ =∫
R

                                                                      (7) 

для 1, 1.m M= −  
Скорость сходимости моментов оценки (6). Изучим статистические свойства моментов предло-

женной оценки (6).  
Определение. Пусть ( ),mС L K  – множество функций ( ) ,u x  [ ], ,x a b∈  ,a b−∞ ≤ < ≤ +∞  имеющих 
1m +  ограниченных производных  

( ) ( )1mu x K+ ≤ < ∞  

для любых 0m N∈   и  удовлетворяющих условию Липшица в точке [ ], :x a b∈    

( ) ( )u h x u x L h+ − ≤  

для любых [ ], ,h a b∈  0 ,L< < ∞  L  не зависит от , .x h  
Отметим, что из работы [1] можно легко получить следующий результат для смещения оценки (1). 
Теорема 1. Если спектральная плотность ( ),f λ  П,λ∈  удовлетворяет условию Липшица с по-

стоянной L  и 1,α =  окно просмотра данных – функция с ограниченной постоянной 0V >  вариацией, 
( )xϕ  – масштабирующая функция Койфмана порядка M ∈N  ограничена по модулю постоянной  

,A < ∞  тогда для смещения оценки (1) справедливо следующее неравенство: 
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где ( ) ( )2 0TH  задается соотношением (5), 10 .C< ≤ π  

Для математического ожидания оценки (6) справедлив следующий результат. 
Теорема 2. Пусть спектральная плотность ( ) ( ), ,Mf С L Kλ ∈  ,λ∈Π  окна просмотра данных 

имеют вариацию, ограниченную постоянной 0,V >  масштабирующая функция Койфмана ( )xϕ  по-
рядка M ∈N  ограничена по модулю постоянной ,A < ∞  тогда справедливо следующее неравенство: 
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где ( ) ( )2 0TH  задается соотношением (5), 10 .C< ≤ π  
Дока з а т ельс т во .  С учетом равенства (2) имеем 
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Далее с учетом выражения (3) 
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Сделаем замену переменной 2 2
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 и путем элементарных преобразований получим 
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Таким образом, имеем 
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с учетом выражений для скорости сходимости смещения расширенной периодограммы из [4]. 
Далее рассмотрим  
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Разложим функцию ( ) 22 2
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где ( )R J − остаточный член в форме Лагранжа. Далее согласно условию теоремы очевидно имеет ме-
сто оценка 
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Используя свойство нулевых моментов (7) и компактность носителя масштабирующей функции 
Койфмана, получим  
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Окончательно имеем 
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Теорема доказана.  
Теорема 2. В условиях теоремы 1 для смещения оценки (6) справедливо неравенство 
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( ) ( )2 0 ,TH  D  задаются соотношениями (5) и (8) соответственно, 10 .C< ≤ π  
Дока з а т ель с тво .  Путем элементарных преобразований легко будем иметь 
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По результатам теорем 1 и 2 непосредственно получаем доказательство данной теоремы. 
В качестве оценки скорости сходимости дисперсии можно использовать выражения, полученные 

для оценки (1). 
Следует подчеркнуть преимущества применения оценок (6). Во-первых, при вычислении оценок 

(6) можно воспользоваться алгоритмом быстрого преобразования Фурье. Это позволит улучшить ско-
рость вычислений, особенно при больших значениях .T  Во-вторых, статистика (6) дает возможность 
получить состоятельную оценку спектральной плотности в любой точке λ∈Π  в отличие от анало-
гичных классических оценок [5], где мы имеем состоятельную оценку спектральной плотности толь-

ко в точках 2 ,k
k

T
π
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2 2
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2
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целая часть числа .
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