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2 ПРАДМОВА

ПРАДМ ОВА

Дадзены дапаможнік напісаны на аснове досведу правядзення 
практычных заняткаў па метадах матэматычнай фізікі на 
факультэце радыёфізікі і кампутарных тэхналогій Беларускага 
дзярж аўнага  універсітэту. Ен складаецца з дзвюх частак. Першая 
частка, выкладзеная ў  гэтым дапаможніку, змяшчае тры тэмы: 
“Шэрагі і пераўтварэнні Ф ур ’е”, “Аперацыйнае злічэнне” і 
“Раўнанні гіпербалічнага тыпу”. Прапанаваны матэрыял дадаткова 
размеркаваны па занятках  згодна з дзеючай навучальнай праграмай 
“Метады матэматычнай фізікі”. Па кожнай тэме даюцца сціслыя 
тэарэтычныя звесткі, прыводзяцца развязанні тыповых задач і 
прапаноўваюцца задачы для  самастойнай работы. Падбіраючы 
задачы дл я  дапаможніку аўтары абапіраліся на літаратуру, 
пералічаную ў  бібліяграфіі.

Д апаможнік прызначаны для  студэнтаў ф акультэту радыёфізікі 
і кампутарных тэхналогій БДУ. Ен можа быць карысным 
для  студэнтаў матэматычных і фізічных ф акультэтаў вну, у  
навучальных праграмах як іх  прадугледжаныя дадзеныя тэмы.
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Т Э М А  I. Ш Э Р А Г І  I П Е Р А Ў Т В А Р Э Н Н І  Ф У Р ’Е

1. Ш э р а г і  Ф у р ’е.
Будзем разглядаць трыганаметрычную сістэму функцый

n x  . n x  knx  . knx ,
1 , cos — , s in — , c o s ——, sin —-—, . . .  (1)

Усе функцыі сістэмы (1) непарыуныя на R  і перыядычныя з 
перыядам 21. Трыганаметрычная сістэма функцый з ’яуляецца 
а р т а г а н а л ь н а й  на адрэзку [—I, I], г. зн. інтэграл па x ад  0 да  
I ад  здабы тку любых дзвюх розных функцый гэтай сістэмы роуны 
нулю.

А з н а ч э н н е  1. Т р ы г а н а м е т р ы ч н ы м  ш э р а г а м  н а з ы в а е ц ц а  
ф у н к ц ы й н ы  ш э р а г  в ы г л я д у

а 0 / knx  . knx \ ,
2  + c o s ^ ~  + bk sin —i—J . (2)

k=i

Р э ч а і с н ы я  л ік і  a 0, a k, b k, k = 1 , 2 , . . . ,  н а з ы в а ю ц ц а
к а э ф і ц ы е н т а м і  т р ы г а н а м е т р ы ч н а г а  ш э р а г у .

Калі функцыя f  (x)  кавалкава-непарыуная на адрэзку [-1,1],  то 
існуюць лікі

i i
1 f  1 f  kn  x

a 0 = j  f  (x) dx,  a k = j  f  ( x ) c o s —— dx,  k = 1, 2 , . . . ,  (3)

- i  - i

i
1 / knx

bk = j  f  (x)  sin —j— dx,  k = 1, 2 , . . . ,  (4)

i



я к ія  называюцца к а э ф і ц ы е н т а м і  Ф у р ’е  функцыі f  (x).  
Трыганаметрычны шэраг (2), каэфіцыенты якога вызначаюцца 
па формулах (3), (4), называецца ш э р а г а м  Ф у р ’е  функцыі f  (x).

f ( x )
н а  а д р э з к у  [a,b], кал і  г э т ы  а д р э з а к  м о ж н а  р а з б і ц ь  к а н ц о ў н ы м  
л і кам  п у н к т а ў  xo = a , x 1, . . .  , x m - 1, x m = b так ,  ш т о  на  
к о ж н ы м  ч а с т к о в ы м  а д р э з к у  [x0, x i] ,  [x1, x 2}, . . . ,  [xm - 1, x m] ф у н к ц ы і  
f  (x) г f ' ( x )  б у д у ц ь  н е н а р ы ў н ы м і  п а с л я  а д н а в е д н а г а  д а а з н а ч э н н я  на  
ка нца х  а д р э з к а ў .

Т э а р э м а  1. Няхай  f  (x) — ка в ал к а в а - г л а д к а я  на  а д р э з к у  [ - l , l ]  
ф у н к ц и я .  Тады я е  ш э р а г  Ф у р ’е  з б я г а е ц ц а  г я г о  с у м а  р о ў н а я :

f ( x )

гл f  (x + 0) + f  (x — 0)2)  2-------------- У п у н к т а х  р а з р ы в у ;

0\ f  ( — l + 0) + f  (l — 0) • _l l3  , калг x = ± l.
J 2

Т э а р э м а  2. Няхай  f  (x) — 2 l - n e p ы я д ы ч н a я  на  ў с ё й  р э ч а і с н а й  
в о с і  і к а в а л к а в а - г л а д к а я  на  а д р э з к у  [ - l , l ]  ф у н к ц и я .  Тады я е  ш э р а г  
Ф у р ’е  з б я г а е ц ц а  ў  к о ж н ы м  п у н к ц е  x Е R , п р и ч и м  я г о  с у м а  р о ў н а я
f ( ) „ . j. . . f  (x + 0) + f  (x — 0)
f  (x) у  п у н к т а х  н е п а р ы ў н а с ц г  фу нкц ыг  г --------------2--------------  У
п у н к т а х  ра з рыв у .

2l f ( x )
2l

ч и н а м ,  к а э ф щ ы е н т ы  Ф у р ’е  м о ж н а  вылгчацъ  па  фо рм улах  (3),  (4),  
і н т э г р у ю ч ы  па  к о ж н ы м  т а к і м  а д р э з к у .

Калі функцыя f  (x)  цотная, то ў с е  каэфіцыенты bk = 0 і яе  шэраг 
Ф ур ’е мае выгляд

Ж 7

f  (x) = a  + S  a k c o s  (5)
k=i

i
2 f  с  л —n x  7 7  ̂ л

a k = l  f  ( x ) c o s ^ ^ a x ,  k = 0 , 1, . . .  (6)
o
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Калі ж  функцыя f  (x) няцотная, то ўсе каэфіцыенты ak = 0 і шэраг 
Ф ур ’е f  (x)  набывае вы гляд

Ж 1

f  (x) = ^  bk sin (7)
k=l

l
2 f  . . knx  „  ̂ .

bk = i  f  ( x ) s m ^ ^ d x ,  k = 1, 2 , . . .  (8)
0

Няхай f  (x) — кавалкава-гладкая на адрэзку [0,1] функцыя. 
Тады на гэтым адрэзку яе можна раскласці я к  у  шэраг Ф ур ’е (5), як і 
змяшчае толькі косінусы, так  і ў  шэраг Ф ур ’е (7), я к і  змяшчае толькі

f ( x )
цотным чынам на адрэзак [ - 1 , 0], пры гэтым каэфіцыенты Ф ур ’е
будуць вылічацца па формулах (6). У другім  вы падку функцыю
f  (x)  неабходна працягнуць няцотным чынам на адрэзак [ - 1, 0], пры 
гэтым каэфіцыенты Ф ур ’е будуць вылічацца па формулах (8).

f ( x )
г л а д к а я  на  а д р э з к у  [-1,1] і з а д а в а л ь н я е  ў м о в у  f  ( - 1 )  = f  (I). Тады 
я е  ш э р а г  Ф у р ’е  з б я г а е ц ц а  р а ў н а м е р н а  да  f  ( x ) :

a 0 / knx  knx  \
— + 2 _̂  [ak C0S^ T  + bk sin —-—J = f  (x).

k=i

А з н а ч э н н е  3. С і с т э м а  ф у н к ц и й  p 1(x ), p 2( x ) , . . .  , p k( x ) , . . . ,  
н а з и в а е ц ц а  а р т а г а н а л ь н а й  з  в а г о й  p (x )  на  а д р э з к у  [a,b], калі

b

p ( x ) p n ( x ) p m (x) dx  = 0 , n  = m .
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А з н а ч э н н е  4. А р т а г а н а л ь н а я  з  в а г о й  p (x )  на
[a, b]

p 1(x) ,  p 2( x ) , . . .  , p k ( x ) , , н а з и в а е ц ц а  з а м к н ё н а й ,  калі

ж b
„2

J 2 Ck UPk У2 = / P(x ) . f  (x) d x :
k=1



д з е  f  (x) — к а в а л к а в а - н е п а р ы ў н а я  ф ун к ц ы я ,  c k — я е  к а э ф і ц ы е н т ы  
Ф у р ’е, я к і я  в ы з н а ч а ю ц ц а  на  формулах

b b

Ck = J p ( x ) f  (x)Vk(x) dx,  \\ipkII2 = Jp (x ' ) p>l (x )  dx.
a a

Т э а р э м а  4. Т р ы г а н а м е т р ы ч н а я  с і с т э м а  (1)  з ’я ў л я е ц ц а  
з а м к н ё н а й ,  г. з н .  м а е  м е с ц а  роўнасць Парсэваля

i
l 0 , V " V „ 2 , 1,2 s 1
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Ю 1 Г
2 + J 2 ( a k + bk) = і  f 2(x) d x • ^

k=i - i

2 . І н т э г р а л ь н а я  ф о р м у л а  Ф у р ’е.

f ( x )
інтэгравальнай на  ў с ё й  л і к а ва й  прамой ,  калі  з б я г а е ц ц а  і н т э г р а л

СЮ

J  |f(x)|dx.
— Ю

f ( x )
р э ч а і с н а й  в о с і  і к а в а л к а в а - гл а д к а я  на  к о ж н ы м  к а н ц о ў н ы м  а д р э з к у  
ф у н к ц и я .  Тады м а е  м е с ц а  р о ў н а с ц ь

СЮ СЮ
1 с  S Л/ ч , f ( x  + 0) + f ( x  — 0)— dX f  (t )  cos X(t — x) d t  = ------------- 2-------------- • (Ю)

0 —Ж
Заўваж ы м , што у  пунктах непарыўнасці правая частка 

суадносіны (Ю) роўная f  (x).
Будзем абазначаць

СЮ СЮ

a(X) = — J  f  ( t )  cos Xtdt ,  b(X) = — J  f  ( t )  sin Xtdt .  (11)
—Ю —Ю

f ( x )
перапісаць у  выглядзе, аналагічным шэрагу Ф ур ’е:

СЮ

f  (x) = J [a(X) co sXx + b(X) s in Xx]dX. (12)
0
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Формула (12) з каэфіцыентамі, я к ія  вызначаюцца паводле (11), 
называецца інтэгральнай формулой Фур’е, а  сам інтэграл у  
правай частцы (12) — інтэгралам Фур’е.

Д ля цотнай функцыі f  (x)  інтэгральная формула Ф ур ’е (12) 
спрашчаецца і набывае вы гляд

Калі кавалкава-гладкая на кожным канцоўным адрэзку функцыя 
f ( x )
( 0, го), то яе можна працягнуць на прамежак ( - г о ,  0 ) цотным або

f (x )
або формулай (13) (цотны працяг), або формулай (14) (няцотны

называецца інтэгральнай формулай Фур’е ў камплекснай 
форме. Відавочна, што формулу (15) можна запісаць у  выглядзе 
дзвюх сіметрычных роўнасцяў:

Ф ункцыя Ф (А ), я к ая  азначаецца роўнасцю (16), называецца 
пераутварэннем Фур’е зыходнай функцыі f  (x).  Формула (17),

(13)
0 0

f (x )

(14)
0 0

працяг) .
Суадносіна вы гляду

(15)
—сю —сю

(16)
—сю

(17)
—сю
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я к ая  вы яўляе функцыю f ( x )  праз яе пераутварэнне Ф ур ’е, 
называецца ф о р м у л о й  з в а р о т у .  Інтэграл у  (17) трэба разумець 
у  сэнсе галоўнага значэння па Кашы, г. зн.

м

[  Ф ( \ ) в гХхй\ =  lim [  Ф(Х)е гХх- 
J  м J

v ) e iAxdX.

м

Заиятак 1
З а д а ч а  1. Раскласці ў  шэраг Ф ур ’е функцыю

A, 0 ^  x ^  l,
f  (x) = 0, l < x ^  2l,

дзе A — канстанта, на адрэзку [0, 21]. Пабудаваць графікі функцыі 
f  (x)  i сумы S( x )  яе  шэрагу Ф ур ’е.

Р а з в я з а н н е .  Д ля вылічэння каэфіцыентау ak i bk выкарыстаем 
формулы (3), (4), выбіраючы ў  якасці прамеж ку інтэгравання 
адрэзак [0, 21]. Маем

2l l l
1 f  1 f  1 f  knx

a 0 = у  f  (x) dx = -j A d x  = A, a k = у  A cos —— dx =

A . knx
= к П sin ~ T

= 0 , bk = ] [ a  sin ’k f d x  =

A (  knx
кП ( - TOST "

0 ,
2A

n ( 2n  + 1)

k = 2n ,

, k = 2n  + 1.

f (x )

. A 2A ^  1
f  <x > = 2 + П  £  2У Мn=0

(2n + 1)nx
S in   -------- .

l

l

0

l

0
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Паводле тэарэмы 1, для  сумы шэрагу Ф ур ’е S (x )  на канцах 
адрэзку і ў  пункце разрыву маем

f  (21 -  0) + f  (0 + 0) = 0 + A = A
= = ~2 ,

S  (0) = S  (21) =

S  (I)

2 2
f  (I -  0) + f  (I + 0) = A + 0 = A

= = 2 '2 2
Па-за адрэзкам [0, 21] S (x )  мае 2/-перыядычны працяг. 

Пабудуем графікі f  (x) i S(x ) .

Y

A

O

f (x)

X

21

A

Y

S  (x)

• • • • •

- 1 O 1 21 X

f ( x )  =
п  — x

на

адрэзку [0, 2п]. Пабудаваць графікі функцыі f  (x)  i сумы S (x )  яе 
шэрагу Ф ур ’е.

a k bk
выкарыстаем формулы (3), (4), лічачы I = п і інтэгруючы па 
адрэзку [0, 2п ]:

2п
1 [  п  -  x  7 1 ( п  x 2

a 0 = —  dx = — — x  -
0 п  J  2 ^  2 4

0

2n
= 0 ,

2n 2n
1 f  п  -  x 1 1 1

a k = —  cos kx dx = — -
k п  J  2 2п к

0 0
2n 2n

1 Г п  — x 
bk = —  s in  kx dx  =

п 2 
0

( п  -  x) d ( s i n  kx) = 0,

1 1  
—  (п  - x)  d ( c o s  kx) =

Такім чынам, на адрэзку [0, 2п] мае месца расклад

п  — x
Е
k=1

s i n  kx 
k '

I

0
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С ума шэрагу Ф ур ’е на канцах адрэзку будзе роўная

f  (0 + 0) + f  (2п -  0) = 1 /п
2 V2

S  (0) = S  (2п) =
2 = - = 0

Пабудуем графікі f  (x) i S(x) .

Задача 3. Раскласці у  шэраг Ф ур ’е функцыю f  (x) = \x\ на 
адрэзку [—l, l ] . Пабудаваць графікі функцыі f  (x) i сумы S ( x )  яе 
шэрагу Ф ур ’е.

f (x ) = \ x\
[—l, l ]  функцыя, прычым f (—1) = f ( l ) .  На падставе тэарэмы 
1 сума шэрагу Ф ур ’е на канцах адрэзку будзе роуная S (± l) = 
f  ( —l) = f  ( l ) .  Каэфіцыенты Ф ур ’е будзем вылічаць па формулах 
(6). Атрымаем

h 0 2 [  2 x 2bk = 0, ао = -J x d x  = l  • —
0

= l,
0

i i
2 f  knx  2 f  / knx  \

a k = -  x cos —— dx = -— I xd[  sin
l l к п

0

2 l
0 ,

к 2п 2
(cos к п  — 1)

0

4l

l )

к  = 2n,  

к  = 2n  + 1.
(2n + 1)2п2 ’ 

[—l, l ]

I I  l 4l  ^  
\x \ = 2 — П2 +n=0 (2n + 1 )

cos
(2n + 1)nx 

l '
1
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Пабудуем графікі f  (x) і S(x) .

I

11

Y  S  (x)

З а д а ч а  4. Раскласці у  шэраг Ф ур ’е функцыю f  (x) = x cos x на 
п  П1

. Пабудаваць графікі функцыі f  (x)  i сумы S( x )адрэзку
2 2

яе шэрагу Ф ур ’е.

п  п
2 ’ 2 J

Р а з в я з а н н е .  Ф ункцыя f  (x) = x cos x на адрэзку

непарыуная i задавальняе умовы f  ^— = f  = 0, тамУ сУма 
яе шэрагу Ф ур ’е на зададзеным адрэзку супадае з самой функцыяй. 
3 прычыны няцотнасці каэфіцыенты Ф ур ’е будзем вылічаць пап
формулах (8), лічачы I = —. Маем ak = 0,

2

п П2 2
4 [  2 [

bk = — x cos x s i n  2kx dx  = — x [sin(2k + l ) x  + sin(2k — l )x ]  dx =
п п

0 0

П
2

п
2

п  (2k + l )
xd  [cos(2k + 1)x

0
п ( 2к  — 1)

2
п

sin( п  + п Ы  s i ^ —п  + п к
2 / j V 2

(2k + l ) 2 (2k — l ) 2

x d  [cos(2k — l ) x

l 6 k ( —l ) k+1 
п (4k2 — l ) 2

Такім чынам, паводле (7), расклад ў  шэраг Ф ур ’е мае вы гляд

СЮ1^ ^ л  k ( —l ) k+1 . ЛІ
x cos x =   > ——;------T7T sin 2kx.

п  (4k2 — l ) 2k—1

Пабудуем графікі f  (x) i S ( x ) .

2 2
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0,5- . Y J (x)

п \ п
— 2 O \2

X

—0,5

ю~ 
О

 
оС . Y

\S(x )

п\ п\ п X
—2 \ 2\

—0,5

Раскласці функцыю f  (x)  у  шэраг Ф ур ’е на зададзеным адрэзку.

5. f ( x )  = s g n x на [—1,1].

6 . f ( x )  = x на [—п , п ] .

7. f  (x) = x на [a, a  + 21].

8 . f ( x )  = x 2 на [—1,1].

9. f  (x) = l2 — x 2 на —l, l\.

f ( x )  =

f ( x )  =

f ( x )  =

ax,  —п  ^  x ^  0 ,
a , b  = const, на \—п,п\.  

bx, 0 < x ^  п ,
п

x, 0 ^  x ^  —,
п  2 на [0,п].

п  — x, — < x ^  П,
’ 2 ’

1,

1 — x, 0 < x ^  п ,
на [—п ,  п ] .

f ( x )  =
x, —1 ^  x ^  0,

x + 1, 0 < x ^  1,
на [—1,1].

I 0, —п  ^  x ^  0,
14. f ( x )  = { 2 на [—п , п ] .

x , 0 < x ^  п ,

f (x ) =

f (x ) =

0 ,

sin x, 0 < x ^  п ,
на [—п ,  п ].

0 ,
п
— ^  \x\ ^  п,

п  на [—п ,  п ] .
co sx, \x\ < —,

Zj
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nr \ I - 1 , —l ^  X ^  0, Г 7 711 7 . / (x ) = J  на [—M ].
[1 ,  0 < x < l,

nr \ f0 , —l ^  X ^  0, г 7 7118. f ( x ) = ^  на [—l , l ] .
[1 ,  0 < x < l,

ПГ S I X, —l ^  X ^  0, Г 7 71
19. f ( x ) = ^  на [—l , l ] .

[0 ,  0 < x < l,

kn20 . / (x) = cos ax , a  = — , на [—l, l ] .

kn
21. / (x) = sin ax , a  = — , на [—l, l ] .

l
22 . / (x) = x sin x на [—п,п ].
23. / (x) = еаж, a  = 0, на [—п ,п ].

Заиятак 2
/ (x ) =

sgn(cos x).

/ (x )
перыядычнай з перыядам 2п і цотнай. Возьмем у  якасці асноунага 
адрэзак [—п,п ] і выкарыстаем формулы (6):

ПП / 2 п

bk = 0, ao = — j sgn(cos x) dx  = — f J d x  — J d x  \ = 0 ,
o ^0 П2

Пn / 2 n

a k = — J  sgn(cos x) cos k x d x  = cos k x d x  — J  cos k x d x  j =
o ^0 П2

4 . kn  j \ ( 1)n k = 2 n
= кП S in T = j  4 (—1) , k = 2n + 1.

I n (2n  + 1)
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n
У пунктах разрыву x = -  ̂ + m n ,  m  Е Z, сума шэрагу роуная 0. 
Та кi .\1 чынам, праўдзіцца роўнасць

n
4 (—1)п
-  - — — cos(2n + 1)x =
п  ^-0 2n  + 1 10п=0 I О

sgn(cos x ) , x  = — + m n ,
п

x = — + m n, m  Е Z.

З а д а ч а  25 . Раскласці у  шэраг Ф ур ’е перыядычную функцыю 
f  (x) = arcsin(sin x).

Р а з в я з а н н е .  Ф ункцыя f  (x) перыядычная з перыядам 2п, 
непарыуная i кавалкава-гладкая  на адрэзку [—п ,п ]. Пры гэтым

f  (—x) = a rcs in [s in (—x)] = arcs in (— sin x) = — arcsin(sin x).

f (x )
адрэзак [—n ,n ] i ўлічым, што

I arcsin(sin x)
п

x) = x, 0 ^  x ^  —,

f  (x) = \ Г / M nI arcsm [sm (n  — x)J = n  — x, — ^  x  ^  n.

Выкарыстоўваючы формулы (8), атрымаем

2
П2

a k = 0 , bk = — I I x sin kx dx  + j  ( n  — x) sin kx dx ] =
'0 П2

= —- ^  I x  cos kx 
kn

П
2

— cos kx dx + (n — x) cos kx
П П

+ I cos k x d x
2 п 

2

2 n  n k  1
= —-— — c o s ----— sin kx

kn  2 2 k

7Г
2 n nk  1

 co s  + — sin kx
0 2 2 k

7Г

-  • kn  I 0 ’ - (  1)n k 2П’
k2n Sin 2 = | — (— )—- , k = 2n + 1. 

n (2n + 1)2

П

0
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Такім чынам, на ўсёй лікавай восі маем расклад ў  шэраг

4 хтел (—1)п
arcsin(sin x) = — -----------ttt sin(2n + 1)x.

п ^  (2n  + 1)2n=0 v '

З а д а ч а  26 . Раскласці у  шэраг Ф ур ’е функцыю f  (x) = \ s in x\.

Р а з в я з а н н е .  Ф ункцыя f  (x)  з яуляецца непарыунаи на 
рэчаіснай восі і кавалкава-гладкай на кожным канцоўным адрэзку. 
А крамя таго, яна цотная і перыядычная з перыядам п.  Выбіраючы
ў  якасці асноўнага адрэзак

п  п
2 ’ 2 J

, атрымаем

2 4
bk = 0, a 0 = п  s in  x d x  = — ( — cos x)

02

4
п '

2 2 

a k = 2  j  sin x cos 2kx dx = — J  [sin(1 + 2k)x  + sin(1 — 2k)x] dx  

2 0 0

2 cos(1 + 2k)x 2 cos(1 — 2k)x
П -

2 4
7Г 1 + 2k 0 1 — 2k 0

T—1 1V1

Такім чынам, расклад ў  шэраг Ф ур ’е мае вы гляд

cos 2kx.
00

1 - 1  2 4 1sin x = ---------- >
п  п  *—' 4k2 — 1k=i

З а д а ч а  27 . Раскласці ў  шэраг Ф ур ’е функцыю f  (x) = x — [x], 
дзе [x] — цэлая частка л іку  x.

f (x )

! x + 1, —1 ^  x < 0,

x,  0 ^  x < 1,

x — 1, 1 ^  x < 2 .

Відавочна, што функцыя f  (x) з ’яўляецца кавалкава-гладкай на R  i
1 .

0
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[0 , 1] і лічачы l = - ,  атрымаем
2

1
- /* , .  x 2a 0 = j  x d x  = 2 • —
2 J  22 0

1
= 1, а к =  j  x cos 2k n x d x  =

1

= -— ( x  sin 2knx  
kn  \

1

— / sin 2k n x d x \  =
2 ( k n )

cos 2knx = 0 ,

1 f  1 1
bk = t  x s in  2knx  dx = - - — x cos 2knx

2 J  kn  0
2 0

1
kn

Паводле тэарэмы 2, у  пунктах разрыву x = m ,  m  E Z , сума шэрагу 

роуная 2  • Канчаткова прыходзім д а  роунасці

2 п  ^  kk=i

L x — [x], x = m ,
— sin 2knx  ^  1
k 1 2 , x = m ,  m  E Z

28. Высветліць, як ім  будзе шэраг Ф ур ’е для  трыганаметрычнага 
мнагаскладу

P n (x) = (a k cos kx + вк  s i n  kx ) •
к=0

Раскласці перыядычныя функцыі у  шэраг Ф ур ’е.

29. f  (x) = cos4 x •

30. f  (x) = sin5 x •

31. f ( x )  = a rcsin (cosx )•

32. f  (x) = \ cos x\•

33. f  (x) = sgn(sin x )• 

f (x ) = (x )
OO s in  n x

35. f  (x) = J 2  a
n=1 sin x

\a\ < 1

11

0

1 1 1

0 0
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Занятак 3
Задача 36. Функцыю f  (x) = x 2 раскласці у  шэраг Ф ур ’е:

1) па косінусах у  інтэрвале (0 ,п ) ;
2) па сінусах у  інтэрвале (0 ,п ) ;
3) у  інтэрвале (0, 2п).
Выкарыстоўваючы гэты я расклады, знайсці сумы л ікавых шэрагаў:

v  1 V  — ^ 1 V  1 ( °\n 2 , n 2 , (2n  , 1)2 • V18)

f (x )
інтэрвал (—п ,  0) i уж ываю чы формулы (6), атрымаем

п 3
Ьк = 0, а 0 = — [  x2dx = — • —

п  J  п  3
о

п п
2 С 2 / п2 1  2 _  /ллл л™ _  2 I J 2

2п
3 ’

а к = — x cos k x d x  = -— x 2 sin kx 
п  k n \

— J  2x s i n  kx dx j  = 

0 4 0

4 (
п

—— ( x cos kx — I cos k x d x  ) = —— п  cos kn  = \  2 ' .
k2n \  о J  J  ^ п  k2

п 4
— I c o s  k x d x }  = 74 - п  c o s  Ы  =

к

0
Такім чынам, шэраг Ф ур ’е мае выгляд

2 п 2 V  (—1)к
x  = ----- + 4 ^ ^  —гз— cos kx, —п  ^  x ^  п .  (19)3 k2

к=1

f (x ) = x2
(19) мае месца не толькі у  інтэрвале (0 ,п ) ,  але і на усім адрэзку 
[—п ,  п ]. Па-за прамежкам [—п ,  п] сума шэрагу Ф ур ’е дае функцыю, 
я к ая  атрымоуваецца перыядычным працягам f  (x).

f (x )
( —п ,  0) i выкарыстаем формулы (8). Маем ак = 0,

п
2 [  2 2 (  2 п г  \
— x s i n  k x d x  = —-— x cos kx — 2x cos k x d x )bk = — x s i n  k x d x  = —-— x cos kx 
п  J  ^  \

о о
о — 2x cos kx dx  =
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2 n ( —1)k+1 4 (  1 п
  ----------+ x sin kx

k k2n  \
— J  s in  kx dx^j 

о

2n ( —1) k+1
k ~

+

4 п
+ ТГГ- cos kx

k3n о
2n  (—1) 

k

k+1 4
k3n [i  — (—1 ) 1 .

У выніку атрымаем расклад f  (x) =  x 2 толькі для  x Е ( 0, n ) :

x 2 = 2n £  sin kx — -  Z  + 1) x > 0 < x < n .  (20)
k=1 n  *—o (2n  + 1)3n=0 v 2

У інтэрвале ( —п ,  0 ) сума шэрагу з правай часткі (20) 
супадае з функцыяй ( —x 2) , а  па-за інтэрвалам ( —п , п )  дае 
функцыю, як ая  атрымоуваецца перыядычным працягам f ( x )  = 

—x2, —п  < x ^  0 ,

x2, 0 ^  x < п.
Раскладзем функцыю f  (x)  у  шэраг Ф ур ’е у  інтэрвале ( 0 ,2п) .  

Вылічым каэфіцыенты ak ,bk, інтэгруючы па гэтым прамежку:

2п

ao = -  ( x 2dx = -  • x 3 
П J  П 3

o

2п 8п 2
Т "  ’

1
2п

ц .a k = — x cos k x d x  = -— x sin kx 
п  j  kn  \

o

2п
2п 4

— 2x s i n  k x d x  = —r ,o k2

1
2п

1
bk = — x sin kx dx = —-— I x cos kx 

n  J  kn  \
o

Такім чынам, мае месца расклад

2п
2п 4п

— 2x cos k x d x  = — —.
o k

x2 = 4П
~Y

ос
' 4

c o s  kx
ОС

k=1
k2 4п

s i n  kx

k=1 k
0 < x < 2п . (21 )

Па-за прамежкам (0, 2п)  сума шэрагу Ф ур ’е (21) дае функцыю, 
я к ая  атрымоуваецца 2п-перыядычным працягам f  (x) .

п

o
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Д ля знаходжання сумаў л ікавых шэрагаў выкарыстаем формулу 
(19), паслядоуна падстауляючы x = п  i x = 0. Маем

п2 ^  1 ^  1 п 22 п  1 1 п
п = ¥ + ^  к  ^  ^  к 2 = б" ’k=1 k=1

п 2 ( 1)k ( 1)k+1 п  2
-  + 4 V - ¥  ^  (—1; = ¥
3 + ^  к 2 ^  к2 12k=1 k=1

Тым самым знойдзены сумы першых двух  з л ікавых шэрагаў (18). 
Складваю чы зараз атрыманыя роўнасці, знаходзім

п 2 п 2 у л  (—1)k+1 + 1  ^  2
6 + 1 2  = ^  к 2 = ^ W 2 n  + 1)2 ’k=1 n=0

адкуль
го 1 2

Е 1 п 2
(2n + 1)2 = ¥  ’n=0 v 7

г. зн. знойдзена сума апошняга з л ікавых шэрагаў (18).

Задача 37. 3 дапамогай роўнасці Парсэваля вылічыць інтэграл
П

J  (cos x + cos 2x + • • • + cos n x ) 2dx.
—П

f (x ) =
n

cos kx i запішам для  яго роўнасць Парсэваля (9):
k=1

П
1 f  f \  2 a 2j  (J2cos к¥ dx = i0 +S (ak+bk) .cos кx  I dx  = —1 + 2_^(a‘k + bk] 
п 2П k=1 k=1

f (x ) f (x),
to  a 0 = 0, a k = 1, к = 1, 2 , . . .  , n ,  a k = 0, к  = n  + 1 ,n  + 2 , . . . ;  
bk = 0, к  = 1, 2 , . . .  Такім чынам,

П

/ (cos x + cos 2x + • • • + cos n x )  2dx  = пп.
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З а д а ч а  38 . Раскласці ў  шэраг Ф ур ’е перыядычную функцыю

„ , ч 1 — a  cos x - -
f ( x )  =  -------------   2 , \a\ < 1.

1 — 2a  cos x + a 2

Р а з в я з а н н е .  Ф ункцыя f  (x) з ’яўляецца гладкай, перыядычнай 
з перыядам 2п  і цотнай. Аднак вылічэнне каэфіцыентаў Ф ур ’е 
па формулах (5) тут  неэфектыўнае. Скарыстаемся вядомым з 
камплекснага аналізу раскладам у  ступеневы шэраг (\a\ < 1)

1 О

1 — a e ix k=0
= Y I  ake ikx. (2 2 )

Памножым у  левай частцы суадносіны (22) лічнік і назоўнік на 
спалучаны выраз (1 — a e —tx') :

 'Г*— a e  ix \—r k
= У a ka k(cos kx + i s i n  kx).

1 — 2a  cos x + a 2 k=0

Аддзяляю чы ў  гэтай роўнасці рэчаісныя часткі, атрымаем
 ̂ 00 1 -  a  c o s  x k= a k c o s  kx.

1 — 2a  cos x + a 2 k=0

З а д а ч а  39 . Высветліць, я к  трэба працягнуць непарыўную 
функцыю f  (x)  з інтэрвалу ^О ,-^ на ( —п , п ) ,  каб яе расклад ў  
шэраг Ф ур ’е меў выгляд

f  (x) = J 2  a k c o s ( 2k + 1)x.
k=0

Р а з в я з а н н е .  Паколькі функцыя f  (x)  раскладваецца ў  шэраг па 

косінусах, відавочна, што f  ( —x) = f  (x) .  Д ля x E ^ маем

f  ( n  — x) = a k c o s [ ( 2k + 1)(n  — x ^  =
k=0

0 0  
a k cos П — (2k + 1)x^ = — ^ ^  a k c o s ( 2k + 1)x = —f  (x).



f (x )

f  ( - x )  = f  ̂ , f  ( n  -  x) = - f  ( x ) .

40. Зыходзячы 3 раскладу

(  1)k+i
x = 2    sin kx, —n < x < n ,

kk=i
паскладовым інтэграваннем атрымаць расклады ў  шэраг Ф ур ’е на 
інтэрвале ( - п , п )  функцый: a) x 2 + 2x; б) x 3 + x 2; у) x4.

f (x ) =
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^  / ,^k

2k + 1k=0
42. Запісаць роўнасць Парсэваля дл я  функцыі

V -  ( - 1 ) ksgn x, —п  < x < п ,  знайсці суму шэрагу 2_^ 2k — 1.

f  м Д 1, |x|< “ ,
|̂ 0, a  < Ixl < n.  

Зыходзячы 3 роўнасці Парсэваля, знайсці сумы шэрагаў
ТО . 2 7 2 7

Esin k a  cos k a
k2 , k2 .k=i k=i

Раскласці ў  шэраг Ф ур ’е перыядычныя функцыі. 

a  sin x
43. f  (x) = ----------------------- 2 , |a| < 1.

1 -  2a  cos x + a 2
1 -  a 2

44. f  (x) = ----------------------- 2 , |a| < 1.
1 -  2a  cos x + a 2

45. f  (x) = ln(1 -  2 a c o s x + a 2), |a| < 1.

Да кизиць роўнасці.

ln

ln

тоx
sin — 

2

1
— ln 2 — > — cos kx.

k=i k

cos — 
2

x _ ^  ( - 1 ) k+1
ln 2  + V ------------ cos kx.k

k=i k



22 ТЭМА I. ШЭРАГІIПЕРАЎТВАРЭННІ ФУРЕ

з інтэрвалу ( 0̂, 2  ̂ на інтэрвал ( —п , п ), каб яе расклад у  шэраг

48. Высветліць, ж  трэба працягнуць непарыўную функцыю f  (x) 

інтэрвалу ^0, 2  
Ф ур ’е меў вы гляд

f (x ) = bk s in(2k + l ) x .
Ю

x ) =
k—0

49. Высветліць, якой асаблівасцю валодае шэраг Ф ур ’е функцыі 
f  (x) у  інтэрвале (— п ,п ) ,  калі f  (x + п) = f  (x).

Заняткі 4^5
Задача 50. Выявіць інтэгралам Ф ур ’е функцыю

f  (x) = і 1’ x  ^ l ’
[ 0 , \x\ > l .

f (x )
інтэгравальнай на ўсёй лікавай прамой, кавалкава-гладкай і цотнай. 
Таму ў  адпаведнасці з (13)

1

b(X) = 0, a(X) = — [  cos Xxdx  = 2 s ^  X,
п  J  пX

0

i інтэграл Ф ур ’е мае выгляд

СЮ

f  (x) = — [  S n̂ X cos XxdX. 
п  J  X 

0

Паводле тэарэмы 5, у  пунктах разрыву x = ± l  інтэграл Ф ур ’е
f  (x + 0) + f  (x — 0) l  

роўны --------------2--------------- = 2 . Канчаткова атрымаем

2 J s i n  X л ( f  ( x ) , \x \ = l ,
— —г— cos XxdX = < i
п  J  X I С , \x\ = l .

0 2
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Задача 51. Выявіць інтэгралам Ф ур ’е функцыю

f  (x) = 2 x 2 , a > 0  a 2 + x2

f (x )
прамой, але не з ’яўляецца абсалютна інтэгравальнай. Аднак 
яна інтэгравальная на інтэрвале ( —ж ,  ж )  у  сэнсе галоўнага 
значэння па Кашы і можа быць пададзеная інтэгралам Ф ур ’е. 
А крамя таго, функцыя f  (x)  няцотная, такім  чынам, a(X) = 
0- Выкарыстоўваючы (14) і формулу для  вылічэння інтэгралаў

ж

/ Pm(x)
e  xR ( x ) , кал і X > 0, дзе R (x )  = m — правільны

Qn (x )—оо
рацыянальны дроб (Pm (x)  і Q n (x) — мнагасклады ступеняў m  і n

n  > m  ,
Ж Ж ж

7 2 f t  sin Xt 1 1 f t  sin Xt 1 1 f  t e iXt
b(X) = -   -2 d t  = -   -г d t  = -  Im ----- -r d t  =

v y п  J  a 2 + t 2 п  J  a 2 + t 2 п  J  a 2 + t 2
0

1 (  t e iXt \ (  t e iXt \
Im 2n i  res —2----- 2 = 2 t o  i ---------: = Im ( i e  ) = e

\ t=ai a  + t  / V t  + a i  t=ai/п  V t=ai a 2 + t 2J  V t  + ai
aX aX

I = 1 1 1 1  \ i e
t=ai

Такім чынам, шуканае выяўленне мае вы гляд
Ж

f  (x) = j e -aX sin XxdX•
0

Задача 52. Знайсці пераўтварэнне Ф ур ’е функцыі

f  (x) = e - a \x\, a  > 0̂  

Развязанне. У адпаведнасщ з формулаи (16) маем

ж 0
1 1

Ф(Х) = —̂  e —a\t\ • e —iXtd t  = —=  e (a—iX)td t  +
V2n  J  1

Ж r,1 Г 1 p (a—iX)t 0 1 p (—a—iX)t ж1 i (_n_nW-h 1 . — e  — e+ ^ =  e (—a—iX)td t  =
л/2П J  л[2П a  — iX

0 —ж \[2П —a — iX 0
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1 1
+

2a  a
-\J2n  -a  — iX a  + i\-  -\J2n  a 2 + Л2 V n  a 2 + X2

Такім чынам, пераўтварэнне Ф ур ’е мае вы гляд

ф (а) = Л a
n  A2 + a 2

Задача 53. Знайсці пераўтварэнне Ф ур ’е функцыі
2X

f  (x) = e — 2 .

Развязанне. Ізноў уж ываю чы формулу (16), атрымаем

то тоа  о /* +21 Г JA  -w 2 Г _tL
Ф(Л) = .__ / в 2 e * d t  = .__ e  2 cos At dt.

V2n  J  V2n j
0

то
2

Абазначым праз I  (A) = J  e  2 cos Atdt .  Дыферэнцуючы

0
інтэграл I  (A) ^а парамет ры A, атрымаем

то
2

I /(X) = — J  t e  2 sin Atdt ,
0

прычым дыферэнцаванне карэктнае з прычыны раўнамернай 
збежнасці інтэгралу. Далей інтэгруючы часткамі, знаходзім

t
то

2 2

I' (X) = J  sin X t d ( e  2 ) = — X J  e  2 cos Atdt  = — XI (X). 
0 0

Такім чынам, функцыя I  (X) задавальняе лінейнае
дыферэнцыяльнае раўнанне першага парадку

I  ; (A) + XI (X) = 0,

развязваючы якое, атрымаем I (X) = C e  2 . Д ля  вызначэння

1 1
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оо

канстанты С  возьмем Л = 0 і ўлічым, што e  2 dx = V2n.  Маем

СЮ СЮ
f  J L  1 f  J L

С  = I (0) = e  2 d t  = 2  e  2 d t
—  00

Такім чынам, для  інтэгралу I (Л) мае месца роунасць
СЮ

e  2 cos Лt d t  =
п
2 e 2 :

а пераўтварэнне Ф ур ’е набывае вы гляд

М
ф(Л) = e -  2 .

Канчаткова можна зрабіць выснову, што функцыя f  (x) 
пераводзіцца пераўтварэннем Ф ур ’е сама ў  сябе.

Выявіць інтэгралам Ф ур ’е наступныя функцыі.

s g n x, \x\ ^  1,

= e -  2

f (x ) =

f (x ) =

56. f ( x )  = < 1

0,

x,

0,
x
2 ’ 
1
2 ’ 
0,

f (x ) =

f (x ) =

x

1,

0,

0,

\x\ > 1.

\x\ ^  1,
\x\ > 1.

\x\ ^  1,

1 < \x\ ^  2,

\ x  \ > 2.

\ x \ ^  1,

1 < \ x \ ^  2, 
\ x  \ > 2.

x ^  0,

e  x, x > 0.

2

2t

2x
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59. f(x) =

60. f(x) =

f (x ) =

f (x ) =

f (x ) =

f (x ) = 

f (x ) =

f (x ) = 

f (x ) = 

f (x ) =

f (x ) =

sin x, | NV/

0 , | x| > п.

cos x,
п

\x \ < 2 , 2

0 , п
\x \ > 2•

. . . . 2пп 
A sin u x ,  \x\ ^ -----

U
n i i 2п п0, \x\ > -----

u

x cos x, /А

0 , |x| > 1 .

0 , x ^  0,

e  ax cos u x ,  x > 0,

n e  N.

a  > 0.
x > 0, 

e —aX, a  > 0.

sgn(x — a)  — sgn(x  — b), b > a.
1

a 2 + x 2 
x

(1 + x 2)2 
x cos x 

(1 + x 2)2 
sin x

, a  > 0 .

1 + x4 ' 

f (x ) =
sin x,  0 ^  x ^  П,

0 , x > п ,  
Ф ур ’е, працягваючы яе цотным чынам.

выявщ ь інтэгралам

. I cos x, 0 ^  x ^  п ,
f (x ) =

I 0, x > п ,
Ф ур ’е, працягваючы яе няцотным чынам.

72. Функцыю f  (x) = e —x, 0 < x < ж ,  выявіць інтэгралам Ф ур ’е,
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працягваючы яе: а) цотным чынам; б) няцотным чынам.

73. Вылічыць інтэгралы
sin31 

t
d t ,

3
sin t  cos t  

t
dt ,

0 0
выкарыстоуваючы выяўленне інтэгралам Ф ур ’е функцыі

f  « Л 1- Ц  ^ 11|0 , \x\> 1.

с

1, \х\ ^  1 ,

0 , \x\ > 1.
74. f ( x )  —

75. f ( x )  —

76. f ( x )  —

77. f  (x)  —

1, 0 < x < 1,

0 , —c  < x ^  0 , 1 < x < c .

\x\ ^  1, 
x > 1.

sgn x, 

0 ,

x,

0 ,
\x\ ^  1 , 
x > 1.

e ax, x < 0 ,

78. f  (x)  — < 0, x = 0, a  > 0.

79. f (x )

о00 f (x )
81. f (x )

ei00 f (x )

CO00 f (x )

TjH00 f (x )

00 f (x )
8 6 . f (x )

e  ax, x > 0 ,

e —a\x\ cos u x ,  a >  0 . 

e —a]\x]\ sin u x ,  a >  0 . 
x e —a]\x]\, a  > 0 .

= xe

= e  2 cos ux .

— e  2 sin u x .
— e —2\x—О

= (2x + 1)e—\x\.

2

2x

2x
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Т Э М А  II. А П Е Р А Ц Ы Й Н А Е  З Л І Ч Э Н Н Е

1. П е р а ў т в а р э н н е  Л я п л я с а .

А з н а ч э н н е  6 . Арыгіналам н а з ы в а е ц ц а  к а м п л е к с н а з н а ч н а я
ф у н к ц и я  f  (t) р э ч а і с н а й  з м е н н а и  t, я к а я  з а д а в а л ь н я е  н а с т у п н ы я  
у м о в ы :

1) f  (t) = 0 д л я  ў с ix t  < 0;
2) на  л ю б и м  а д р э з к у  [0, T ] ф у н к ц и я  f  (t) м а е  н е  б о л ь ш  з а  

к а н ц о ў н у ю  к о л ь к а с ц ь  п у н к т а ў  р а з р ы в у  н е р ш а г а  р о д у ;
3) ф у н к ц и я  f  (t) на  [0, + ж )  р а с ц е  н е  х у т ч э й  з а  н а к а з н і к а в у ю  

ф у н к ц и ю ,  г. з н .
\ f (t)| < M e a t , (23)

д з е  M  = const > 0, a  = const ^  0. Д а к л а д н а я  н і ж н я я  
м я ж а  a 0 т ы х  з н а ч э н н я ў  а ,  д л я  я к і х  в ы к о н в а е ц ц а  н я р о ў н а с ц ь  (23),  
н а з ы в а е ц ц а  паказнікам росту арыг і налу .

f (t )
н а з ы в а е ц ц а  ф у н к ц и я  к а м п л е к с н а й  з м е н н а й  р :

СЮ

F  (p) = j  e - p t f  (t) dt .  (24)

0

Разам з тэрмінам “пераўтварэнне Л япляса” ужываю ць тэрмін 
“вы ява”. Сувязь пам іж  выявай і арыгіналам абазначаецца f  (t) =
F (p) або F (p) = f  ( t ) ,  г. зн. функцыя f  (t) т а  выяве роуная F (p)
або функцыя F (p) ёсць вы ява  для  арыгіналу f  (t ) .

Т э а р э м а  6 . Д л я  ў с я к а г а  а р ы г і н а л у  f  (t) я г о  в ы я в а  F (p) і с н у е  і 
з ’я ў л я е ц ц а  а н а л і т ы ч н а й  ф у н к ц ы я й  у  н а ў н л о с к а с ц і  R e p  > а 0, д з е  
а 0 — н а к а з н і к  р о с т у  ф у н к ц ы і  f  (t) .



Найпростым арыгіналам з ’яўляецца функцыя Хэвісайда

= I 0  г <  0 -
\ l ,  t  ^  0 .

СЮ

Звойдзем вы яву  в (t ) . Ф у ™  F p  вы звачава  у  абсяву
0
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Re p  > 0 i F ( p )  = — ̂  е pt
p

Ю l
= - .  Такім чынам

0 p

m  .= -■
p

Відавочна, што калі дл я  функцыі f  ( t ) ,  я к ая  задавальняе умовы
2) і 3) азначэння б, не выконваецца ўмова 1), то для  функцыі

f  ( t ) o ( t )  = | 0 , t < 0 '
\ f ( t ) ,  t  ^  0 ,

умова 1) выконваецца i, так ім  чынам, гэтая функцыя з ’яуляецца 
арыгіналам. У далейшым замест f  ( t ) 0 (t )  будзем пісаць f  (t ) ,

t  < 0 .
Пералічым уласцівасці арыгіналау і вы явау  лічачы, што f  (t) =

F g (t )  •= G(p) .
1. Л і н е й н а с ц ь .  Д ля  любых арыгіналау f ( t ) , g ( t )  i любых

X1, X2

X1f  (t) + X2g  (t) = X1F  (p) + X2G(p) .  (25)

2. Д ы ф е р э н ц а в а н н е  арыг іналу .  Калі функцыі f ' ( t ) ,  f  ( t ) , . . .
. . .  , f  (n)(t) з ’яуляюцца арыгіналамі, то праудзяцца формулы

f  /(t) •= p f (p ) — f  (0), (26)
n

f (n) (t) = p nF  (p) — ^  p n—k f  (k—1)(0). (27)
k—1

У гэтых роунасцях неабходна улічваць, што f  (0 ) = f  (+ 0 ),
f ' ( 0 ) = f ' ( + 0 ), ■■•, f <"-1»(0 ) = f (n_1)(+ 0 ).



У выпадку, калі f  (0) = //(0) = . . .  = f ( n - 1  (0) = 0, формула (27) 
істотна спрашчаецца і набывае выгляд

f  (n)(t) = p nF  (p).

Апошняя суадносіна азначае, што дыферэнцаванне арыгіналу
p .

3. І н т э г р а в а н н е  а рыг і налу .  Мае месца формула

t

J f (т) d r  = , (28)

0

Роўнасць (28) азначае, што інтэграванне арыгіналу эквівалентнае
p .

4- Д ы ф е р э н ц а в а н н е  выявы .  Д ля  любога n  мае месца роунасць

F  (n)(p) = ( - t ) n f  ( t ) .  (29)

СЮ

5. 1п ш э г рат  вЫ, е и .  КаМ інтэграл J F (q) ^  існуе. To

p
праўдзіцца роўнасць

сю

= I F ( q )  dq.  (30)

p

Суадносіна (30) азначае, што інтэграванне вы явы  эквівалентнае
t.

6. Т э ар эма  а б  з р у х у .  Д ля  любога камплекснага л іку  А праўдзіцца 
роўнасць

e x t f  (t) = F ( p  -  А), (31)

г. зн. памнажэнню арыгіналу на e xt адпавядае зрух аргумента 
А.

7. Тэар эма  с п а з н е н н я .  Д ля  любога дадатнага  т праўдзіцца 
суадносіна

f  (t -  т) .= e -TpF (p). (32)
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8. В ы я в а  з г о р г пк і .  Згортцы арыгіналаў

t

f  * g  = J f  ( r )g (t  — r ) d r  

0

адпавядае здабытак выяваў :

f  * g  _  F (p )G (p ). (33)

Прывядзем табліцу вы яваў  некаторых асноўных функцый 
(формулы дл я  f  (t ) дзейнічаюць для  t  ^  0 ; f  (t ) = 0 кал i t  < 0 ).
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1
1

1 = -  
p

7
и

sh u t  _  -2------ 2p2 — и 2

2
n !t n _•

• pn+i 8
p

ch u t  _  ~2------ 2p2 — и 2

3 r xt _  1 9
x, . и

e  •—
p  — X

r  sin u  L • , л \ о о
(p  — X)2 + и 2

4 t nr Xt _  n! 10
xt . p  — X

• (p  — X)n+1
Г COs и l • / л \ О О

(p  — X)2 + и 2

5
и

sin u t  — —2------ ^
p  + и

11 . • , 2u pL sin и 1 •— , 2 242
( p2 + и 2)2

6 pcos u t  — —2------ 2
p  + и

12
2 2 p2 — и 2 

t  cos и  _  2 2
( p2 + и 2)2

2. Прымяненне пераўтварэння Л япляса д л я  развязання 
дыферэнцыяльных раўнанняў.

Тэарэма 7. Любы пр ав іл ьн ы  р а ц ы я н а л ь н ы  д р о б  F ( p )  = 

з ’я ў л я е ц ц а  выява й ,  п ры  г э г пым
П

f  (t )  = Y l  res F ( p ) e p\ (34)L ' P=Pk k=\

д з е  p i , p 2, . . .  , p n — у с е  п о л ю с ы  ф у н к ц ы і  F ( p ) .

Q (p )
R ( p )



Вылічаючы рэшты ў  формуле (34), можна запісаць яе наступным 
чынам:

1 dmk—1
f  t  = E  т —тў. F {p)e p t ( p —p k ) A  „=„. • t35)
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k=i p=pk

дзе mk — кратнасць полюсу pk функцыі F  (p).  У выпадку, калі усе 
полюсы функцыі F ( p )  простыя, формула (35) набывае вы гляд

П

f  ( t )  = g  Ц ]  (36)

Калі вы ява  з ’яўляецца правільным рацыянальным дробам, то для  
аднаўлення арыгіналу можна выкарыстаць іншы спосаб, заснаваны 
на раскладанні гэтага дробу на суму простых дробаў. Пры гэтым 
магчы мы я наступныя варыянты.

1) Калі назоўнік дробу раскладваецца на лінейныя множнікі 
(наогул каж учы , з камплекснымі каэфіцыентамі), то расклад на

A
простыя дробы будзе ўтрымоўваць толькі простыя першага --------

p  — X 
A

(p —Х)к ’
выкарыстаць уласцівасць лінейнасці пераўтварэння Л япляса і 
формулы 1 — 4 табліцы выяваў.

2) Калі назоўнік дробу раскладваецца на лінейныя і 
квадратычны я множнікі з рэчаіснымі каэфіцыентамі, прычым 
усе камплексныя карані назоўніка простыя, то расклад на простыя 
дробы будзе ўтрымоўваць простыя першага, другога і трэцяга

Ap + B
 ------- -2------2 тыпаў. Далей кожны просты дроб трэцяга тыпу
(p  — X) + и
неабходна запісаць у  выглядзе лінейнай камбінацыі вы яваў  з 
формул 5 — 10 і выкарыстаць ўласцівасць лінейнасці пераўтварэння 
Ляпляса.

Разгледзім лінейнае звычайнае дыферэнцыяльнае раўнанне п-га 
парадку са сталымі каэфіцыентамі

L [x\ = f  ( t ) } (37)

і другога  ------ —^, k > 1, тыпаў. У гэтым вы падку неабходна
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дзе L[x] = a ox (n\ t )  + a 1x (n 1)( t )  + . . .  + an —1x' ( t )  + a v x( t ) ,  ao = 0.
Сфармулюем задачу Кашы: знайсці развязак  раўнання (37), як і 

задавальняе пачатковыя умовы

x(0) = xo , x' (0) = x 1, . . . ,  x (n—1)(0) = xn—1, (38)

дзе xo , x 1, . . . ,  xn—1 — зададзеныя сталыя. Лічачы, што f  ( t )  — 
арыгінал, будзем шукаць развязак  x( t )  задачы (37), (38) такі, што 
x( t )  =  0 для  t  < 0.

Няхай f  ( t )  = F ( p ) ,  x ( t )  = X ( p ) .  Прымяняючы д а  абедзвюх 
частак раўнання (37) пераўтварэнне Л япляса і выкарыстоўваючы 
ўласцівасць дыферэнцавання арыгіналу, з ўмоваў (38) атрымаем

An(p )X (p) — B n —1(p) = F  (p) .  (39)

Т ут An (p) = a op n + a 1p n—1 + . . .  + a n—1p  + an — характарыстычны 
мнагасклад раўнання L[x] =  0, a  B n—1(p) — вядомы алгебраічны 
мнагасклад ступені не вышэйшай за  n —1. Развязваючы аператарнае 
раўнанне (39), атрымаем

X (p)  = F  (p ) + B n—1(p )
[P) An(p)  •

Д ля  знаходжання шуканага развязку  x( t )  задачы (37), (38) 
неабходна ўзнавіць па выяве X (p) яе  арыгінал.

Развязанне сістэм дыферэнцыяльных раўнанняў з дапамогай 
аперацыйнага злічэння праводзіцца па той ж а  схеме, што 
і развязанне аднаго раўнання. Разгледзім задачу Кашы для  
сістэмы лінейных звычайных дыферэнцыяльных раўнанняў другога 
парадку:

Z { a j + bj t + c j x )  = f i ( t ) j  1 = 1 j 2 , . . . , ^
j =1

x j (0) = a j , x j (0) = (3j, j  = 1, 2 , . . .  , n .  (41)

Абазначым праз X j ( p )  i Fi (p )  функцый x j ( t )  i f i ( t )
адпаведна, i ад  сістэмы (40) з улікам (41) пяройдзем д а  аператарнай 
сістэмы n

J 2 ( a ij p2 + bij p + c ij )Xj  (p ) =
j =1
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n
= Fi(p)  + p  + bij ) a j  + a j  j  , i = 1 ,2 , . . . , n .  (42)

j=i
Развязваю чы (42) я к  сістэму лінейных алгебраічных раўнанняў 

адносна Xj  (p), знаходзім вы явы  Xj  (p ) , а  затым іх арыгіналы Xj (t), 
j  = 1, 2 , . . .  , n .  Гэтыя арыгіналы і будуць даваць развязак  задачы 
Кашы (40), (41).

Занятак 6 
З а д а ч а  87 . Знайсці вы яву  функцыі f  (t) = sin u t .

Р а з в я з а н н е .  Выкарыстаем формулу (25):

sin u t  = 1 ( e iLVt — e —iLVt) = i  ( -  1 1 4 u
2i 2i Vp — i u  p  + i u )  p 2 + u 2

u  p
Такім чынам, sin u t  = —̂ о. Аналагічна cos u t  =2 2 2 2 p + u  p  + u

Д ля гіпербалічных функцый маем

sh u t  = i ( e wt — e— ) = U — ------------— )
2 2 V p  — u  p  + u J2 ' 2\  p  — u  p  + ^  p2 — u 2 ’

u p  
г. эн. sh u t  = -------ft. Аналагічна ch u t  =2 2 2 2p2 -  u 2 p2 -  u 2

З а д а ч а  8 8 . Знайсці вы яву  функцыі f  (t) = sin21.

Р а з в я з а н н е .  Паводле формулы (26), маем f ' ( t )  = p F (p) — f  (0) 
або 2 sin t  cos t  = p F  (p) .  3 іншага боку,

2
2 sin t  cos t  = sin 2t =

p 2 + 4 

2
Адкуль атрымаем F (p) = — -2------  . Такім чынам,

p(p + 4)

2 2  
sin2 t  =

p(p2 + 4) ’



t

Задача 89. Знайсці вы яву  фувкцыі f  ( t )  = J c o s  . г <! г .

0
Развязанне. Так я к  для  падынтэгральнай функцыі праўдзіцца

Р
суадносіна cos ит — ------ 2 , то ’ уж ываю чы формулу (28),

p  + и
атрымаем

t

/c o s  ит d r  — -2------2 •
p2 + и 2

0

Задача 90. Знайсці вы яву  функцыі f  ( t )  = t 2e t •

1
Развязанне. Міаем e  .— • Ужываю чы уласцівасць

p  — 1
дыферэнцавання выявы , атрымаем

1 ^  t г- 1 t— — t e  або  -----—г — t e  •
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p  — 1/ (p  — 1) 2 '

Далей
1 V  .  2

^  — —t ( t e f ) або
.(p  — 1)2/ (p  — 1)3 '

Та кi .\1 чынам,
2 t 2t 2e t —

— t 2e t .

(p -  1)3

sin t
Задача 91. Знайсці вы яву  функцыі f  ( t )  =

t

1

p  + 1
Развязанне. Паколькі sin t  —   , то згодна з формулай (30)

атрымаем
СЮ

sin t  f  dq
—— — = arctg  qt  q2 + 1

p

Ю п
= — — arctg  p  = arcctg p.

p 2

Та кi.vi чынам,
sin t

— arcctg p •



t
Г sin т

Задача 92. Знайсці вы яву  функцыі f  ( t )  = ------- dT.
о

Развязанне. Ужываю чы формулу інтэгравання арыгіналу, з 
улікам папярэдняга прыкладу атрымаем

t
/ s in  т  arcctg p

 dT = ----------- .
J  т p
о

Задача 93. Знайсці вы яву  функцый

f  (t) = e xt sin u t ,  g ( t )  = e xt cos u t .

u p
Развязанне. Так я к  sin u t  = 2 , cos u t  = —2-------2 , то У

p  + u  p  + u
адпаведнасці з формулай (31) атрымаем

\t • u  xt p  — X
e  sin u t  = ------- — ------ 2 , e cos u t  = ------- — ------ 2 .

(p — X)2 + u 2 (p  — X)2 + u 2

Задача 94. Знайсці вы яву  функцыі f  (t) = t e t cos t.

p
Развязанне. Маем cos t  = —2 . Выкарыстоуваючы

p  + 1
ўласцівасць дыферэнцавання выявы , атрымаем

p   ̂ 1 — p 2= — t  cos t  aoo —-2 —7 = — t  cos t.
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p 2 + 1/ (p2 + 1)2 ’

p 2 — 1

( 7 + 1 )

—
Адкуль t cos t  = у 2-------~2. Паводле тэарэмы спазнення

< . . .  . ( p —1)2 — 1t e  cos t  = 2
[ ( p —1)2 + 1]

Задача 95. Знайсці вы яву  функцыі

f  (t — 1) = (t — 1)2^(t — 1)



Р а з в я з а н н е .  Д ля  функцыі f  (t) — 1 выкарыстаем формулу (29):

1 1 2 2
1 — _ ^  — t  — ---- 2 ^  t  — - 13.

p  p 2 p 3

Згодна з тэарэмай спазнення

2 2e —р
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(t  1)2 — p3

t

З а д а ч а  96 . Знайсці вы яву  фувкцыі f  ( t ) = J t —̂ sin r d r .

Р а з в я з а н н е .  Маем

t 1 1
e  — ------  , sin t  —

p  — 1 ’ ’ p2 + 1

Згодна 3 формулай (33) атрымаем

f  (t) — p— i  • p p + y  ■

З а д а ч а  97 . Знайсці арыгінал f  (t) па яго выяве

p  + 8
F  (p) = p 2 + p  2

Р а з в я з а н н е .  Так я к  функцыя F (p) мае полюсы першага 
парадку pi — 1, p 2 — — 2, то паводле формулы (36) знаходзім

f (t ) — 

Та кі .\1 чынам,

p  + 8 e pt
2p  + 1 .

+
p=i

p + 8 e pt 
2p  + 1  .

— 3et — 2e—2t .
р= 2

— 3et — 2e ■p 2 + p  2

f (t )

1 + 2p 2
F  (p) — (1 + p2)2 '
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Развязанне. Функцыя F  (p) мае полюсы другога парадку pi 
i p 2 = - i .  Ужываю чы формулу (35), атрымаем

= i

f (t ) =
1 + 2p2
(p + i ) 2 

2

pt +
p=i

1 + 2p2

(p -  i)2
pt

p=—i

4pi — 2 + (1 + 2p2)t
-(p + i ) (p + i ) 2 

3 e it — e —it 
2 2i

e pt +
p=i 2

—4pi — 2 (1 + 2p2) t
- (p — i )3 (p  — i)

t  e if + e —it 3 1
+------------------- = -  sin t  + - 1 cos t.

2 2 2 2

pt
p=—i

Такім чынам, канчаткова знаходзім

1 + 2p2 3 1
_ _  _  _ sin t + _ t cos t .

Задача 99. Знайсці арыгінал f  (t) па яго выяве

F  (p) = 1p 3 + 2p 2 + p

Развязанне. Раскладзем дроб на суму простых, ужываю чы 
метад нявызначаных каэфіцыентаў:

1 1 1 1 1
p 3 + 2p2 + p  p ( p  + 1)2 p  p  + 1 (p + 1)2

Выкарыстоўваючы цяпер уласцівасць лінейнасці і формулы 1, 3 і 4 
табліцы, атрымаем

1
.— 1 — e  t — t e t

p 3 + 2p 2 + p

Задача 100. Знайсці арыгінал f  (t) па яго выяве

F  (p) = 4p2 —p  .
{Р) (p  + 1 ) (p 2 + 4)

Развязанне. Раскладзем дроб на простыя ў  мностве рэчаісных 
л ікаў з дапамогай метаду нявызначанных каэфіцыентаў:

4p 2 -  p 1
+

3p  -  4 1
+ 3 p 2

2
(p + 1)(p2 + 4) p  + 1  p 2 + 4 p  + 1  p 2 + 4 p 2 + 4 

Ізноў выкарыстаем уласцівасць лінейнасці і формулы 3, 5 і 6 табліцы:
4p 2 -  p

— e  t + 3 cos 2t — 2 sin 2t.
(p  + 1)(p2 + 4)



З а д а ч а  101. Знойдзем арыгінал f  (t) па яго выяве

F  (p) =  p  .
p 2 + 4p + 5

Р а з в я з а н н е .  Пераўтворым зыходны дроб, вылучаючы ў
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назоўніку поўны квадрат:

p  p  + 2 — 2 p  + 2
2

l
p 2 + 4p + 5 (p + 2)2 + l  (p + 2)2 + l  (p + 2)2 + l '

Ужываю чы ўласцівасць лінейнасці i формулы 9 i 10 табліцы,
атрымаем

Знайсці

f (t ) 
f (t ) 
f (t ) = 
f (t ) = 
f (t ) = 
f (t ) = 
f (t ) = 
f (t ) =

f (t ) = 

f (t ) =

p
p 2 + 4p  + 5

2t cos t  — 2е  2t sin t

вы явы  зададзеных арыгіналаў.

= t  s in5 t.
= sin2 t.
= (t + l )  s in2t. 
= t  sh2t.
= t e l cos t.
= (t — l ) e t .
= e t cos t  cos2t. 
= ch21.

sin2 t
t

e —t -  l

e —tt 3.
= е —4t sin 3t cos 2t.

103. f  (t) = t2 cos3t. 
f (t ) 
f (t )

109 . f  (t) = cos31. 
f (t )
f (t ) = sin t.

115. f  (t) = e —t sin t  s in3t. 
f (t )

e  t cos21.
3

f (t ) =

sh2 t.
sh t

t

121. f  (t) = / t 2 sin r d r .

122. f  (t) = I т2е  2t dT.

f (t ) =
s in t,  t  У п ,

0 , t  < п .

f (t ) =
t 2, t  У l ,

0 , t  < l .

125. f  (t) = / sin(t — т) e TdT.

126. f  (t) = ( t  — т)3 cos т dT. 127. f  (t) = / cos(t — т ) sh т  dT.

t
t

t

t t
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Знайсці арыгіналы зададзеных выяваў.
1

128. F (p) =

130. F (p) =

p (p -  1)(p -  2) 
p

(p2 + 1)2 '

132. F (p) =

134. F (p) = 

136. F (p) =

138. F (p) =

p  (p  + 1)
4p + 3

(p -  1)(p2 + 2p + 5)
p

p3 + 1 
p  + 1

p2 (p + 2)
p 1

1 4 0 . f  (p ) = _ .

1 4 2 ' F (p ) = (p2 + 4 )2 .
p

144. F (p) = —  w 2  ,
(p -  1)(p + 4 )

2p  + 3
146. F (p) = 3 2--------- .

p 3 + 4p 2 + 5p

148. F (p) =
(p -  1)(p -  2)

129. F (p) 

131. F  (p) 

133. F (p) 

135. F (p) 

137. F (p ) 

139. F (p) 

141. F  (p) 

143. F (p) 

145. F (p) 

147. F (p ) 

149. F (p)

1
p 2 + 4p  + 3

p

(p  + 1)(p2 + 4). 
p

(p2 + 1)(p2 + 9)
p2

(p2 + 1)(p2 + 4) 
p

(p2 -  1)2 .
p  + 2

p(p2 + 4)
p  + 1
p 3 -  1

p
(p + 4)(p -  1) 

1

(p 2 + 2p  + 2)
e -3p

2•

( p  -  1)
e - p  

p2 + 1

2

Заиятак 7

З а д а ч а  150. Знаисщ развязак  задачы Кашы

x" -  4x = 4e2t, 

x ( 0 ) = x '(0 ) = 0 .

Р а з в я з а н н е .  Няхаи x (t)  ,= (p). Тады, паводлв уласцівасці
дыферэнцавання арыгіналу, з улікам пачатковых умоваў атрымаем

x"(t) = p 2X  (p).
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2, 4
А крамя таго, 4 e 2 =  . Пераходзячы д а  вы явау  у  зыходным

p  — 2
раўнанні, прыйдзем д а  аператарнага раўнання

p 2X  (p) — 4X (p) = 4

Адсюль X  (p) = -------— ------—2. Раскладзем дроб на простыя i

p  — 2

4

(p + 2 ) ( p  — 2У
ўзновім арыгінал з дапамогай уласцівасці лінейнасці і формул 3 і 
4 табліцы выяваў:

4 1 1 1 1 2t 1 2t 2tЬ т-----ггтт .= -  e —2t-  -  e  + t e  .
(p  + 2 ) ( p  — 2)2 4 (p  + 2) 4 ( p  — 2) (p  — 2)2 ' 4 4

Такім чынам, шуканы развязан мае вы гляд

x( t )  = 1  e —2t — 1  e 2t + t e 2t.
4 4

З а д а ч а  151. Знаисщ развязан заданы Кашы

x" — 2x' + 5x = 0, 

x (0 ) = 1, x/(0 ) = —3.

Р а з в я з а н н е .  Няхай x( t )  = X ( p ) .  Тады

x! (t )  = p X  (p) — x (0 ) = p X  (p) — 1, 

x"( t )  = p ( p X  (p) — 1) — x ; (0) = p 2X  (p) — p  + 3.

Такім чынам, аператарнае раўнанне мае вы гляд

p 2X  (p) — p  + 3 — 2 (p X  (p) — 1) + 5X (p) = 0,

адкуль

X  (p) = 2 p  — 5— . 
p 2 — 2p  + 5

Д ля знаходжання арыгіналу вылучым у  назоўніку дробу поўны 
квадрат:

p  — 5 p  — 1 — 4 p  — 1 2
— 2-

p 2 — 2p  + 5 (p  — 1)2 + 4 (p  — 1)2 + 4 (p  — 1)2 + 4'

Выкарыстоўваючы формулы 9 i 10 табліцы, канчаткова атрымаем 

x( t )  = e f cos 2t  — 2e f s i n  2t  = e f ( c o s  2t  — 2 s in  2t) .



З а д а ч а  152. Знаисщ развязак  задачы Кашы

x" —У' = 0, 
x — у"  = 2 sin t ,

x(0) = —1, x /(0) = y(0 ) = y /(0) = 1.

Р а з в я з а н н е .  Няхай x (t)  = X  (p), y ( t )  = Y  (p).
Выкарыстоўваючы ўласцівасць дыферэнцавання арыгіналу, з 
улікам пачатковых умоваў маем

x"( t )  = p 2X  (p) + p  — 1, y ' ( t )  = p Y  (p) — 1, y " ( t )  = p 2Y  (p) — p  — 1.

2
Пераходзячы да  вы яваў  i ўлічваючы, што 2 sin t  = —2------ ,

p  + 1
прыходзім д а  аператарнай сістэмы

p 2X  (p) + p  — 1 — ( p Y  (p) — 1) = 0 ,
2

X  (p) — ( p 2Y  (p) — p  — 1) = ^ — -
p  + 1

p X  (p) — Y  (p) = —1,
2 3

1 — p  — p  — p  
X  (p) — p 2Y (p) = ----- %  ^ .

p  + 1

Развязваючы гэтую сістэму адносна X  (p) і Y  (p ) , атрымаем

X ( p ) = J 2—^  , y (p) = 4 ± 4 .p 2 + 1 p 2 + 1

Па формулах 5 i 6 табліцы вы яваў  знаходзім, што 

x (t)  = sin t  — cos t, y ( t )  = sin t  + cos t.

З а д а ч а  153. Развязаць інтэгральнае раунанне

t

/ e T—tx ( r ) d r  = sin t.
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або



Развязанне. 3 улікам уласцівасці вы явы  згорткі маем
t

1 Г 1
x (t)  = X (p ) ,  e - t  = -------- , e T—tx ( r ) d r  =  X (p) .

v '  У J p  + 1  J  v '  p  + 1  У J
0

Пераходзячы д а  выяваў, прыходзім д а  аператарнага раўнання

 X  (p) = —2------ ,
p  + 1  p 2 + 1

з якога вынікае, што

p  + 1 p  1
X (p) = — -  .= cos t  + sin t.p 2 + 1 p 2 + 1 p 2 + 1

Канчаткова атрымаем

x(t)  = cos t  + sin t.

Задача 154. Развязаць інтэгральнае раунанне
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x(t)  = e  — 2 J  cos(t — t ) x ( t ) d r .
0

Развязанне. Маем
t

x ( t )  = X (p ) ,  e 1 = ------  , cos(t — r ) x ( r ) d r  = 2 p  , X (p).
p  — 1 p  2 + 1

0

Пераходзячы д а  выяваў, прыходзім д а  аператарнага раўнання

X (p ) = p — 1 — pX +A  X ( p )  ^  X ( p ) = ( p  —p1)+p + 1)2 ■

Раскладзем дроб на простыя і ўзновім арыгінал з дапамогай формул 
3 і 4 табліцы выяваў :

p 2 + 1 1 1 1
+ •

(p — 1)(p + 1 ) 2 2(p — 1) 2(p + 1) (p + 1 ) 2

= 1  et + 1  e—t — te —t = ch t  — t e —t .
2 2

t
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Такім чынам, x( t )  = ch t  — t e  •
Развязаць заданы Кашы для  дыферэнцыяльных раўнанняў.

155. x
156. x

x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x
x

— 4x = 4, x(0) = —1, x '(0 ) = 0.
+ 4x = 2, x(0) = 0, x' (0) = 4.
— 5x' + 6x = 2et , x (0) = x '(0) = 1.

' + x' = e l , x (0) = x '(0 ) = x ''(0) = 0.
+ x' = cos t, x(0) = 2, x '(0 ) = 0.
— x' = t e t , x (0) = x '(0) = 0.
+ 2x' — 3x = e —t , x (0) = x '(0) = 0.

' + x'' = sin t,  x (0 ) = x '(0 ) = 1, x'' (0) = 0.
— x' = t e t , x (0) = x '(0) = 0.

' + x' = cos t,  x (0 ) = 0, x '(0 ) = —2, x'' (0) = 0.
— 2x' = e 2t , x (0) = x '(0) = 0.
+ 2x' = t  sin t, x (0) = x '(0) = 0.
— x' + x = e —t , x (0 ) = 0, x '(0 ) = 1.
+ x = 2 sin t, x (0 ) = 1, x '(0 ) = —1.
— x' = t e t , x (0) = 1, x '(0 ) = 0.
— 2x' + 10x = 10t2 + 18t + 6, x (0) = 1,
+ 2x' + 5x = cos t, x (0) = x '(0) = 0.
+ 3x ' + 2x = 0, x(0) = 1, x '(0 ) = 2.
+ x' = t 2 + 2t, x (0) = 4, x '(0 ) = —2.
— 4x = t  — 1, x (0) = x '(0) = 0.
— x' = t 2, x (0 ) = x '(0 ) = 0.
+ x ' — 2x = e —t , x (0) = 0, x' (0) = 1.

' — 2x'' + x' = 4, x (0) = 1, x '(0 ) = 2, x ' ' (0) = 0.
' — 6x'' + 11x' — 6x = 0, x (0 ) = 0, x '(0 ) = 1, x ''(0) = 0.
' + x'' = sin t,  x (0 ) = x '(0 ) = 1, x'' (0) = —2.

x '(0 ) = 3,2.

Развязаць заданы Кашы для  сістэм дыферэнцыяльных 
раўнанняў.

x' + y  = 0, (  x + x' = y  + e f ,
180. < y '  + x = 0, 181. < y  + y '  = x + e f ,

x(0) = 1, y (0) = —1. x(0) = y(0 ) = 1.
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182.

184.

186.

188.

190.

192.

194.

196.

x  = —y ,  
y 1 = 2x + 2y ,  
x ( 0) = y  (0 ) = 1. 

x  + y '  — y  = e ,
2x! + y '  + 2y  =  cos t, 
x ( 0) = y  (0 ) = 0 . 
x' + x — y  = e*, 
y '  + y  — x = e*, 
x ( 0) = y  (0 ) = 1.

x' + x -  3 y  = 0, 
y '  — y  — x = e*, 
x ( 0) = y  (0 ) = 1. 
x' = y  — 4x,
y ' = - 2x -  y ,
x(0)  = 2, y ( 0 )  = 3. 
x' = y  — 7x, 
y '  = —2x — 5y,  
x ( 0 ) = 2 , y ( 0 ) = 0 . 
x' = y  — 7x, 
y '  = —2x — 5y,  
x(0)  = 0, y ( 0 )  = - 4 .

3 2x  — x + y  = - 1 ,
2

y '  + 4x + 2 y  = 4t + 1, 
x ( 0) = y  (0 ) = 0 . 
x'' -  3x -  4 y  + 3 = 0, 
y'' + x + y  + 5 = 0, 
x(0) = x' (0 ) = 0 , 
y ( 0 ) = y '  (0) = 0.
x' = y  + z,  
y ' = x + z,  
z ' = x + y ,
x(0) = —1, y (0 ) = 1, 
z ( 0 ) = 0 .

1 9 8 .  <

183.

185.

187.

189.

191.

193.

195.

197.

x' -  x -  2y  = t, 
y ' -  y  -  2x = t,
x(0)  = 2, y ( 0 )  = 4.
x' + y ' = 0 , 
y ' -  2y  -  2x = 0 , 
x (0 ) = 0, y(0 ) = 1.
x' = 3 y  -  x, 
y ' = y  + x + e*, 
x (0 ) = y ( 0 ) = 1.

x' = x -  y ,  
y ' = y  + x, 
x ( 0 ) = 1, y ( 0 ) = 0 . 
x' = - 5 x  -  2y ,
y '  = x — 7y,  
x (0 ) = y ( 0 ) = 1. 
x' = 3x + 4y,  
y '  = 4x — 3y,  
x (0 ) = 0 , y ( 0 ) = 1.

x' + y '  — y  = e f ,
2x' + y ' + 2y  = c o s  t, 
x (0 ) = y ( 0 ) = 0 .

x' + 2x + 2y  = 10e 2t, 
y '  — 2x + y  = 7 e 2t, 
x(0)  = 1, y ( 0 )  = 3.

x'' + y  -  1 = 0 , 
y '' + x = 0 ,
x(0) = x' (0 ) = 0 , 
y  (0 ) = y ' ( 0 ) = 0 . 
x' = y  + z  -  x, 
y ' = x + z  -  y ,

201 . < z' = x + y  + z, 
x ( 0 ) = 1, 
y  (0 ) = z (0 ) = 0 .

199. <
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202 . <

x' = x — 2y  — 2z, 
y 1 = 2x + 7y + 5z, 
z' = —2x — 4y — 2z, 
x(0) = 0, y (0 ) = 3, 
z (0 ) = —2.

x' = —x + y  + z, 
y ' = x — y  + z, 

203 . < z' = x + y  — z, 
x (0 ) = y ( 0 ) = 2 ,

I z (0 ) = —!•



Заиятак 8. Кантролыіая работа 

Заданні д л я  падрыхтоўкі да  К Р № 1

I. Раскласці ў  шэраг Ф ур ’е функцыі:

| 2x, — п  < x < 0 , 
a) f  (x) = cos4 x, x Е R; б) f  (x) = <

У —3x, 0 < x < п;
у) f  (x) = sgn(sin x ) , x Е R.

II. Раскласці ў  шэраг Ф ур ’е функцыі па косінусах і сінусах на 
адрэзку [0 , l ] :

a) f  (x) = (x — l )2; б) f  (x) = cos x;

y ) f  (x) = Sgn (x — l ) — sgn [x  —

III. Выявіць інтэгралам Ф ур ’е функцыі:

f 2, \x\ < 3, , ,
a) f  (x) = < 6) f  (x) = e a\x\ cos(bx), a  > 0 .

[ 0 ,  \x\ ^  3; ’

IV. Выявіць інтэгралам Ф ур ’е функцыі, працягнуўшы цотным 
чынам на інтэрвал ( —ж ,  0 ) :

!4 — 5x, 0 < x < 4 , Гsin x, 0 < x < п ,
4 5 6) f  (x) =

0 , x > 5 ; I 0, x > n .

V. Выявіць інтэгралам Ф ур ’е функцыі, працягнуўшы няцотным 
чынам на інтэрвал ( —ж>, 0 ) :

|1, 0 ^  x ^  1, I cos x, 0 ^  x ^  п ,
f (x ) = f (x ) =

0 , x > 1; 0 , x > п.

VI. Знайсці вы явы  зададзеных арыгіналаў:

a) (t + 1) s i n 2t; б) e —4t s in 3 t  co s2t; y) t e t cos t; r) e —tt 3.
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V II . Знайсці арыгіналы зададзеных выяваў :

2p + 3  ̂ p  + l  ; p  + 2 ; p  — l
p 3 + 4p2 + 5p ’ p2(p + 2 ) ’ p(p2 + 4 ) ’ p3 + l .

V III . Развязаць задачы Кашы:

а) x'" + x' = cos t, x ( 0) = 0 , x '( 0 ) = —2 , x" (0) = 0 ’
б) x'' — 2x' = e2t , x (0 ) = x '(0 ) = 0 ’ 
y) x'' — x' + x = e —t , x ( 0) = 0 , x ' ( 0 ) = l ’ 
a) x'' + x = 2 s in t,  x ( 0 ) = l ,  x ' (0 ) = —l .

IX . Развязаць задачы Кашы:

x' = y  — 7x,  Г x' = 3x + 4y,
y '  = —2x — 5y,  б) Г y '  = 4x — 3y,
x (0 ) = 2 , y ( 0) = 0 ’ I x (0 ) = 0 , y ( 0) = 1.
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ТЭМ А III. РАЎНАННІ ГІПЕРБАЛІЧНАГА ТЫПУ 

1. Прывядзенне да  кананічнай формы 
дыферэнцыяльных раўнанняў з частковымі вытворнымі 
другога парадку.

Будзем разглядаць дыферэнцыяльныя раўнанні з частковымі 
вытворнымі другога парадку. Д ля  дзвюх незалежных змеиных х і у  
такое дыферэнцыяль-нае раўнанне ў  агульным вы падку запісваюць 
суадносінай

F (ж, У, u  u'x, u ' y , u f'x, u f'y , u 'y y ) = 0 .

Калі дыферэнцыяльнае раўнанне лінейнае адносна старэйшых 
вытворных, то яго называюць квазілінейным раўнаннем і 
запісваюць у  выглядзе

a, i iuxx + 2a i 2UXy + й22Uyy + F (х, у ,  u ,  u x, Uy) = 0 , (43)

дзе a 11, a 12 i a 22 — зададзеныя функцыі зменных х \ у .
Дыферэнцыяльнае раўнанне называюць лінейным7 калі яно 

лінейнае я к  адносна шуканай функцыі, так  і адносна яе частковых 
вытворных. Такое раўнанне запісваюць у  выглядзе

a i i u xx + 2 a u u xy + a 22uyy  + b i u x + b2uy  + c u  + f  (х, у )  = 0. (44)

х y ,
то раўнанне (44) уяўляе  сабой лінейнае дыферэнцыяльнае 
раўнанне са сталы мі каэфіцыентамі.

Вылучым тры тыпы раўнанняў у  форме (43) або (44). Назавём 
іх раўнаннямі гіпербалічнага ты пу7 калі ў  некаторым пункце 
M  (або абсягу G) D > 0, парабалічнага ты пу7 калі D  = 0, 
і эліптычнага тыпу, калі D < 0. Т ут  D = a 22 — a i i a 22 — 
дыскрымінант раўнання.
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Прыналежнасць раўнання д а  аднаго з гэты х ты паў вызначае 
некаторыя агульны я ўласцівасці яго р азвязкаў і дазваляе выбраць 
метады развязання задач для  такога раўнання.

Раўнанні са зменнымі каэфіцыентамі могуць змяняць свой тып 
у  розных пунктах. П рыкладам такога раўнання змяш анага тыпу 
з ’яўляецца раўнанне Трыкомі

u xx + xUyy — 0 ,

ц ікавае для  газавай ды нам ікі. Так я к  дыскрымінант гэтага раўнання 
D = — x, то раўнанне Трыкомі з ’яўляецца эліптычным, калі x > 0 , 
і гіпербалічным, калі x < 0 ^

3 дапамогай пераўтварэння зменных

£ = p ( x , y ), п  = ф ( x , y ),

якое дапускае адваротнае пераўтварэнне, мы атры мліваем  новае 
раўнанне, эквівалентнае зыходнаму. Н атуральна паставіць пытанне: 
я к  выбіраць £ і П, каб раўнанне з гэтым і зменнымі мела найболын 
простую форму?

Д ля таго каб было магчы м а ўвесці новыя зменныя £ і п  праз 
функцыі p  і ф,  неабходна пераканацца ў  незалежнасці гэты х 
функцый. Д астатковай умовай гэтага з ’яўляецца адрозненне ад  нуля 
якаб іяна пераўтварэння

I  ( x , y ) = P'x ф'у = 0^

Згодна
знаходзім

f x ф 'у

з правілам дыферэнцавання складанай функцыі

= U'e • tfx + К  • f x,u'x = u£

x''y,xy

u'y = u £ • p у + u'n • ф у ,

U'L = u>k  (p'x)2 + 2u ln p'x '̂x + u 'rn ( f x)2 + u £ p 'xx + u 'nf x

<y = u t t  P'xP'y + u '[v №xfy + p'y f x ] + u ''n f x фУ + u £ P'Ly + u 'n

u ''y = u ’k  (p ' y )2 + 2u £n p'y фу + u rn (фу )2 + u £ p 'yy + u 'n фуу •

П адстаўляючы гэты я выразы  ў  (43) атрымаем раўнанне

A n u ^  + 2AY1u n  + A22u rm + Ф(£, П, u,  u £, u^) = 0  ̂ (45)

y x,
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2 2А іі  = а і і (^ ) 2 + 2а і 2^ у  + «22 W y )2,

Л і2 = а і і ^ хФХ + «12(^Х^У + '̂у фХ) + а 22^уФУ,

^22 = « і і (^ х  )2 + 2а і 2'фХ Фу + «22 (Фу ) 2.

Н ескладана пераканацца у  праўдзівасці роўнасці А22 — А і і А 22 =
(a 22—а і і а 22) I 2(x, y ), з якой вынікае, што разгляданае пераўтварэнне 
незалежных змеиных не змяняе тып раўнання. А днак функцыі 
<p(x,y) і ф ( х , у ) можна выбраць так ім і, каб з новымі зменнымі 
частка каэфіцыентаў пераўтвары лася ў  нуль, а  раўнанне (45) набыло 
найбольш просты вы гляд , я к і называецца к а н а н і ч н а й  ф о р м а й  
раўнання.

Пераход да  кананічнай формы можна аж ы ццявіць з дапамогай 
агульны х інтэгралаў дыф ерэнцыяльнага раўнання

a n (d y )2 — 2а і 2ё1хё1у  + a 22 ( d x ) 2 = 0, (46)

якое называюць х а р а к т а р ы с т ы ч н ы м  дл я  раўнання (43) і
(44), а  яго інтэгралы — х а р а к т а р ы с т ы ч н ы м і  к р ы в ы м і  або
х а р а к т а р ы с т ы к а м і .

Калі ф ( х , у ) = C  — агульны  інтэграл характары сты чнага
раўнання (46), то ўздо ўж  характарыстычнай крывой маем

dyy  = — А  або d y  = — A  dx.  (47)
dx <fi'y <Zy

d y
што ф ункцыя z = <p(x,y) развязвае дыф ерэнцыяльнае раўнанне 
першага парадку:

an(z 'x )2 + 2a r 2z'x z ’y + a 22(z'y )2 = 0. (48)

Калі ў  некаторым абсягу G раўнанне (43) з ’яўляецца раўнаннем 
гіпербалічнага ты пу (D = a {2 — a ^ a ^  > 0), то ў  гэтым абсягу 
характарыстычнае раўнанне распадаецца на два  раўнанні

d y  = « і 2 ± V D  
dx a n  ’
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я к ія  маюць дзве сям ’і характары сты к ^ (x , y ) = C i і ф ( x , y ) = C 2. 
Тады з дапамогай пераўтварэння незалежных зменных

£ = V( x , y ), П = 'ф( x , y ),

прыходзім д а  раўнання (45), у  як ім  з ул ікам  (48) А11 = 0 і А 22 = 0. 
Таму, дзелячы  атрыманы выраз на 2А і2 = 0, прыводзім раўнанне
(45) д а  кананічнай формы для раўнанняў гіпербалічнага тыпу:

Ф
u ’ln = ф1(£ ,п ,и ,4 , и П), фі = - 2А12.

Заўвага 2. Кал і  н о в ы я  з м е н н ы я  £ і n  м а ю ц ь  в ы г л я д

¥ ( x , y ) + 'ф( x , y ) P ( x , y ) -  'Ф( x , y )
£ =  2 ' n  =  2 ,

т о  д л я  р а ў н а н н я  г і п е р б а л і ч н а г а  т ы п у  м о ж н а  з а п і с а ц ь  д р у г у ю  
к а н а н і ч н у ю  ф о р м у

u ^  -  Wm  = Ф1(£, п, и ,  и ^, и'п).

Калі ў  абсягу G раўнанне (43) з ’яўляецца раўнаннем 
парабалічнага ты пу (D = a {2 -  a 11a 22 = 0), to  ў  гэтым абсягу 
характарыстычнае раўнанне (46)

d y  = a i2 
dx  a 11

мае толькі адну сям ’ю характары сты к ^ (x , y ) = C.
Тады, лічачы £ = p ( x , y )  і n  = 'Ф( x , y ) ,  дзе ^ ( x , y )  — адвольная 

ф ункцыя, я к ая  не залеж ы ць ад  функцыі ^ ( x , y ) ,  прыходзім да  
раўнання (45), у  як ім  А 11 = 0. Але так  я к  дл я  раўнання
парабалічнага ты пу А 22 -  А 11А 12 = 0, то такім  чынам, і А 12 = 0. 
Таму пасля пераходу д а  новых незалежных зменных раўнанне (45) 
набывае кананічную форму для  раўнанняў парабалічнага тыпу:

Ф
и'Пп = Ф 2 (£ ,П ,и ,4  ,и'п), Ф2 = -  А 2 .

G
ты пу (D = a {2 -  a 11a 22 < 0), то характарыстычнае раўнанне (46)
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прыводзіць д а  двух  раўнанняў у  камплекснай форме:

d y  = a y  ± j '— D  
dx а ц  а ц

Д адзены я раўнанні маюць два  камплексна-спалучаныя інтэгралы 
p i ( x , y )  = Cl  \ p 2( x , y )  = C2, дзе P i(x ,y )  = y ( x , y )  + i ^ ( x , y ) ,  
a p 2( x , y )  = p ( x , y )  — i ^ ( x , y ) ,  прычым функцыі p ( x , y )  i ^ ( x , y )  
з ’яўляю цца рэчаіснымі ф ункцыямі сваіх аргументаў.

Выконваючы замену зменных £ = ^ ( x , y )  і n  = ф ( x , y ), 
атрымаем у  раўнанні (45) A11 = A22, a  A12 = 0. Таму пасля 
пераўтварэння раўнанне (45) можна запісаць у  кананічнай форме 
для  раўнанняў эліптычнага тыпу:

Ф
+ U'm  = Ф з(ф п ,и> и ), Фз A11

Лінейнае раўнанне (44) са сталымі каэфіцыентамі мае 
аднолькавы тып у  любым абсягу G . Такому раўнанню 
адпавядае характарыстычнае раўнанне (46) таксам а са сталымі 
каэфіцыентамі. Таму характары сты кам і лінейнага раўнання са 
сталымі каэфіцыентамі з ’яўляю цца прамыя y  = kx + b, дзе

а і 2 ± \/D 2
k — --------------- , D  — а і2 — а ц а 22-

а 11
3 дапамогай прыведзеных вышэй пераўтварэнняў зменных 

раўнанне (44) гіпербалічнага ты пу (D > 0) прыводзіцца д а  адной з 
наступных формаў:

и + biut + b2u'n + с и  + f  (£, n) = 0 ,

u ' t  — и'П1П + biut + b2Ufn + с и  + f  (£, n)  = 0 .

(D  =
0) i эліптычнага (D < 0) ты паў маюць адпаведна кананічныя 
формы

и 1̂  + b iut + b2Un + с и  + f  (£, n) = 0 , 

и + и"щ  + b i ^  + 1)2^  + с и  + f  (£, n) = 0 .

Заиятак 9
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Задача 204. Прывесці д а  кананічнай формы раўнанне

u xx + 2u xy — 3u,yy + 2u x + 6uy  = 0 .

Развязанне. Дыскрымінант раўнання D  = l 2 + l  • 3 = 
4 > 0 ,
характары сты к мае вы гляд

d y  2 d y

( d x )  — 2 d x  — 3 = 0

d y  d y
адкуль зноидзем —  = 3, —  = —l ,  а  агульны я інтэгралы

dx dx
y  — 3x = C 1, y  + x = C 2.

Зробім замену змеиных: £ = y  — 3x, n  = y  + x. Тады

u'x = u^ • (—3) + u >n , u'y = u^ + u'n,

u 'L = 9uee — 6u ln + u rn , u 'yy = u 'k + 2u ln + u rn , 

u "xy = —3ult, — 2u ln + u rn .

П адстаўляючы знойдзеныя вытворныя ў  раўнанне, атрымаем

9 u ^  — Gu^y + u^y — 6u££ — 4u^n + 2u rm — 3 u ^  —

— 6u^n — 3uw  — 6u^ + 2u_n + 6u^ + 6u_n = 0

або
.'' ^  •' 

2u £n о un.

Задача 205. Прывесці д а  кананічнай формы раўнанне 

u xx — 2u xy + uyy  + a u x + j3uy + y u  = 0 .

D  = l  -  l  = 0 ,
парабалічнага тыпу. Раўнанне характары сты к мае вы гляд

( d  V + 2  d x  + l  = c,
x x

d y
адкуль атрымаем —  = — l  і адзін агульны інтэграл x + y  = C 1.

dx
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Азначым новыя зменныя, лічачы £ = x + y ,  a  n  = x — 
незалеж ная ад  £( x , y ) ф ункцыя. У такім  разе

u'x = U  + u'n , u'y = U ,

u ^  + 2u^n + Ujjn — 2u ^  — 2Щп + u ^  + a ( u^  + u y ) + (вй^ + y u  — 0

мае адзін з р азвязкаў y  — (1 + i )x  = C 1. Азначым новыя зменныя 
£ = y  — x, n  = —x, тады

П адстаўляючы знойдзеныя вытворныя ў  зыходнае раўнанне, 
атрымаем

З а д а ч а  207 . Прывесці д а  кананічнай формы раўнанне

uxx + x u  =  0 .

Р а з в я з а н н е . Гэта раунанне са зменнымі каэфіцыентамі, прычым 
яго дыскрымінант D = — x. Раўнанне ў  абсягу x < 0 мае

x > 0

u xx = u ££ + 2u£n + u r/n, u yy = u ££, u xy = u ££ + u £n.

П адстаўляючы ў  раўнанне, атрымаем кананічную форму

u ^  + u n/n — 0 .
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Разгледзім  першы вы падак, калі x < 0. Раўнанне характары сты к 
мае вы гляд

( О У + x = 0 , = ± v = x t
\ a x  dx

а яго  агульны я інтэгралы

2 (- *3 V ' ’ " 3
C\ = y  + 2  — x f 2, C2  = y  — 2  (—x )3/2.

Зробім замену

P = y  + , ~ , , .,
3 v y 7 ' * 3P = y  + 2  (—x )3/2, n  = y  — 2  (—x )3/2.

Знаходзім вытворныя

Ux = —U^y/—~x + u v y/—x, Uy = + u^,

u'p U
UXx = u ee(—x) + 2xu l v + и щ ( —x)  + 2ў —x  — 2. —x

u'yy = u ^  + 2u''y + u'yy •

П адстаўляючы у  раунанне, атрымаем

// u'n u't u't — u
4xuyn = —  a6o u Pn = , . =—.

2^ —x  2^ —x  8 ^ ^ = x )3

Засталося выразіць змеиную x у  раўнанні праз новыя зменныя р  і 
П. Улічыўш ы формулы замены змеиных, будзем мець

-  3  .

П адстаўляючы ў  раўнанне, канчаткова атрымаем

= ^  — u y
іц 6 (P — n ) '

Разгледзім  зараз другі вы падах. У абсягу x > 0 раўнанне мае 
эліптычны тып i D < 0. Раўнанне характары сты к

( I ) ’  + x = »
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• dy . .
распадаецца на два  раўнанні —  = ± i\Jx, а іх агульны я інтэгралыdxмшоць вы гляд

Cl ,2 = y ± i 2 x̂ /2.
2

Вылучым, напрыклад, інтэграл Cl = y + i — x? /2 i зробім
2

адпаведную замену £ = y, n = x  xC/2. Знойдзем вытворныя
3

u/
ux = u'vv x, uy = u ,̂ uxx = xWm  + 2 v!yy = u£,

i падставім у  раўнанне. Атрымаем
uV u/ uVru" I n + // = 0 . urr + urr = . urr + urr = _  ДУ

xunn + 2лД + ^ ^  ^  + Unn 2x л/ж ^  + Unn зф

Вызначыць тып i прывесці д а  кананічнай формы раўнанне.

208. 2u//x — 6u/Xy + 4uyy = u — u/x.
209. 2uxx + 6uxy + 5uyry = ux + uy.
210 . u//x — 4u/x/y + 4Ду = u + 2u!x.
211. u/xcx — 8u/x,y + 15uyy = 1 + uy.
212. 17ux/x — 8uxy + u^ = 5u.
213. 9uxx — 6uxy + uyy = x + 2y.
214 . y 2u /xcx — 4x2u //y = 0.

215 . 4x2ux/ + y 2u /̂y = 0 .
216 . y 2u /Xx + 4 x y u //y + 4x2uyy = 0.

2. М е т а д  п а д з е л у  з м е и н ы х  д л я  а д н а р о д н а г а  р а ў н а н н я  
в а г а н н я ў  с т р у н ы .

М е т а д  п а д з е л у  з м е и н ы х  або м е т а д  Ф у р ’е  з ’яўляецца 
адным з асноўных метадаў развязання краявы х задач для
раўнанняў матэматычнай ф ізікі. Разгледзім  яго дл я  задачы  аб 
свабодных ваганнях абмежаванай струны з замацаваным і канцамі, 
я к ая  фармулюецца наступным чынам: знайсці р азвязак  аднароднага 
хвалевага раўнання

3 2u  2 3 2u  к г ,  1 /, ч
= а 2 тхж , t >  0, 0 < x < l ,  (49)

d t 2 d x 2 ■ ;
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як і задавальняе аднародныя м еж авы я умовы

u\x=o = 0, й\х=і = 0, t  ^  0, (50)

і пачатковы я умовы

(51)

Ідэя метаду Ф ур ’е заснаваная на лінейнасці і аднароднасці 
раўнання і м еж авы х умоваў. У гэтым вы п адку мае месца прынцып

u 1 u 2
я к ія  задавальняю ць умовы (50), г.зн. ф ункцыя u  = C 1u 1 + C 2u 2, дзе 

= const, таксам а задавальняе раўнанне (49) і м еж авы я ўмовы 
(50). 3 дапамогай суперпазіцыі лінейна незалежных частковых 
развязкаў можна выканаць таксам а і пачатковы я ўмовы (51).

Будзем шукаць нетрывіяльны р азвязак  раўнання (49) у  вы глядзе 
здабы тку дзвюх функцый

x, t.
x t

раўнанне, (49) атрымаем

Роўнасць (53) павінна выконвацца для  ўсіх значэнняў x Е (0 , l )  і 
t  > 0. Асаблівасцю суадносіны (53) з ’яўляецца падзел зменных: яго

t ,  x.
магчы м а толькі ў  тым выпадку, калі абедзве яго часткі не залеж аць 

x, t,
гэтую сталую падзелу праз —X, запіш ам (53) у  вы глядзе

u (x ,  t )  = X ( x ) T ( t ) , (52)

X  (x)T' ' ( t )  = a 2X ' ' ( x )T  (t)

або
T' ' ( t )  = X' ' (x)
a 2T ( t )  = X (x)  .

(53)

a 2T ( t )  X  (x)
T'' (t) X  ''(x)

, . — ~tt~/—г- — — X
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А дкуль вынікае, што функцыі T (t) і X  (x) можна вызначыць 
развязваю чы звычайныя дыф ерэнцыяльныя раўнанні са сталымі 
каэфіцыентамі:

T"( t )  + Xa2T  (t) = 0, X " (x ) + AX (x) = 0.

Каб гэты я частковы я развязк і вы гляду (52) задавальнял і м еж авы я 
умовы (50) для  любога t  ^  0, неабходна запатрабаваць выкананне 
ўмоваў X (0) = 0 і X (l) = 0 .

X (x )
д а  наступнай задачы : знайсці развязк і лінейнага аднароднага 
дыф ерэнцыяльнага раўнання другога парадку

X "(x ) + A X (x) = 0, 0 < x < l, (54)

x = 0 x = l

X  (0) = 0, X  (l) = 0. (55)

Д ля любога A = const гэтая задача мае тры віяльны  развязак  
X (x) = 0. Н іжэй будзе паказана, што дл я  некаторых дадатны х

A 
A

з н а ч э н н я м і 7 а  адпаведныя ім нетрывіяльныя развязк і X  (x) — 
у л а с н ы м і  ф у н к ц ы я м і  задачы  (54), (55). Задача адш укання 
ўласных значэнняў і ўласных функцый называецца з а д а ч а й  
Ш т у р м а  — Л і ў в і л я .

Н яцяж ка паказаць, што ў  вы п адку A ^  0 існуюць толькі
A

могуць быць уласнымі значэннямі гэтай задачы . Калі A > 0, то 
агульны  развязак  раўнання (54)

X (x) = C 1 cos (VAx)  + C2 s in (VAx)

задавальняе м еж авы я ўмовы

(  X (0) = C i • 1 + C2 • 0 = 0,

I  X ( l)  = C i co s(VAl)  + C2s in (VAl) = 0 ,
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адкуль C i = 0, C 2 = C  = 0. Д ля пэўнасці возьмем C  = 1. Пры 
гэтым вызначнік A  = sin (VXi)  сістэмы (56) роўны нулю, толькі 
калі л/Xi = n n ,  n  = 1, 2 , . . .

Такім  чынам, толькі для  ўласных значэнняў

/п п \ 2 „ ^
X = Xn =  ( - г -  I , n  = 1, 2 , . . .

l )

задача (54), (55) мае нетрывіяльныя развязк і

^  . . п п х  . п . .
X n (x) = s i n ^ — , п  = 1 , 2 , . . . ,  (57)

l

артаганальныя на адрэзку [0,1] з вагой р (х )  = 1. К ож наму
ўласнаму значэнню Xn будзе адпавядаць ф ункцыя Tn (t ) ,  якую  
знаходзім развязваю чы раўнанне

ТЦМ) + ( П - )  2a 2Tn(t )  = 0 .

Агульны развязак  гэтага раўнання мае вы гляд

_  . . n n a t  1 . n n a t
Tn( t )  = an  cos —i------+ bn s m ^ y - , (58)

a n bn
Падстаўляючы выразы  (57) i (58) у  формулу (52), знойдзем 

частковы я развязк і раўнання (49), я к ія  задавальняю ць м еж авы я 
ўмовы (50). К ожнаму n  = 1, 2 , . . . ,  адпавядае р азвязак

. . (  n n a t  . n n a t  \ . ппх ,
u n (х , t )  = ( ân cos —i + bn s i n  —i— J  sin —i—. (59)

Суперпазіцыя ўсіх развязкаў вы гляду (59)

. . (  n n a t  . n n a t  \ . ппх ,
u ( x , t )  = £ ^  ( ân co s—i-+ bn s i n —i— J  sin —i— (60)

n=i

будзе таксам а развязкам  раўнання (49), я к і задавальняе м еж авы я 
ўмовы (50), калі шэраг (60) для  любога х Е (0, i) і t  ^  0 збягаецца і

х t.
a n bn
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пададзеная шэрагам (60), задавальн яла пачатковы я ўмовы (51). Д ля 
гэтага прадыферэн-цуем паскладова шэраг (60) па t :

d u  n n a  (  n n a t  n n a t  \ n n x
-  =  ^  —  [ - a „. s rn —  + К  e x — )  srn —

n=1

i задаволім пачатковы я умовы:

то
E n n x  . .

a n s in —— = ^(x ) ,  0 ^  x ^  l ,
n=1 о тоd u  n n a  n n x

/ . ~ j ~ b n s in —— = y ( x ) ,  0 ^  x ^  l.d t

(61 )

nt=0 “  l ln=1

Роўнасці (61) ўяўляю ць сабой расклады  зададзены х функцый ^(x)
i i^(x) у  шэрагі Ф ур ’е па артаганальнай у  інтэрвале ( 0 , l )  сістэме

{ nnx'X то
sin —-— > . Таму каэфіцыенты a n

l J n=1• n n a  .
i —— bn гэты х раскладаў з яўляю цца каэфіцыентамі Фур е фn і 

l
Фп функцый ^(x )  i i^(x).  Вызначаючы гэты я каэфіцыенты па 
формулах Эйлера — Ф ур ’е (гл. формулы (8)), атрымаем

i 
2 f  / ч . n n x  1 

an = Фп = -j ф(x ) s i n —p  dx,

bn = —— ^ n =  —  [  ф ( x ) s in  n n x  dx.  
n n a  n n a  I l

(62)

0

an bn,
вылічаюцца па формулах (62), канчаткова вызначае р азвязак  
зыходнай краявой задачы  (49)—(51).

Р азвязан ая задача называецца з м я ш а н а й  з а д а ч а й  д л я  
а д н а р о д н а г а  р а ў н а н н я  в а г а н н я ў  с т р у н ы .  Разнастайнасць 
змяш аных задач узн ікае за  кошт змянення м еж авы х умоваў.

Разгледзім , напрыклад, задачу аб падоўжных ваганнях стры ж ня 
l,

з адвольнымі пачатковымі умовам і. А дпаведная змяш аная задача
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для гэтага вы п адку вы глядав наступным чынамі

д  2u д  2u
= a t  > 0 , 0 < x < l,

d t 2 d x 2 ’
U\x=o = 0 , U'x\x=l = 0 , t ^  0 ,

d u
u \t=0 = ^ ( x )  "Д7 = ф (x), 0 < x < l .d t t=0

Задача Ш турма — Л іўв іля  для  каардынатнай функцыі X  (x) пасля 
падзелу змеиных набывае вы гляд

X ''(x )  + AX (x) = 0, 

X  (0) = X  '( l)  = 0.

(63)

(64)

Развязваю чы гэтую краявую  задачу для  звычайнага 
дыф ерэнцыяльнага раўнання другога п арадку са сталымі

1 • - л  Г ( 2n  + 1) п  I 2каэфіцыентамі, знойдзем уласны я значэнні An = ------—------
2 l

• (2n + 1)nx
і уласны я функцыі X n(x) = s in ------—------- , n  = 0 , 1 , . . .

2 l
Разгледж аны я вышэй заданы (54), (55) і (63), (64) з ’яўляю цца 

прыватнымі выпадкам і больш агульнай заданы Ш турма — Л іўв іля , 
д а  якой зводзіцца змяш аная задача для  раўнання гіпербалічнага 
(або парабалічнага) ты пу з меж авы м і ўмовамі

—а ій х \х=0 + A U\x=0 = 0

а 2 U'x\x=l + e 2U\x=l = °.

Гэту задачу можна запісаць у  вы глядзе

d X  1
k (x )— -  — q ( x ) X  (x) + Ap(x)X  (x) = 0,d

dx dx
—a X  ' ( 0 ) + e X  (0 ) = 0 , 

, a 2X '( l ) +  f o X (l) = 0 ,

(65)

дзе k'(x) > 0 , q(x) ^  0 , p(x)  > 0 — непарыўныя на [0 , l] функцыі.
Пералічым асноўныя ўласцівасці ўласных значэнняў і ўласных 

функцый гэтай заданы.
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1. Існуе злічонае мноства X1, X2, . . . ,  Xn , . . .  , уласных значэнняў 
і адпаведных ім лінейна незалежных уласных функцый 
X 1( x ) , X 2( x ) , . . . ,  X n ( x ) , . . .  , задачы  (65). У сякая ўласная ф ункцыя 
вызначаецца з дакладнасцю  д а  адвольнага сталага множніка.

2. Усе ўласны я значэнні задачы  (65) неадмоўныя.
3. Уласныя функцыі X n (x)  і X m (x),  я к ія  адпавядаю ць розным

уласным значэнням Xn і Xm , артаганальныя з вагой р (х )  на
i

адрэзку [0,l], г. зн. J p ( x ) X n (x )X m (x) dx  = 0. Такім  чынам, калі
о

X i ( x ) ,X 2( x ) , . . . ,  X n ( x ) , . . . ,  — сістэма ўласных функцый задачы 
Ш турма — Л іўв іля , то

1 (
[ p ( x )X n (x ) X m (x )  dx  = \ ° ’ m  = n ’

J  IIXnN2, m  = n ,о
i

дзе ||Xn|2 = J p ( x ) X ‘n(x)  dx — квадрат нормы функцыі X n (x).  
о

4. У сякая ф ункцыя, двойчы непарыўна дыф ерэнцавальная на 
[°,l] і я к ая  задавальняе м еж авы я ўмовы (65), раскладваецца ў  шэраг 
Ф ур ’е па ўласных ф ункцыях задачы  Ш турма — Л іўв іля , абсалютна 
і раўнамерна збежны на адрэзку [°,l] (тэарэма раскладання 
Сцяклова). Пры гэтым шэрагам Ф ур ’е функцыі f  (x)  па сістэме 
ўласных функцый задачы  (65) называецца шэраг

f  (x) = Y ^  CnX n (x) ,

ж
x )  = Y^ CnXn(x)

n=1

Cn
l

Cn = X  I2 j p ( x ) f  ( x )Xn(x)  dx.  (66)
о

З а ў в а г а  3 . Ha прак гпыцы з  п р ы чы ны  н е а д м о ў н а с ц і  ў л а с н ы х  
з н а ч э н н я ў  з а д а ч ы  Ш т у р м а  — Л і ў в і л я  з р у ч н е й  у  р а ў н а н н і  з а м е с т  
X X2



64 ТЭМА III. РАЎНАННІГІПЕРБАЛІЧНАГА ТЫПУ

3 улікам  зробленай заўвагі прывядзем табліцу найболып 
уж ы ван ы х задачаў Ш турма — Л іўв іля  і адпаведных ім уласных 
значэнняў і ўласных функцый.

f  X''  + A2X  = 0,
\ X (0) = X ( l)  = 0 .

n n  n n x  
An = l , Xn  = sin l ,

||Xn||2 = l/2, n  = 1, 2 , . . .

f  X''  + A2X  = 0,
\ X '(0 ) = X' ( l )  = 0.

n n  n n x
An = — , X n = co s—— , n  = 0 , 1 , . . . ,

l l
|Xo|2 = l, ||Xn||2 = l/2 , n  = 1, 2 , . . .

f  X''  + A2X  = 0,
\ X (0) = X '( l )  = 0 .

л (2n + 1)n ^  (2n + 1)nx
An = --------:------, X n = s in --------- --------,

n 2l n 2l
l|Xn||2 = l/2 , n  = 0 , 1, . . .

f  X''  + A2X  = 0,
\ X '(0 ) = X ( l)  = 0.

л (2n  + 1)n ^  (2n + 1)nx
An = --------;------, X n = co s --------- --------,

n 2l n 2l
||Xn||2 = l/2, n  = 0 , 1 , . . .

Занятак 10

З а д а ч а  217 . Аднародная струна даўж ы н і l нацягнутая пам іж
пунктамі x = 0 і x = I. На інтэрвале ( а , в ) яе пунктам надаецца
сталая пачатковая хуткасць v 0 (гэтага можна дасягнуць, удараю чы 
па струне на гэтым уч астку  плоскім ж орсткім  малаточкам). Знайсці 
ваганні струны ў  любы момант часу.

Р а з в я з а н н е . О ф армуляваная задача зводзіцца д а  развязання 
змяш анай задачы  для аднароднага раўнання ваганняў струны

u" = a 2u fXx, 0 < x < I, t  > 0, (67)

(68)

0 ^  x < a ,  

a  ^  x ^  в ,  (69)
в  < x ^  l,

3 межавымі
u (0 , t )  = u ( l ,  t) = 0 ,

l пачатковымі

0 ,
u (x ,  0 ) = 0 , u't (x, 0 ) = ф (x) = { v 0,

0 ,
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умовам і. Будзем шукаць нетрывіяльныя развязк і ў  вы глядзе

u ( x , t )  = X  (x ) T  (t) .  (70)

П адстаўляючы (70) у  раўнанне (67) і кр аявы я ўмовы (68), атрымаем

T' 'X  = a 2X  ''T, X  (0 )T  (t) = 0, X  ( l ) T  (t) = 0.

Падзелім зменныя ў  дыферэнцыяльным раўнанні:
'' ''

X  = t t  =  —A2 ( 7 1 )

Д ля функцыі X  (x) прыходзім д а  задачы  Ш турма — Л іўвіля:

X''  + A2X  = 0,
X  (0) = 0, X  (l) = 0.

Агульны развязак  раўнання мае вы гляд  X  (x) = C 1 cos Ax +
C2 sin Ax. Адвольныя сталы я C 1 i C2 вызначым з краявы х умоваў:

С 1 cos(A • 0) + C 2 sin(A • 0) = 0 ^  C 1 = 0, C2 sin(A l) = 0.

Паколькі шукаюцца нетрывіяльныя развязк і задачы  Ш турма — 
C 2 = 0 .

C 2 = l  .
м еж авая ўмова дае sin(Al) = 0 або Al = к п .  Адсюль знаходзім

. л к п  . . .
уласны я значэнні Ak = —  і лінейна-незалежныя ўласны я функцыі

к п  x
X k(x) = sin —— , к  = l ,  2 , . . . , задачы  Ш турма — Л іўв іля . 3 тэорыі 

l
шэрагаў Ф ур ’е (гл. тэм у I) вядома, што сістэма функцый {Xk(x)}
артаганальная і поўная на адрэзку [0 ,l] , прычым квадрат нормы 

2 l
роўны \\Xkу = - .

2
Д ля функцыі T (t) 3 суадносіны (71) атрымаем дыферэнцыяльнае 

payнанне
T' ' ( t )  + a 2 A2 T  (t) = 0.

К ож наму ўласнаму значэнню Ak будзе адпавядаць ф ункцыя Tk (t) ,  
якую  знаходзім з раўнання

/ к п а  \ 2Г
Tk'(t) + ( ^ )  Tk(t)  = 0.
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Агульны развязак  гэтага раўнання мае вы гляд
k n a t  k n a t

Tk (t) = Ak cos —i---- + Bk sin j .

Такім  чынам, ф ункцыя
, , _  , , , (  . k n a t  ^  . k n a t k n x

Uk(x , t) = Tk(t )Xk(x) = A  cos j----- + Bk sin —i—J sin ——

з ’яуляецца развязкам  зыходнага дыф ерэнцыяльнага раўнання, я к ая  
задавальняе м еж авы я умовы.

Р азвязак  задачы , як і задавальняе таксам а і пачатковы я ўмовы, 
будзем шукаць у  вы глядзе ш эрагу

(   ̂ k n a t  k n a t  \ knx
U(x, t )  = 2_^ Tk ( t )Xk (x) = 2 ^  yAk cos----j----+ Bk sin j J  sin —

k=i k=i
Вызначым адвольныя каэфіцыенты, падстаўляю чы тэты развязак  у  
пачатковы я ўмовы (69). 3 першай пачатковай умовы маем

A 7, , ^—т knx
u (x ,  0 ) = > .  Ak sin —-— = 0 ,

k= i l
адкуль вынікае, што Ak = 0 , k = 1, 2 , . . .  3 другой пачатковай 
умовы выцякае суадносіна

u[ (x,  0 ) = Bk k^ a  sin k^ x  = ^ (x ) ,
k=i

дзе Bk —— — каэфіцыенты раскладу ў  шэраг Ф ур ’е функцыі ^ ( x )
Ь

па ўласных ф ункцыях Xk (x ). Адсюль знаходзім
i в

Bk k n a  = 2  J  ̂ ( x )Xk (x ) dx  = 2  J  Vo sin —Л^ dx  =
0 a

2v0 (  k n a  kn f i  \ „  2v0 l (  k n a  kn f i
= у— cos —----------cos —— ^  Bk = 7 2 2 cos —---------cos ——

kn \ l l J  a k 2n 2 \ l l
Ш уканы р азвязак  мае вы гляд

, 2v01 A  1 (  k n a  kn f t  \ k n a t  knx
u ( x , t )  = — о > —г cos —  cos —— sin —-— sin —— .

y J a n 2 ^  k2 \ l l J  l lk=i
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Задача 218. Знайсці падоўж ны я ваганні пругкага стры ж ня, 
адзін канец якога x = l замацаваны  жорстка, а  другі x = 0 вольны, 
з пачатковымі умовамі

u (x ,  0 ) = h ( l  — x),  h  = const > 0 , u't (x,  0 ) = 0 , 0 ^  x ^  L

Развязанне. Адхіленні пунктаў стры ж ня u ( x , t )  ад  становішча
раўнавагі ёсць развязан  змяш анай задачы

u'(t — o 2u'xcx = 0 , 0 < x < l, t  > 0 , 
ux (0 ,t )  = 0 , u ( l , t )  = 0 , t  ^  0 , 
u (x ,  0 ) = h ( l  — x),  u't (x, 0 ) = 0 , 0 ^  x ^  L

У згодзе з метадам Ф ур ’е будзем шукаць нетрывіяльны 
развязан  задачы  ў  вы глядзе здабы тку u ( x , t )  = X ( x ) T (^^ Пасля 
падстаноўкі ў  раўнанне і падзелу змеиных атрымаем два  звычайныя 
дыф ерэнцыяльныя раўнанні з параметрам А :

= X  = _  А2 
a 2T  X  •

3 м еж авы х умоваў маем X ' ( 0 )T ( t )  = 0 , X ( l ) T ( t )  = 0 , адкуль 
вынікае, што X ' ( 0 ) = 0 , X ( l )  = 0^

Цяпер развязваем  задачу Ш турма -  Л іўвіля:

X " + A2X  = 0,
X  '(0 ) = X  ( l ) = 0̂

П адстаўляючы агульны  развязан  X  (x) = C 1 cos Ax + C 2 sin Ax у  
м еж авы я ўмовы, атрымаем

—CiA • 0 + C 2A • 1 = 0 , f C2 = 0 , C i = 1,
C i cos Al + C 2 sin Al = 0, [ cos Al = 0̂

Адсюль знаходзім уласны я значэнні і ўласны я функцыі:

( 2k + 1)п ( 2к  + 1 )nx
Ak = -----2]------- ,---Xk (x) = co s   ------- , к  = 0 , 1 ,•••

3 дыф ерэнцыяльнага раўнання для  функцыі T ( t )  знаходзім

(2k + 1)n a t . (2k + 1)n a t
Tk(t) = Ak cos ----------------+ B k sin ------ 2/ -------,
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і р азвязак  змяш анаи задачы  ш укаем у  вы глядзе ш эрагу
оо

U
I ,  (2k + 1) n a t  „  . ( 2k + 1) n a t

( x , t )  = 2_^ \Ak c o s  ^ ------ + B k sin y
k=0 2l 2l

cos
(2k + 1)nx  

2l ‘

П адставім тэты шэраг у  першую пачатковую ўмову:

t  Ak cos (2k +;,1)ПХ = h ( l  — x ).
k=0 2l

Ak
l

A 2 [  . . (2k + 1)nx
A k = 7  h ( l  — x)  co s -— dx  =l 2l

4h
l

. (2k + 1)n x  7
s in    dx  =

2l
8hl

(2k + 1)n  J  
0

3 другой пачатковай умовы атрымаем 

(2k + 1)n a  (2k + 1)nx

(2k + 1)2n 2

B
k=0

k 2l
cos

2l
dx = 0 ^  B k = 0, k = 0 , 1 , . . .

Падстаўляючы знойдзеныя каэфіцыенты у  шэраг, прыходзім д а  
адказу

-2 '  — '1
. . 8hl

u { x , t )  =
п  k=0 (2k + 1)2

(2k + 1) n a t (2k + 1)nx  
co s  — cos -

2l 2l

З а д а ч а  219 . Знайсці падоўж ны я ваганні аднароднага пругкага
l,

Р а з в я з а н н е . Неабходна развязаць наступную змяш аную задачу:

Ut  = a 2u xx,
Ux( 0, t) = u'x(l, t )  = 0 ,
u (x ,  0 ) = p ( x ) ,  u't ( x , 0 ) = ^( x ) .

Няхай u ( x , t )  = X ( x ) T ( t ) . Пасля падзелу зменных атрымаем 
задачу Ш турма — Л іўв іля  для  функцыі X  ( x ) :

X"  + A2X  = 0,
X  '(0 ) = X' ( l )  = 0.
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Агульны развязак  дыф ерэнцыяльнага раунання у  вы п адку Л = 0 
мае вы гляд  X (x) = C i cos Лx + C 2 sin Лx• П адстауляючы гэты  
развязак  ў  межавую  ўмову на левым канцы, атрымаем

X '(x)  = —С 1Л sin Лx + C 2Л cos Лx, X '(0 ) = С 2Л = 0,

адкуль вынікае, што C 2 = 0. Д ля правага канца С 1Л s in ^ l )  = 0 або 

sin Л1 = 0. Адсюль Лk = —  і уласны я функцыі маюць вы гляд
l

/ \ knx  
X k (x) = cos —-—, k = 1, 2 , . . .

l

Калі Л = 0, то агульным развязкам  з ’яуляецца мнагасклад 
першай ступені X (x) = C 1x + C 2, i такім  чынам,

X '(x )  = C i ^  X '(0 )  = X '( l )  = C i = 0, X (x )  = C2.

C 2 = 1 ,
функцыю X o(x) = 1, я к ая  адпавядае ўласнаму значэнню Л0 = 0. 

Д ля функцый Tk (t) маем дыф ерэнцыяльнае раунанне

TH(t) + а Л  Tk (t) = 0.

Яго агульным развязкам  будуць функцыі

m / ч , k n a t  ^  . k n a t  _ „ m ч ^
Tk (t) = Ak cos i-+ Bk sin i , k = 1, 2 , . . . ,  To(t) = Ao + Bot .

Р азвязак  заданы будзем шукаць у  вы глядзе

/ k n a t  k n a t  \ knx
u (x ,  t) = A0 + B 0t  + yAk cos —i-+ B k sin —-— j  cos —̂ .  (72)

k=i 

Ak B k
OO knx

u(x ,  0 ) = Ao + ^  Ak cos i = ^ ( x ) ,
k=i l

k n a  knx  
ut (x ,  0 ) = Bo + 2 _̂  Bk —— cos ~ p  = ' r ( x ) •

k=i l l
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{ kn x 'i
cos —— > маюць месца

l J k=0
роунасці ||X0||2 = l , \\Xkу2 = то у  згодзе з (66) ( p (x)  = 1)

2
для каэфіцыентаў Ф ур ’е праўдзяцца формулы: 

i i

A0 = 1 J^>(x)dx ,  Ak = ‘2 J ^ > ( x ) c o s  d x , k = 1, 2 , . . . ,  (73)

0 0  
i i

1 f  2 f  knx
B 0 = -  A(x)dx,  B k = -—  B ( x ) c o s —— dx,  k = 1, 2 , . . .  (74) 

l J  k n a  J  l
0 0

Такім  чынам, развязкам  зыходнай заданы будзе шэраг (72), у  
як ім  каэфіцыенты вызначаюцца па формулах (73), (74).

З а д а ч а  2 2 0 . Адзін канец x = 0 стры ж ня вольны, а другі 
x = l
пачатковымі умовам і u ( x ,  0 ) = h ( l  — x),  h  = const > 0 , u't (x, 0 ) = 0 . 

Р а з в я з а н н е . Будзем шукаць р азвязак  змяш анаи заданы

u'lt — a 2u"xx = 0 ,

U'x\x=0 = 0 , (uX + H u ) \x=l = 0 ,
u \t=0 = h ( l  — x),  u [\t=0 = 0, H  = const > 0,

у  вы глядзе u ( x , t )  = X ( x ) T ( t ) .  Пасля падзелу змеиных прыходзім 
д а  двух  звычайных дыф ерэнцыяльных раўнанняў

T " X " _  д 2
a 2T  X

3 м еж авы х умовау вынікае, што X ; (0) = 0, X '(l )  + H X (l) = 0. 
Д ля функцыі X  (x) прыходзім д а  заданы Ш турма — Л іувіля:

X"  + A2X  = 0,

X '(0 )  = 0, X ' (l) + H X  (l) = 0.

П адстауляючы агульны  развязак  X  (x) = C\ cos Ax + C 2 sin Ax у  
першую межавую  умову, будзем мець — ACi • 0 + AC2 • 1 = 0. Адсюль
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вынікае, што C2 = 0. Л ічачы С і = 1, атрымаем раўнанне, з якога 
вызначым ўласны я значэнні задачы  Ш турма — Л іўв іля :

н
—A sin Al + H  cos Al = 0 або tg  Al — — = 0, Al tg  Al — H l  = 0.

A

Абазначым праз / , k = 1, 2 , . . .  , дадатн ы я карані раўнання
/  tg  /  — Hl  = 0. Тады Al = / ,  Ak = д д , а  ўласны я функцыі

l
v  ( \ №kxмаюць вы гляд  Xk (x) = cos ——.

l
3 дыф ерэнцыяльнага раўнання для  функцыі T  (t) знаходзім

гр A №ka t  D • ^katTk (t) = Ak cos l + Bk sin l ,

i р азвязак  змяш анай задачы  ш укаем цяпер у  вы глядзе ш эрагу 

/ ,ч /ka t  , D . /ka t  \ Ц-kx
u (x ,  t )  = 2_^ [A k cos —l-+ B k sin —l—j  cos —l—.

k=!

П адстаўляючы тэты шэраг у  першую пачатковую ўмову, атрымаем

СЮ

Ak cos = h ( l —x) ^  Ak =   h   f  ( l —x)  cos dx
к м  l r 2 /  x i J  lk=1 cos2 —:— dx  0

0 l

2h(1 — cos / k) / l \ 2 /1 s in 2 / k\ —1 4hl 1 — cos //k
l \/k'  '  2/k '  / k 2/k + sin 2/ k '

Bk =  0 , k =  1 , 2 , .  .  .  
Такім  чынам, р азвязак  задачы  набывае вы гляд

( +\ а 1.1 1 — cos Мk Мka t  Мkxu (x ,t )  = 4h/> — ;--------------------- co s—-— cos —:—,
/ k (2/k + sin 2/k) l l

дзе /k ~  дадатн ы я карані раўнання /  tg  /  — H l  = 0.

l

x = 0
x = l
адвольнымі пачатковымі умовам і.
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2 2 2 . Аднародная струна даўж ы н і l нацягнутая пам іж  двум а 
пунктамі x = 0 і x = l. У пункце x = с  струна адцягваецца на 
невялікую  адлегласць h ад  становішча раўнавагі і у  момант t  = 0 
адпускаецца без пачатковай хуткасц і. Вызначыць адхіленне u (x ,t )  
струны ў  любы момант часу.

Развязаць змяш аную задачу.

226.

223. <

224. <

225. <

227. <

u t t —a 2u" = 0 ,

ul  x=0 = 0 , ul

ul  t =0 = 0 , ■utk

u tt —a 2u" = 0 ,

ul  x=0 = 0 , u>x l
3nx

ul t =0 = sin
2l ’

u 'tt —a 2u^ = 0 ,

u X1x=0 = 0 , ul
1 n x

ul t =0 =
cos

u 'tt —a 2u^ = 0 ,

u X1x=0 = 0 , u'x
ul  t =0 = x, dtlt-

u t t —a 2u" = 0 ,

u X1x=0 = 0 , u'x

ul  t =0 = 1 +
3

cos

4nx

5nx
~2Г '

, 3nx
U  = cos - ў -

7nx
~2Г '

x=l

Заиятак 11

t

x=

tl

М етад падзелу зменных можна ўж ы вац ь і для  развязання 
змяш аных задач з дыферэнцыяльным раўнаннем больш агульнага 
вы гляду. Разгледзім  тэта на прыкладах.
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Задача 228. Развязаць краявую  задачу

u" + 4u[ = u'Xx — 2u ,  0 < х < n ,  t  > 0 , 

u 'x\x=0 = 0, u \x=n = 0, t ^  0, 
4 = 0  = 0, u t\t=o = x, 0 < х < n

Развязанне. Згодна з мвтадам Фур в, р азвязак  задачы  будзвм 
шукаць у  вы глядзе здабы тку u ^ , t )  = X ( х ) Т (t) .  П адставім у  
раўнанне меркаваны развязак :

Т  "X  + 4Т 'X = X  ' 'T — 2XT.

Згрупуем складнікі

(T'' + 4T ' + 2T ) X  = X  ''T

і падзелім зменныя. Атрымаем суадносіну
//T'' + 4T'  + 2T X  2

T  = X  = — ,

з якой вынікае, што функцыі X ( х ^  T ( t )  з ’яўляю цца развязкам і 
адпаведна наступных раўнанняў:

T'' + 4T ' + (2 + X2) T  =  0, X '' + X2X  = 0.

Дадаю чы д а  раўнання адносна X ( х )  умовы, я к ія  выцякаюць з 
м еж авы х умоваў змяш анай задачы , атрымаем задачу Ш турма — 
Л іўв іля :

' X''  + X2X  = 0,

X '(0 )  = X  ( п )  = 0.

Развязваю чы яе, знаходзім уласны я значэнні і ўласны я функцыі

2n + 1 ^  , (2n + 1)х
Xn = — 2— , X n(x) = co s------ 2-------, n  = 0 , 1, . . .

Адносна функцыі Tn (t)  маем раўнанне

• 2n + 1 \ 2
T'' + 4Tn + 2 +

2
Tn = 0 .
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2 л Го f 2n  + 1Y
M + 4m + 2 + у — 2— ) = 0 .

Гэта звычайнае дыф ерэнцыяльнае раўнанне другога парадку са 
сталымі каэфіцыентамі. Я го характарыстычнае раўнанне

'2n  + 1 \ 2- 
~2

f  2n  + 1 \ 2"
Д ыскрымінант роуны D  = 16 — 4 2 + у — — J = 8  — (2n  + 1)2.

Няхай n  = 0. Тады дыскрымінант дадатны  (D = 7) і карані 
характары сты чнага раўнання роўныя

—4 ± ^ 7  ^ 7
f l 1'2 = ------2------= —2 ± Т " .

У якасц і фундаментальнай сістэмы развязкау у  дадзеным
„ „ • ( —2+̂ 2 - ) t  ( —2—̂2 - )tвы п адку замест звычаинаи сістэмы e v 2 > , e^  2 > лепш

V7 л/7
узяць функцыі e —2t c h - ^ -  t ,  e —2t t. Тады агульны  развязак
запішацца ў  вы глядзе

T0(t) = a 0e —2t dh^/L1 + b0e —2t s h  2271.
2 2

Калі n  > 0, to  дыскрымінант адмоуны, a карані
л , J ( 2n  + 1)2 — 8 m . 

характары сты чнага раунання м1,2 = —2 ± i -----------2----------- . Такім
чынам, агульны  р азвязак  набывае вы гляд

m  / \ —2t \/(2n  + 1)2 — 8 _2t . (2n  + 1)2 — 8
Tn (t) = a n e  c o s ----------- -̂---------- 1 + hne  s m ----------- -̂-----------1.

Р азвязак  змяш анай задачы  будзем шукаць у  вы глядзе ш эрагу

u (x ,  t )  = ( a 0e —2t ch^2 2 1  + b0 e —2t s h  2 2  Л  Cos /  +
\ 2 2 / 22 2 J  2

—2t c o s  V (2n  + / У  — 8 
2

+ £  a „ e —2t c o s V ^ ' ^ 2 4  ~ ° t  +
n=1

2t . J (2n  + 1)2 — 8 " (2n  + 1)x
+ bn e —2t s m ^  -1 c o s - ---------------------- .

22
an = 0 .

t



з ул ікам  знойдзеных a n прыходзім д а  суадносіны

/, 7 V 7 x (2n + 1)2 — 8 (2n + 1)x
u tlt=o = bo ^ cos 2  + 2 _̂  &n------------2---------- cos — 2—  = x

n=1

Адсюль вынікае, што
п

2 2 x 8
b0 = — x cos — dx  = — == (n  — 2 ),
0 V7 n j  2 n^ / 7V

o
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2 2 f  (2n + 1)x  7
bn = —. — x co s ----------------dx =
n \ J (2n + 1)2 — 8 W  2

8
o

n (—1)n 2
п у/ (2n + 1)2 — 8 L 2n + 1 (2n + 1)2-

Такім  чынам, р азвязак  задачы  мае вы гляд

8 (п — 2) _2t V 7  x ^  8
u (x ,  t ) = ------- =— е sh —  t co s— + > ----- . х

V У n V 7  2 2 n=i ^ ( 2n + 1)2 — 8

x
n (—1)n 2 ] _2t . у/(2n + 1)2 — 8 (2n + 1)x

L 2n + 1 (2n + 1)2J
te  sin —----------------------1 cos

2 2

Задача 229. Развязаць змяш аную задачу

u'tt = u'' + 2u'x, 0 < x < 1, t  > 0 ,tt xx x
u\x=o = 0 , u\x=1 = 0 , t  ^  0 ,

u lt=o = P (x),  u t\t=o = 0 , 0 < x < 1

Pазвязанне. У згодзе з метадам падзелу змеиных будзем 
шукаць р азвязак  у  вы глядзе здабы тку u ( x , t )  = X ( x ) T (^^ Пасля 
падстаноўкі ў  раўнанне і падзелу змеиных, атрымаем

T '' X '' + 2X ' л2
T  =  = —A •

T ( t )

T '' + A2T  = 0 ,
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а ф ункцыя X  (x) — развязкам  задачы  Ш турма — Л іўв іля

X"  + 2X ' + A2X  = 0 , 
X  ( 0 )=  X  (1) = 0.

Н ескладана пераканацца, што мы маем справу з задавай  вы гляду 
(65). Сапраўды , памножым раўнанне на e 2x і запішам яго у  
вы глядзе

d  ( e 2x d X  ̂ + \2e~xX  = 0 .
dx dx

3 гэтага выяўлення вынікае, што ўласны я функцыі задачы  Ш турма 
— Л іўв іля  артаганальныя на адрэзку [0 , 1] з вагой e 2x.

Знойдзем цяпер уласны я функцыі і ўласны я значэнні. 
Х арактарысты чнае раўнанне мае вы гляд

ц 2 + 2ц  + А2 = 0 ,

а яго дыскрымінант D = 1 — А2 можа прымаць я к  дадатн ы я, так  і 
адмоўныя значэнні. Разгледзім  тры выпадкі.

D  > 0. Агульны развязак  мае вы гляд

X  (x) = C 1e (-1+'/I—I)x + C 2e ( -1—'/I—?)x. 

П адстаўляючы ў  м еж авы я ўмовы, знаходзім

C 1 + C2 = 0 , С 1в —1+л/І—2 + C 2e - 1—VT—?  = 0 ,

C 1 = C2 = 0. А,
ДЛ Я  ЯК1Х D > 0 ,

2. D  = 0. Тады А = ± 1 i X (x) = e —x( C 1 + C 2x).
А

значэннямі.
3. D < 0. У гэтым вы п адку карані характары чнага раўнання 

маюць вы гляд  ц 12 = —1 ± іАА2 — 1, а  агульны развязак

X (x) = C 1 e —x c , o s \ J А2 — 1 x + C 2e —x s i n  \JА2 — 1 x. 

П адстаўляючы ў  м еж авы я ўмовы, атрымаем

X (0) = C 1 = 0 , X (1) = C2e —1 sin \/А2 — 1 = 0 ,
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адкуль вынікае, што л/А2 — 1 = kn,  k = 1, 2 , . . . ,  і

X2k = (k n )2 + 1, X k (x) = e —x s in (kn x ), k = 1, 2 , . . .

Ф ункцыі Tk(t) знойдзем з раўнання Tk + [ (kn )2 + 1] Tk = 0. Яго 
агульны  развязак  мае вы гляд

Tk(t) = a k cos \ J (k n )2 + 1 1 + bk sin \Л —л ) 2 + 1 1.

С кладзем  цяпер шэраг
Ж

u(x,  t )  = [ak cos a/ (kn )2 + 1 1 + bk sin у/(k n )2 + 1 t] e—x s in (k n x ).
k=i

П адстаўляючы яго у  першую пачатковую ўмову, атрымаем
Ж

xu |t=0 = a ke  x s in (knx ) = ^ (x ) .
k=i

Гэтая суадносіна ўяўл яе  сабой расклад зададзенай функцыі ^ (x ) 
на адрэзку [0 , 1] у  шэраг Ф ур ’е па артаганальнай з вагой p (x)  = 
e2x сістэме { e —x s in (k n x )} . Каэф іцыенты раскладу вылічаюцца па 
формулах

i
J V ( x ) e x s in (kn x )d x  i

a k = -0— i-------------------------= 2 J ^ ( x ) e x s i n (k nx )d x .  (75)
J  s in2(kn x )d x  0
0

П адстаноўка ў  другую  пачатковую ўмову прыводзіць д а  роўнасці
Ж

u t|t=0 = ^2 bk^J(—п)2 + 1 e —x s in (knx ) = 0 ,
k=i 

bk = 0 , k = 1 , 2 , . . .
К анчаткова р азвязак  задачы  набывае вы гляд

Ж
u (x, t ) = ak cos [а/ (k n )2 + 1 t^e  x s in (kn x ),

k=i

a k
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Развязаць змяш аны я задачы .

u'tt = u''x — 4u,  0 < x < 1, t  > 0,
230. u X=o 0 , u lx=1 = 0 ,

u =o = h x (1 — x),  u't \t=o = 0 , 0 ^  x ^  1.

u'tt = u''x — 9u,
231. u x=o = 0 , u '

x \x=1

0 < x < 1 , t  > 0 , 
= 0 , t  ^  0 ,

232.

u\t=o = hx,  u't \t=o = 0 , 0 ^  x ^  1.

u'tt + 4ut = u''x — 2u,  0 < x < n ,  t  > 0 ,

= 0  u 'x\x=n = 0, t  > °
= 0 , u't \t=o = n  — x, 0 ^  x ^  n .

u x=o
u t=o

233.
u'tt + 2u't = u''x — 5u,  0 < x < n ,  t  > 0,

u 'x\x=o = 0, u 'x\x=n = 0, t ^  0,
u\t=o = cos(3x) + 2co s(7x ), u't \t=o = 0, 0 ^  x ^  n.

ut t + 2u't = u''x — 5u,  0 < x < n ,  t  > 0,
234. u x=o = 0 , u = 0 , t  ^  0 ,

u =o = hx ( l  — x),  u't \t=o = s in (2x ), 0 ^  x ^  n.

3. М етад Ф ур’е д л я  неаднароднага хвалевага раўнання.
Выкладзены вышэй метад Ф ур ’е (падзелу змеиных) дазваляе 

таксам а развязваць кр аявы я задачы  дл я  неаднароднага хвалевага 
раунання. Сфармулюем, напрыклад, задачу аб вымуш аных 
ваганнях струны, замацаванай на канцах:

д  2u
= aQt2 ” Qx 2 + f  ( x , t ) ,  t >  0 , 0 < x < l ,

u \x=o = 0  u \x=l = 0, t ^  0
d u

u\t=o = ^(x ) ,  —  = ^ ( x ) ,  0 ^  x ^  l.

(76)

d t t=o

u (x, t ) t
я к  неадмоўны параметр, будзем шукаць гэты  р азвязак  ў  форме 
раскладу ў  шэраг Ф ур ’е па артаганальнай сістэме функцый

t

x=n
t
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( . nnx'x
| s in —l— j ,  я к ія  задавальняю ць аднародныя кр аявы я умовы:

l
то

nu \ x , t \ = >  vn (t ) sin — lu (x ,  t )  = 2_^ Vn(t) sin - . (77)
n=1

Каэфіцыенты раскладу vn(t) трэбы вызначаць я к  функцыі часу t  
так, каб шэраг (77) задавальн яў раўнанне i пачатковы я умовы. Д ля 
гэтага вы явім  функцыі f  ( x , t ) ,  p (x ) i ф Д ) у  вы глядзе наступных 
трыганаметрычных ш эрагаў Фурье:

f  (xx t) = f n (t )  sin nПJ X, f n (t )  = \ [ f  (^  t) sin d ^
n=1 o

TO 1
P (x)  = ^  Pn  sin ^ j 2 ,  Pn  = 2  [ P (^) sin ^  d ^

n=1

00

l l  
o

l
, , • n n x  . 2 f  . nn£ 1.

x) = l ^  ^n  S l n — , Фn = l  Ш ) sin —  d £.
n=1 o

П адстаўляючы шэрагі ў  раўнанне і пачатковы я ўмовы, атрымаем
TO 0 TO

ЕГ /// ч f n n a \ 2 , ч"і . n n x  n / ч . n n x
[Д М  + ( — )  v„(t) sin  —  = £ ]  f „ W s r n — ,

ln=1 n=1T O T O

E , . . n n x  yr-^ . n n x  
vn(0) sin —— = 2_^ p n  s m ^ Y ,

n=1 n=1T O T O
E i /„\ . n n x  x—r . n n x  

v n (0) s in ~ ^  = ^  Фп sin - p .
n=1 n=1

{ n n x  Л
sin —l— J

прыраўняем у  гэты х раскладах каэфіцыенты пры аднолькавых 
уласных ф ункцыях. Тады прыйдзем да  задачы  Каш ы для  
звычайнага дыф ерэнцыяльнага раўнання другога парадку:

< (t) + ( Y 2 )  v n (t )  = f n (t ) ,  

vn(0 ) = Pn, v'n (0 ) = Фп.
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Агульны развязак  раўнання можа быць знойдзены метадам 
Л ягран ж а варыяцы і сталых. Задавальняю чы пачатковы я умовы, 
вы явім  развязак  задачы  ў  вы глядзе

, ч n n a t  l . n n a t
Vn(t) = фn co s   ----- + 3 3 7  Щn s in ---- ;----- +

l n n a l

 ̂ Г n n a ( t  — t ) ,
+ ------ I f n ( T ) s in  Ц dT.

n n a l
0

П адстаўляючы знойдзены выраз д л я  v n (t )  у  шэраг, атрымаем 
развязак  зыходнай задачы  ў  наступнай форме:

СЮ

u ( x , t )  = ^ 2  У
n=l

n n a t  l ^ n n n a t
n  cos — ------1-------- sin —-—

l n n a  l
t

n n x  
s in ^ +

+
n=1 n n a

n n a ( t  — T) '
f n ( T ) s in  1 dT

n n x
sin

l

Заўвага 4. У  т ы м  выпадку ,  калі  з а д а д з е н ы я  м е ж а в ы я  ў м о в ы  
дру г о г о ,  о б о  т р э ц я г а  р о д у ,  у  ш э р а г

u ( x , t )  = ^ 2  Vn(t) sin
n n x

n=1

з а м е с т  ф у н к ц и й  sin
n n x

l
т р э б а  п а д с т а в і ц ь  у л а с н ы я  ф у н к ц ы і

а д п а в е д н а й  з а д а ч ы  Ш т у р м а  — Л і ў в і л я .  Напрыклад ,  калі  з м я ш а н а я  
з а д а ч а  м а е  в ы г л я д

( д  2u  2 д 2 u
= a-  d x2 + f  ( x , t ) ,  t >  0 , 0 < x < l ,

u X\x=0 = 0 , u ’x\x=l = 0 , t ^  0  
d u

u\t=0 = <^(x), —  t 0 = ^ ( x ) ,  0 < x < l,

u (x, t ) =
oo

E n n x  n n x
vn( t )c o s —— , д з е  co s—— — у л а с н ы я  фу нкц ыг  а д п а в е д н а й

n=1 l

l

l
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з а д а ч и  Ш т у р м а  — Л і ў в і л я  д л я  а д н а р о д н а г а  р а ў н а н н я :

(  X"  + A2X  = 0,

I X '(0 ) = X' ( l )  = 0.

Заиятак 12

Задача 235. Развязаць задачу аб падоўжных ваганнях u ( x , t )  
стры ж ня, падвеш анага у  канцавым пункце x = 0. Ваганні
ажыццяўляю цца пад уплывам сілы цяжару, калі

u 'x\x=l = 0, u \t=0 = 0, u t\t=0 = 0 -

Развязанне. Трэба развязаць змяш аную задачу

u tt —
2a  u xx = g ,

u\ x=0 = 0 , u 'x\.
u \t=0 = 0 , u t\t-

Задача Ш турма 
мае вы гляд

Л іўв іля  дл я  адпаведнага аднароднага раўнання

X '  + A2X  = 0,
X  (0) = X '(0 ) = 0,

i • ла / ч • (2n  + 1)^ x  .а яе ўласны я функцыі X n (x) = s in  —------- , n  = 0 , 1 , . . .  Іак ім
чынам, р азвязак  заданы будзем шукаць у  вы глядзе ш эрагу

. (2n + 1)п х
СЮ

u ( x , t )  = ^ 2  Vn(t) sin
n=0 21

дзе v n (t )  вызначаюцца з раўнання і пачатковых умоваў.
Раскладзем  папярэдне правую частку раўнання ў  шэраг па 

артаганальнай сістэме ўласных функцый X n (x ) :

g  = Y . f
n=0

(2n  + 1)nx  
“ s in  2  ,

x
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дзе каэфіцыенты f n вылічаюцца па формулах

i
2 f  (2n  + 1 )пх  4 g

f n = t  g  s in    ах  = ------------— .
Jn l J  y  2l (2n  + 1) n

0

П адстаўляючы меркаваны р азвязак  ў  раўнанне і прыраўніваючы 
адпаведныя каэфіцыенты, атрымаем роўнасць

v'n(t) + a
(2n + 1)п' 

2l .
Vn(t) =

4g
(2n  + 1) n

3 пачатковых умоваў вынікае, што

Vn(0) = 0, v'n (0) = 0.

Р азвяж ам  атрыманую  задачу Каш ы метадам аперацыйнага 
злічэння. У жываю чы пераўтварэнне Л япляса і ўлічваючы 
пачатковы я ўмовы, прыйдзем д а  аператарнага раўнання

bn
Vn (Р)Р + CLnVn(p) = — ,

P

дзе Vn(p) = Vn(t), an = (2n +}^n a , bn =
4g

2l (2n  + 1)n
.

Vn(p) =
bn bn

p (p 2 + a D a n

1 p
.p p 2 + a 2n .

b
^2 (1 — cos a nt) .
a

a n bn

Vn(t) =
16gl2

(2n + 1)3 n 3a 2 

i р азвязак  задачы  набывае вы гляд

1 c o s
(2n + 1)n a t 

2l

u (х, t )  =
16gl2
n 3a 2 E

n=0

1
(2n + 1)3

. (2n + 1)пх 
sin -

2 l

16gl2
n 3 a 2

ОС

E
n=0 (2n + 1)3

(2n + 1)n a t (2n + 1)пх
co s  — sin -

2 l 2 l
1
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Заўвага 5. Кал і  п р а в а я  ча с г пка  р а ў н а н н я  з м я ш а н а й  з а д а ч ы  
н е  з а л е ж ы ц ъ  а д  з м е н н а й  t  ( я к  у  п а п я р э д н і м  пр ы к л а д з е ) ,  т о  
м о ж н а  в ы л у ч ы ц ь  т а к  з в а н у ю  с т а ц ы я н а р н у ю  ч а с т к у  р а з в я з к у .  
З а м е н а й  u ( x , t )  = v ( x , t )  + w ( x ) ,  д з е  v ( x , t )  — н о в а я  н е в я д о м а я  
ф у н к ц ы я ,  w (x ) — п э ў н ы м  чы н ам  п а д а б р а н а я  ф у н к ц ы я  а д н о й
з м е н н а й  х, з ы х о д н а я  з а д а ч а  з в о д з і ц ц а  да  з а д а ч ы  з  а д н а р о д н ы м  
д ы ф е р э н ц ы я л ь н ы м  р а ў н а н н е м .  А лг ар ы т м  т а к о г а  р а з в я з а н н я  б у д з е  
р а з г л е д ж а н ы  н і ж э й .

Задача 236. Развязаць раўнанне вымуш аных ваганняў

Utt — u xx = x( l  — x) t

з нулявымі пачатковымі і меж авы м і умовам і u |x=0 = 0 , u\x=l = 0 . 
Развязанне. Трэба развязаць змяш аную задачу

u'u — u xx = x( l  — x ) t 2,

u \x=0 = 0, u \x=l = 0,
u|t=o, u t\t=o = 0 - 

Развязан ш укаем у  вы глядзе шэрагу, я к і задавальняе м еж авы я 
умовы:

О
/ \ х—> / ч . knx

u (x ,  t )  = 2_^ Vk(t) sin —
k=1

Правую частку раўнання таксам а раскладзем  у  шэраг Ф ур ’е
ж ,

/7 \ 2 х—r -i- \ • kn  xx ( l  — x ) t  = fk (t) sin —I—,
k=1

l l
r / ч 2 f  2 . knx  7 2t2 /\7  ̂ 4 knx  7

f k(t) = -  x( l  — x ) t  sin —-— dx  = -— (l — 2x) cos —— dx  =
l / l kn  l

0 0

0 , калі k = 2n ,
8t2l2

4t2l2 knx  1
cos

(kn  )3 l калі k = 2n + 1.
(2n + 1)3n 3 ’

П адставім гэты я шэрагі ў  зыходнае дыф ерэнцыяльнае раўнанне:
00 у  ОО 7 о  7 Ж у

Е .. knx  v ^ / k ^ 2 knx knx
v k(t) sin —  + 2 ^  {~y )  v k(t) sin ~  = ^  fk (t) sin ~ '

k=1 k=1 k=1
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Адсюль ВЫН1КЯ6, што

v k(t) + ( y )  v k(t) = f k ( t )  k = 1 2 , . . .

3 пачатковых умоваў для  функцыі u (x ,  t )  выцякаюць роўнасці
Vk(0) = 0, vk (0) = 0.

Такім  чынам прыходзім д а  сям ’і задач Кашы

v k(t)  + ( у )  v k(t) = f k(t),

Vk (0 ) = 0 , vk (0 ) = 0 , k = 1, 2 , . . .

Калі k = 2n,  то задача Каш ы мае толькі тры віяльны  развязак  
Vk(t) = 0 . У выпадку, калі k = 2n + 1, раўнанне набывае вы гляд

. (2n + 1)2п 2 , . 8l2t 2
vk'(t) + ( г Д —  Vk (t) =l2 “ v ' (2n + 1)3n 3 '

Будзем развязваць гэтае раунанне метадам аперацыйнага 
злічэння. У жываю чы пераўтварэнне Л япляса і ўлічваючы 
пачатковы я ўмовы, прыходзім д а  аператарнага раўнання

тА М  2 (2n + 1)2п 2 16l2
Vk (p )p  +  л------- Vk (p ) =l2 (2n + 1)3n 3p3 ’

дзе Vk (p) — вы ява  функцыі vk (t ) .  Будзем абазначаць: ak =
(2n + 1)2я 2 = Ш 2 ^

“2 , bk — 7 Г3 3. хады  аператарнае раунанне набывае
V (2n + 1)*5 П

v k (p )p2 + a k v k (p ) = , 
p

адкуль знаходзім, што

v k(p ) = ^  2\.p3(p2 + a k)

Пераўтворым правую частку гэтай роўнасці. Маем

bk (bk/ak )(p2 + a k) — (bk/ak )p2 bk/ak
p3(p2 + a 2k) p3(p2 + a 2k) p3
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bk/ak _  bk/ak (bk/a\ )(p2 + a 2k) -  (bk/ak ) p 2
p ( p 2 + a 2k) p 3 p ( p 2 + a 2k)

_  bk/ak bk/ak + (bk/ak)p
p3 p  p 2 + ak

Карыстаю чыся табліцай ары гіналаў i вы яваў, атрымаем

bk 2 bk bk 8l4 2
Vk(t) _  T~2 t  -  - 4 + ^  cos(ak t )  _  ——  5 t  -

16l6 16l6 (2n  + 1)n t
+ — т г ^ ;  cos

(2n + 1)7n 7 (2n + 1)7n 7 l

Р азвязак  змяш анай задачы  канчаткова набывае вы гляд

. (2n + 1)n x  . (2n + 1)п х
8l4t 2 “  s ln  1-------  16l6 ^  s ln -------- 1-------

u (x , t ) _  n 5 Z 0 (2n + 1)5 n 7 У  (2n + 1)7 +
n=0 v 7 n=0 v 7

(2n + 1)n t . (2n + 1)nx  
16l6 ”  c o s  1 s ln  1-------

+ X T  Уn 7 ^—0 (2n + 1)7n=0 v 7

l
знаходзіцца ў  полі сілы цяжару. У пачатковы момант часу 
струну адпускаюць, не надаючы хуткасц і яе часцінам. Апісаць 
закон ваганняў струны пад уздзеяннем сілы цяж ару. Хуткасць 
распаўсю джвання ўзбудж энняў у  струне роўная a.

Развязаць змяш аные задачы .

238 .

239 . <

u t t
2— a  u xx _  xt, Vо

x < l, t > 0 ,
u\xz=o _ 0 , u \x=l _  0 , t  ^  0 ,

u \t=.o _ 0 , ut\t=o _  0 , 0 ^  x l.

u t t
2— a  u xx _  xt, 0 < x < l, t > 0 ,

u \x=o _ 0 , U\x=l _  0 , t  ^  0 ,
3nx

u t\t=o _ 0 , 0u \t==0 _  sln
l ’

x
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242 .

243 .

244 .

245 .

U t — a 2u xx = xt ,  0 < x < l, t  > 0 ,

240 . < u \x=o = 0 , u \x=i = 0 , t ^  0 ,
n x  2n x

u \t=o = s i n ~ r , u t\t=o = c o sl l
u t  — u xx = bx( l  — x),  0 < x < l, t  > 0 ,

241 . u
u

x=0 = °  u \x=l = 0, t ^  0
= 0 , u[\t=0 = 0 , 0 ^  x ^  l.t=0

u'tt — u xx = b(l  — x ) t 2, 0 < x < l, t  > 0 ,

u x\x=0 = 0 , u \x=l = 0 , t ^  0 ,
u \t=0 = 0, u t \t=0 = 0, 0 < x < l -

u t t — a 2u xx = bx, 0 < x < l, t  > 0 ,
u x=0 = 0, u 'x\x=l = 0, t ^  0,
u \t=0 = 0  u t\t=0 = 0, 0 < x < l -

u' t  — a 2u'xx = b( l  — x),  0 < x < l, t  > 0 ,

u 'x\x=0 = 0 , u \x=l = 0 , t ^  0 ,
u\t=0 = 0 , u't \t=0 = 0 , 0 ^  x ^  l.

u'lt — a 2u xx = h e  t s i n  , 0 < x < l, t  > 0 ,t n x

u\ x=0 = 0 ,
l

u \x=l = 0  t ^  0,
u t=0 = 0 , u 't \t=0 = 0 , 0 ^  x ^  l.

4. З а д а ч а  аб  в ы м у ш а н ы х  в а г а н н я х  с т р у н ы  ў  а г у л ь н а й  
п а с т ан о ў ц ы .

Разгледзім  агульную  пастаноўку заданы аб вымуш аных ваганнях 
струны з зададзеным і законамі руху яе канцоў:

д  2u д  2u
= a + f  ( x, t ) ,  t >  0 , 0 < x < l ,

d t 2 d x 2

u \x=0 = h (t ) ,  u \x=l = V(t),  t ^  0 ,
d u

u \t=0 = ф (x) ,  d t  = Ф (x) ,  0 < x < l .

Д ля развязання змяш анай заданы вызначым дапаможную
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функцыю W( x , t )  так, каб ян а задавальн яла м еж авы я умовы:

W  (0, t) = /r(t), W  ( l , t )  = v  (t) .

У якасці адной з так іх  функцый можна ўзяць

l x x
W( x ,  t )  = —i— /r(t) + —v ( t ) ,  0 ^  x ^  l. 

l l

Тады 3 дапамогай падстаноукі u ( x , t )  = W( x , t )  + v ( x , t )  для  новай 
невядомай функцыі v ( x , t )  атрымаем  краявую  задачу

д  2v д  2v
= a + f i ( x, t ) ,  t >  0 , 0 < x < l,

d t 2 d x 2

v|x=0 = 0 , v L=l = 0 , t ^  0 , 
d v

v|t=0 = ^ i (x ), —  = ̂ i (x ), 0 ^  x ^  l,
d t t=0

дзе функцыі f i ( x, t ) ,  ^ ( x )  i ^ i (x )  вызначаюцца формуламі

f i ( x, t )  = f  ( x, t )  —
d  2W  2 d  2W

a
d t 2 d x 2

^ i (x) = ^ (x) — W  |t=0 = ^ (x) —

d W

= f  ( x, t )  —
l — x x
—  У ( і )  + j v  "( t )

l — x x
—  p (0 ) + j V  (0 )

^ i (x) = ^ (x )  —
d t t=0

= ^ (x )  —
l x x

l д '(0 ) + — V( 0 )

Такім  чынам, першая кр аявая  задача для  неаднароднага 
раўнання ў  агульнай пастаноўцы зводзіцца д а  задачы  аб вымуш аных 
ваганнях струны з замацаванымі канцамі (76).

Заўвага 6. Прывядзём магчымыя варыянты дапаможнай 
W (x ) 

межавых умовау: 
d u

1) —  = /r(t), u ^ =  = v ( t ) ,  W( x , t )  = (x — l ) ^ ( t )  + v (t); 
d x  x=0

d u
2) u|x=0 = i i ( t ) ,  —  = v ( t ) ,  W( x ,  t )  = n ( t )  + x v (t);

d x  x=i
d u d u

3 )  а Д =0 = ^ ( t ) - 9 1 * = ,  = v ( t ) , W (x , <) =
(x — l )2

2T ~
x

M (t)+ 2l v ( t ) .
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У  а п о ш н і м  выпадку ,  калі  f i ( t )  = v ( t ) , у  я к а с ц і  W (x) м э т а з г о д н а  
ў з я ц ь  ф у н к ц и ю  W (x) = x^( t ) .

Адзначым клас задач ca стацыянарнымі неаднароднасцямі, калі 
вымуш аю чая сіла і ўмовы замацавання канцоў струны не залеж аць 
ад  часу:

д 2u 2д 2u
-гтж = a 2^ ^  + f  (x ), t >  0 , 0 < x < l ,  
d t 2 d x 2
u (0 ,t )  = H i , u( l ,  t )  = H2, t  ^  0, 

u( x,  0 ) = ^( x) ,  u t (x, 0 ) = ^( x ) ,  0 ^  x ^  l.

H i H2 — зададзены я канстанты.
Р азвязак  задачы  (78) можна знайсці, вылучаю чы стацыянарную 

частку развязку : u ( x , t )  = u c(x )+  v ( x , t ) .  У мадэлі струны ф ункцыя 
u c (x)  апісвае стацыянарны профіль, я к і адпавядае статычнаму

f (x ) .
Стацыянарны р азвязак  u c (x)  знаходзім я к  р азвязак  краявой 

задачы  для звычайнага дыф ерэнцыяльнага раўнання:

d 2u
a 2 - x c  + f  (x ) = 0 ,

uc(0) = H i , uc ( l )  = H2.

Інтэгруючы раўнанне i задавальняю чы м еж авы я ўмовы, атрымаем

i С x С

u c (x)  = H i + (H2 -  H i ) x  x  J  J  f  (n ) d n  -  02 J  d£ J  f  (n ) d n.
0 0  0 0

У прыватнасці, калі f  (x) = f 0 = const, to

x f 0
u c (x)  = H i + (H2 — H i ) ~j + 202 x ( l  — x ) '

v ( x, t )
раунанне

d  2v  2 d  2v
xtx = a  , t  > 0 , 0 < x < l,
d t 2 d x 2
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з аднароднымі меж авы м і ўмовам і v (0,t )  = 0 , v ( l , t )  = 0 і
пачатковымі умовам і вы гляду

v (x , 0 ) = ^ (х ) — u c(x ), v t (х, 0 ) = ф(х) .

Такім  чынам, v ( x , t )  можна знайсці па формулах (60), (62), 
змяняю чы у  (62) ^ (х )  на ^ (х ) — u c (х).

Заняткі 13-14

Задача 246. Вывучыць вымуш аныя папярочныя ваганні
х = 0 х =

l
. . kn a

зрушэнне, роўнае A sin u t ,  и  = —— , k = 1, 2 , . . .
Развязанне. Задача зводзіцца д а  інтэгравання раунання

u' t  — a 2u"xx = 0 , 0 < х < l, t  > 0 ,

з дадатковы м і ўмовам і

u (0 ,t )  = 0, u( l ,  t )  = A sin u t ,  t  ^  0,

u (x , 0 ) = 0 , u t(х , 0 ) = 0 , 0 ^  х ^  l.

Я к бачым, адна з м еж авы х умоваў з ’яуляецца неаднароднай. У 
гэтым вы п адку неабходна зрабіць замену невядомай функцыі, каб 
м еж авы я ўмовы сталі аднароднымі.

Возьмем u ( x , t )  = v (x ,t )  + w (x , t) , дзе функцыю w ( x , t )  знойдзем 
так, каб ян а задавальн яла ўмовы

w (0 ,t )  = 0, w ( l , t )  = A sin u t ,  t  ^  0.

У нашым вы п адку функцыю w (x ,t )  можна падабраць так, што 
раўнанне застанецца аднародным. Будзем шукаць гэтую функцыю 
у  вы глядзе

w( x ,  t) = X (х )  sin u t .

Падстаўляючы ў  дыф ерэнцыяльнае раўнанне і м еж авы я ўмовы, 
для  X  (х) атрымаем краявую  задачу

I  X ' '(х )  + U  X (х) = 0 ,
a

[  X (0) = 0, X (l) = A.
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Агульны развязак  раўнання мае вы гляд
W  \ ^  UX ^  ■ UXX (x)  = C 1 co s  + C 2 sin — .

a  a
A

3 м еж авы х умовау вынікае, што C 1 = 0, C 2 =  щ . Тады
sin

a
, , A u x  , . A u x

X  (x) = ------- г s in — , w ( x , t )  =  г sin —  sin u t .
v y . u l  a  . u l  a

sin — sin —
a a

A u x
орабіуш ы цяпер замену u ( x , t )  = v ( x , t )  +------- щ  sin —  sin u t ,

sin — 
a

прыйдзем д а  заданы для  функцыі v ( x , t ) :

v'tt =
2

a 2v xx,

v\ x=0 = 0 , v \x=l = 0 ,

1
= 0 ,

d v A u  u x
v|t=0 d t t=0

------- T s in ----
u l  a

sin
a

Развязваю чы гэтую задачу метадам Ф ур ’е, атрымаем

v  ( x, t )  =
2Au a 00

Е ( - 1)k+i

l ' о / k n a \ 2
k=i u 2 -  , ]

l

. k n a t  . knx  
sin —-— sin

l l

Развязкам  зыходнай заданы будзе ф ункцыя

, A u x
u( x,  t )  =  u j  sin —  sin u t  +

sin —
a

a

2A u a
+ — E

( - 1 )k+i k n a t  . knx
f k n a \ 2

k=1 u * V ~ T  )
З а д а ч а  247 . Развязаць задачу 235

u'/t — a 2u"x = g ,

u|x=0 0 , u x\x=l 0 ,
u|t=0 = 0  u t\t=0 = 0 -

sin
l

sin
l
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Р э,звязэ ,н н б . Разгледзім  яшчэ адзін спосаб развязання гэтан 
задачы . Заўваж ы м , што правая частка раўнання не залеж ы ць ад  
зменнай t. У гэтым вы п адку яе можна развязаць, вылучаючы 
стацыянарную частку. Зробім замену u ( x , t )  = v ( x , t )  + w( x ) ,  дзе 
v ( x , t )  — новая невядомая ф ункцыя, а  функцыю адной зменнай 
w ( x )  падбярэм так , каб і раўнанне, і м еж авы я ўмовы сталі 
аднароднымі. Пасля падстаноўкі ў  зыходнае раўнанне і м еж авы я 
ўмовы атрымаем

v h  — a 2v"x — a 2w " ( x )  = g ,

v \x=0 + w (0) = u \x=0 = v 'x\x=l + w ' (l) = u 'x\x=l =

Адсюль зразумела, што w ( x )  павінна быць развязкам  краявой 
задачы

—a 2w " ( x )  = g ,  
w ( 0 ) = 0 , w ' ( l )  = 0 .

Агульны развязак  раўнання мае вы гляд

2

w ( x ) = — g x ? + C i x + C 2.

П адстаўляючы яго ў  кр аявы я  ўмовы знаходзім С 2 = 0, С\ = ^ 2.2 a 2
g x 2 g l x

Такім  чынам, w ( x )  = ------ 2 +-----у , і пасля замены u  = v  + w
2a 2 a 2

v ( x,  t )

f  v'-h — a 2v xx = 0 ,

< v \x=o = 0 , v 'x\x=l = 0 ,
g x 2 g lx

У = 2 A  — Л ^  = ° '

Згодна 3 метадам Ф ур ’е дл я  аднароднага раўнання, будзем 
шукаць развязак  гэтай задачы  ў  вы глядзе

(2k + l ) n a t  . (2k + l ) n a t  1 (2k + l ) n x(2k + ! ) n a t
v ( x , t )  = 2 _  ̂ ak c o s  —--------- + bk s m

2l k 2lk=0
sin

2l
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П адстаўляючы меркаваны р азвязак  ў  пачатковы я ўмовы, атрымаем

v

v

(x  0 ) = V  a t  s in (2k + 1 )nx = g P -  g t x  x  0) = 2= , ak sin 2l = 2a2 a2 '

t (x , 0 ) = £  bk( 2k + 1)Пв' s - (2k + 1)nx
k=0

bk = 0 ,

l

2l
sin

2l
= 0 .

a k =
2
l

g x 2 g l x  1 (2k + 1)nx
2a 2 a 2 sin

2l
dx  =

16gl2
a 2(2k + 1)3n 3

(79)

К анчаткова р азвязак  зыходнай задачы  запішацца ў  вы глядзе

u (x, t ) =

(2k + 1)n a t
g x 2 g l x  16gl2 ^ cos 2/ (2k + 1)nx

+-----2-------- > ------------——  sin2a 2 a a 2n 3 k=0 (2k + 1)3 2l

З а ў в а г а  7. Разгледзім і н ш ы  п а ды х о д  да  в ы л і ч э н н я  і н т э г р ал а
ў  р о ў н а с ц і  (79),  я к і  н е  п а т р а б у е  в ы к а р ы с т а н н я  я ў н а г а  в ы р а з у
-> / ч ,г г ■ лг / \ • (2k + 1)nxд л я  w ( x ) .  У ла сн ы я  фу нкц ыг  X k(x) = s in  ^ ------  3 я ў л я ю ц ц а

р а з в я з к а м і  з а д а ч ы  Ш т у р м а  — Л і ў в і л я

X " + A2k X  = 0,

X  (0 ) = 0 , X '( l )  = 0 ,

д з е  Ak = (----+—— . П а д с т а ў л я ю ч ы  X k(x) = — X ^(x ) у  ф о р м у л у
2l Ak

д л я  a k, д в о й ч ы  і н т э г р у ю ч ы  часткамг г ў л і ч в а ю ч ы  р а ў н а н н е  г
м е ж а в ы я  ў м о в ы  д л я  ф у н к ц ы і  w ( x ) ,  а т р ы м а е м  

i i

a k = i  [—w (x ) ]X k(x) dx  = 1a 2 w(x)X(k(x)  dx  =

i
2 г i i fw (x)X'k(x) — w ' ( x ) X k(x) + w " ( x ) X k(x) dx

0lAk
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l l
2 f f  (x) X ( a d 2g / • л d 16g /2

= - JXl J  —  X k(x) dx  = - W 2 J  SIn Atx = - « 2(2k + I)3n3•
0 0

П р ы в е д з е н ы  с п о с а б  д а з в а л я е  і с т о т н а  с п р а с ц і ц ь  п р а ц э д у р у  
в ы л і ч э н н я  к а э ф і ц ы е н т а ў  Ф у р  ’е  ў  т ы х  выпадках,  калі  
с т а ц ы я н а р н а я  ч а с т к а  р а з в я з к у  м а е  г р у в а з д к і  выгля д .

Задача 248. Развязаць краявую  задачу

u tt —
2

a  u xx =

u\ x=0 = 0 , u\

u\ t=0 = 0 , u t
X= l

Развязанне. Каб пазбавіцца ад  неаднароднасщ у  м еж авы х

умовах, зробім замену u ( x , t )  = v ( x , t )  + — • Пасля падстаноукі
ў  раунанне атрымаем

v'-lt — a 2vXX.X = x t • (80)

М еж авы я ўмовы ўж о  будуць аднароднымі

V lx=0 = 0 , V\x=l = 0 ,

а  пачатковы я набудуць вы гляд
Ax Ax
T  = l

Паколькі м еж авы я ўмовы першага роду, то р азвязак  задачы 
адносна функцыі v ( x , t )  трэба шукаць у  вы глядзе ш эрагу

knx

Ax Ax
v \t=0 = u \t=0 — - Г  =  Г  ’ vt\t=0 = 0  ̂ (81)

v ( x, t )  = vk (t)sIn
k=1 l

x
сістэме

СЮ 7
. knx

£x = > c k sin
lk=i

дзе каэфіцыенты вылічаюцца па формулах
l l

2 f  . kn x  7 2 f  knx
c k = t  x sin — — dx  = —-— xd  cos —— 

l J  l kn  J  l
0 0
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2
kn

knx
x cos

l
knx

— / cos
l

dx 2l( 1)k+1

kn

Адеюль адразу ж  знаходзім расклады  ў  шэрагі Ф ур ’е правай часткі 
раунання і функцыі з пачатковай умовы дл я  v ( x , t ) :

xt = Е 2 l ( - 1)k+i

k=i kn
t  knx  

sin
Ax

l l E
k=1

2A ( - 1)k knx
sin

kn l

Падстаўляючы цяпер атры маны я расклады  ў  раўнанне (80) і 
пачатковы я умовы (81) і прыраўніваючы адпаведныя каэфіцыенты 
пры сінусах, атрымаем для  функцый Vk(t) задачы  Кашы

... . {k n a \ 2 2l ( —1)k+1t
vk'W + ( — ) Vk( t ) =  1 ’l kn

Vk ( ° ) = 2A k — ■ vk (0 ) = 0 .

Агульны развязак  раўнання мае вы гляд

. . k n a t  . k n a t  _ . .
Vk (t) = C i co s   -----+ C2 sin — ----- + Vk (t),

l l

дзе частковы развязак  Vk (t) трэба шукаць у  адпаведнасці з правай 
часткай раўнання ў  вы глядзе лінейнай функцыі з адвольнымі 
каэфіцыентамі Vk (t) = akt  + bk. П адстаўляючы выраз для  Vk (t) i 
прыраўніваючы адпаведны я каэфіцыенты, знаходзім

k n a  \ 2
l

akt  + bk =
2l ( —1)k+1t 

kn

адкуль вынікае, што

= = 2l ( —1)k+1 / l \ 2 = 2l3(—1)k+1
k 0 ’ ak kn  \ k n a )  a 2( k n ) 3 '

Такім  чынам, агульны  развязак  мае вы гляд

, ч „ k n a t  „ . k n a t  2l3(—1)k+1t 
Vk(t) = C 1 cos — ----- + C 2 sin —;-----+

l l a 2( k n )

0
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П адстаўляючы яго ў  пачатковы я ўмовы, знойдзем развязак  задачы  
Кашы:

C1 =
2A (—1)

kn
C k n a  + 2l3( - 1)‘ +1 2l4( 1)k
C 2—:---- 1---------^ —Д3— = 0 ^  C2 =

l a 2(k n )3 a 3(k n )4 ’

, . 2A (—1)k k n a t  2l4(—1)k . k n a t  2 l3(—1)k+1t
v k (t) = ---- -̂--- — cos  ;  + Л  Ў, sin  ;  + V 7

kn  l ' a 3(kn  )4

Р азвязак  зыходнай задачы  мае вы гляд

l a 2(k n )3

, Ax 2 гA ( -  1)k k n o t  l4( - 1)k k n o t i
u( x,  t )  = —— + — У \  ; cos —;----- + -— 77ГГТ sin

l n k=1 k l (a n )3k4 l
knx  

sin —;— +
l

+
2 l3t  TO ( - 1)

a 2n 3 Ek=1
k3

k+1 knx  
sin

l

Развязаць змяш аны я задачы . 

249.

250.

251.

''tt — 2a  u xx = 0 , 0 < x < l, t  > 0 ,

\x=0 = 1, u\x =l = 0 , t  ^  0 ,

\ t=0 = 0 , u t\t--=0 = 0 , 0 < x < l.
''tt — 2a  u xx = 0 , 0 < x < l, t  > 0 ,

\x=0 = 0 , u\x =l = A e -t  t  ^  0 ,

\ t=0 = 0 , u t\t--=0 = 0 , 0 < x < l.
''tt —u 'x'x = 0 , 0 < x < n ,  t  > 0 ,

\x=0 = Xt 2, u\ x•=n t 3, t  ^  0 ,

\ t=0 = sin ry>  ( 
•Aj u't t=0 = 0 , 0 < x <

252. <

253 .

u'tt — a 2u xx = s in (2t) , 0 < x < l, t  > 0 ,
2 2 l

uXlX=0 = 0 , u'x\x=l = -  sin — s in (2t), t  ^  0 ,
a a

2x
u|t=0 = 0 , ut\t=0 = —2 co s— , 0 ^  x ^  n.

a

u'tt — u xx = 0 , 0 < x < n ,  t  > 0 ,

u|x=0 = e - ,  u \x=n = t, t ^  0 ,
u t=0 = s in x co sx, u 't \t=0 = 1, 0 ^  x ^  n .
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254. <
Utt — й хх = 0  0 < x < п ,  t  > 0 ,

u \x=0 = t , u x\x=n = 1, t ^  0 , 
x

U\t=0 = s i n 2 ’ u t\t=0 = 1, 0 < x < П

Заиятак 15. Кантролыіая работа

Заданні д л я  падрыхтоўкі да  К Р № 2

I. Развязаць змяш аную задачу

u't[t — U'xx = 0 , 0 < x < n ,  t  > 0 ,

< U\x=0 = ^ , Ux\x=n = 1  t ^  0 ,
x 3x

u \t=o = s i n 2  + x, u t \t=o = S i nY , 0 ^  x ^  n

II. Развязаць змяш аную задачу

utt — u xx = 0 , 0 < x < n ,  t  > 0 ,

u \x=o = 0 i u \x=n = e —2t, t ^  °
x

u \t=0 = sin x cos x +— , u 't \t=0 = 0 , 0 ^  x ^  П
П

III. Развязаць змяш аную задачу

// 1 // _  7nx
u tt — 4 u xx = c o s ^ ^ - 0 < x < l, t  > 0 ,

u 'x\x=0 = 0, u'x\x=l = 4 s i n ( 4 l )  s i n 2 t ,  t  ^  0, 

u \t=0 = 0, u 't \t=0 = x — 2co s(4x ), 0 ^  x ^  l.

IV. Развязаць змяш аную задачу

utt — u xx = 0 , 0 < x < 1 , t  > 0 ,tt
u\x=0 = 0 , u\x=1 = e —t , t  ^  0 ,

u\ t=0 = 0 , u t\t=0 = 0, 0 < x < 1

V. Развязаць змяш аную задачу

utt — u xx = 0 , 0 < x < 1 , t  > 0 ,
u
u

x=0 — t  + 1, u x=1 = t 3 + 2 , t  ^  0 ,

t=0 = x + 1, u t \t=0 = 0 , 0 ^  x ^  1.
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V I. Развязаць змяш аную задачу

u'{t — a 2u xx _  0 , 0 < x < l, t  > 0 ,

Ux\x=0 _ 0 , Ux\x=l _  t ^  0

u\ t=o _

x
Aa ch — 
 a

s h l  
a

u t\t=o _

x
Aa  ch — 

 a

s h l  
a
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