
ÏÎÑÒ�ÎÅÍÈÅ È ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈÍÅÎÄÍÎ�ÎÄÍÎ�Î ÄÎ�ÎÆÍÎ�ÎÒ�ÀÔÈÊÀÌ. Ôåäîòêèí�, Å. ÊóäðÿâöåâÍèæåãîðîäñêèé ãîñóíèâåðñèòåò èì. Ëîáà÷åâñêîãîíàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåòã. Íèæíèé Íîâãîðîä, �îññèÿ�fma5�rambler.ruÂ ðàáîòå èçó÷åíà ñëó÷àéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ ïåðåñå÷åíèÿ àâòî-ìîáèëÿìè íåêîòîðîé ïîïåðå÷íîé ëèíèè ìàãèñòðàëè ïðè ïëîõèõ ïîãîäíûõ è äî-ðîæíûõ óñëîâèÿõ. Èíòåðâàëû ìåæäó òàêèìè ìîìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìûìèè èìåþò ðàçëè÷íûå ðàñïðåäåëåíèÿ. �àññìîòðåí íåòðàäèöèîííûé ñïîñîá îïèñàíèÿïîòîêà ìàøèí òàêîé ñëîæíîé âåðîÿòíîñòíîé ñòðóêòóðû. Ýòîò ñïîñîá îñíîâàí íàèçó÷åíèè ðàñïðåäåëåíèè âåëè÷èíû òðàíñïîðòíîé ïà÷êè è íà ðàñïðåäåëåíèè ïîòî-êà, òàê íàçûâàåìûõ, ìåäëåííûõ èëè ãîëîâíûõ â àâòîêîëîííå ìàøèí. Ïðè ýòîìïðåäïîëàãàåòñÿ èíòåíñèâíîå äâèæåíèå äðóãîãî òèïà ìàøèí � áûñòðûõ ìàøèí.Êëþ÷åâûå ñëîâà: òðàíñïîðòíàÿ ïà÷êà, ïîòîê Ïóàññîíà, áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìàäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà, ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÌàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ ïîñâÿùåíî áîëüøîå ÷èñëî ìî-íîãðà�èé è ñòàòåé [1℄. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òðàíñïîðòíûé ïîòîê ñîòî-èò èç îäíîðîäíûõ èëè îäíîòèïíûõ ìàøèí. Äëÿ ðåàëüíîãî òðàíñïîðòíîãî ïîòîêàìàøèí ýòî îãðàíè÷åíèå, êàê ïðàâèëî, íå âûïîëíÿåòñÿ. Áîëåå òîãî, êàæäûé àâòî-ìîáèëü îñóùåñòâëÿåò äâèæåíèå â ýêñòðåìàëüíûõ ïîãîäíûõ è äîðîæíûõ óñëîâèÿõ,ñêîðîñòü êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Â ñèëó ýòîãî òðàíñïîðòíûé ïî-òîê ìàøèí íà ìàãèñòðàëÿõ ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïîòîêà ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé,êîòîðûé ðàññìàòðèâàåòñÿ â êëàññè÷åñêîé òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. Íàïðè-ìåð, âñåãäà òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî ÷èñëàìàøèí â òðàíñïîðòíîé ïà÷êå. Äëÿ òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà, êàê ïðàâèëî, íå óäàåò-ñÿ èçó÷èòü âåðîÿòíîñòíûå ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç ñëó÷àéíûõ ìîìåíòîâïåðåñå÷åíèÿ ìàøèíàìè, òàê íàçûâàåìîé, âèðòóàëüíîé ñòîï-ëèíèè. Â ýòîé ðàáîòåðàññìàòðèâàþòñÿ âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ ñ ó÷åòîì ïðîñòðàí-ñòâåííûõ è âðåìåííûõ ñâîéñòâ ïðîöåññîâ äâèæåíèÿ àâòîìîáèëåé íà àâòîìàãèñòðà-ëè. Íà ðåàëüíûõ ïðèìåðàõ ïîêàçàíà ý��åêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ïðèïîñòðîåíèè è èçó÷åíèè ìîäåëåé òðàíñïîðòíûõ ïîòîêîâ.76



2. �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ Ò�ÀÍÑÏÎ�ÒÍÎÉ ÏÀ×ÊÈÏðè óäîâëåòâîðèòåëüíîì ñîñòîÿíèè äîðîæíîãî ïîëîòíà è õîðîøèõ ìåòåîðî-ëîãè÷åñêèõ óñëîâèÿõ äâèæåíèå ðàçíîãî òèïà àâòîìîáèëåé ïî ìàãèñòðàëè ìîæåòîêàçàòüñÿ áåñïðåïÿòñòâåííûì è ïóàññîíîâñêèì. Ïðè ïëîõèõ ïîãîäíûõ óñëîâèÿõ(òóìàí, ñíåã, ãîëîëåä è ò. ä.) îáãîí áûñòðûìè ìàøèíàìè ìåäëåííûõ ÿâëÿåòñÿ óæåðèñêîâàííûì, çàâèñèìûì è çàíèìàåò çíà÷èòåëüíîå âðåìÿ. Â ýòîì ñëó÷àå íà èí-òåíñèâíûõ ìàãèñòðàëÿõ áóäóò âîçíèêàòü àâòîêîëîííû (ãðóïïû) ìàøèí, èëè òðàíñ-ïîðòíûå ïà÷êè, ò. å. òðàíñïîðòíûå ïîòîêè óæå íå áóäóò ïóàññîíîâñêèìè. Ñ òàêîéñèòóàöèåé âïåðâûå ñòîëêíóëñÿ â 1963 ãîäó Áàðòëåòò [2℄ ïðè íàáëþäåíèè çà äâèæå-íèåì ìàøèí âáëèçè Ëîíäîíà. Äëÿ òàêîãî òèïà òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà Áàðòëåòòó èäðóãèì èññëåäîâàòåëÿì íå óäàëîñü íàéòè ïîäõîäÿùåãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿçàâèñèìûõ ïðîìåæóòêîâ âðåìåíè ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïåðåñå÷åíèÿ-ìè àâòîìîáèëÿìè âèðòóàëüíîé ñòîï-ëèíèè. Îäèí èç àâòîðîâ äàííîé ðàáîòû ïðè-áëèçèòåëüíî â ýòî æå âðåìÿ ðåøàë çàäà÷ó [3℄ îá îïòèìàëüíîì óïðàâëåíèè òðàíñ-ïîðòíûìè ïîòîêàìè â ãîðîäå �îðüêîì (Íèæíèé Íîâãîðîä). Ïî íàáëþäåíèÿì çàäâèæåíèåì ìàøèí íà ìàãèñòðàëÿõ âáëèçè �îðüêîãî è äðóãèõ êðóïíûõ ãîðîäîâ áû-ëî ïîäìå÷åíî, ÷òî òðàíñïîðòíàÿ ïà÷êà ñîñòîèò èç ãîëîâíîé ìàøèíû ñ ìåäëåííûìäâèæåíèåì è î÷åðåäè èç áûñòðûõ ìàøèí, êîòîðûå äîãíàëè ìåäëåííóþ è îæèäàþòâîçìîæíîñòè îáãîíà. Çäåñü âîçíèêàåò ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè ïðîñòðàíñòâåí-íîãî ðàñïîëîæåíèÿ ìàøèí íà ìàãèñòðàëè. Ñ ýòîé öåëüþ áûë ïðåäëîæåí ïðîñòîéìåõàíèçì îáðàçîâàíèÿ òðàíñïîðòíûõ ïà÷åê ïðè èíòåíñèâíîì äâèæåíèè ìàøèí âïëîõèõ ïîãîäíûõ óñëîâèÿõ. Äëÿ áîëüøîãî ÷èñëà ìàãèñòðàëåé îêàçàëîñü, ÷òî áûñò-ðûå ìàøèíû ïîñòóïàþò â òðàíñïîðòíóþ ïà÷êó, èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, äîãîíÿþòìåäëåííóþ ìàøèíó, ïî çàêîíó Ïóàññîíà ñ èíòåíñèâíîñòüþ � > 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òîáûñòðûå ìàøèíû îñóùåñòâëÿþò îòíîñèòåëüíî ñâîáîäíîå äâèæåíèå íà ïðîòÿæåí-íûõ ó÷àñòêàõ äîðîãè, ãäå íåò ìåäëåííûõ ìàøèí. Ïîäðîáíî òàêîé òðàíñïîðòíûéïîòîê áûë èçó÷åí â çàäà÷å î ñâîáîäíîì äâèæåíèè àâòîìîáèëåé ïî ìàãèñòðàëè [1℄.Åñëè (
;F ;P(�)) � îñíîâíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî, òî äàëåå ÷åðåç ! îáîçíà-÷èì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ 
. Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ñèìâîë! áóäåì îïóñêàòü. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé çàäà÷åé îáîçíà÷èì ÷åðåç �(!; t) ñëó÷àé-íîå ÷èñëî áûñòðûõ ìàøèí, êîòîðûå ïîñòóïàþò ïî çàêîíó Ïóàññîíà â òðàíñïîðòíóþïà÷êó çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè [0; t). Àíàëîãè÷íî îáîçíà÷èì ÷åðåç �(!; t;�t) ñëó÷àé-íîå ÷èñëî áûñòðûõ ìàøèí, êîòîðûå ïîñòóïàþò ïî çàêîíó Ïóàññîíà â òðàíñïîðòíóþïà÷êó çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè [t; t+�t).Êàæäóþ ìàøèíó ñ ìåäëåííûì äâèæåíèåì ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê îá-ñëóæèâàþùèé ïðèáîð äëÿ ìàøèí ñ áûñòðûì äâèæåíèåì. Ïðè ýòîì ïîä âðåìå-íåì îáñëóæèâàíèÿ, åñòåñòâåííî, ïîíèìàåòñÿ ñëó÷àéíîå âðåìÿ îáãîíà. Íà ïðàêòè-êå ñðåäíåå âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ (îáãîíà) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ÷èñëà ìàøèí âòðàíñïîðòíîé ïà÷êå. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà �(!; t) èçìåðÿåò ÷èñëî âñåõ òèïîâìàøèí â òðàíñïîðòíîé ïà÷êå â ìîìåíò âðåìåíè t � 0. Îáîçíà÷èì òåïåðü ÷åðåç�(!; t;�t) ñëó÷àéíîå ÷èñëî áûñòðûõ ìàøèí, êîòîðûå ìîãó îáîãíàòü ìåäëåííóþ çàïðîìåæóòîê âðåìåíè [t; t+�t). Âïîëíå åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè ìàëûõçíà÷åíèÿõ �t > 0 óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé, êîòîðûå ïîðîæäàþòñÿ äèñêðåò-77



íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé �(!; t;�t), îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè:P(f! : �(!; t;�t) = 0gjf! : �(!; t) = 2; �(!; t;�t) = 0g) = 1� �1�t + o(�t);P(f! : �(!; t;�t) = 1gjf! : �(!; t) = 2; �(!; t;�t) = 0g) = �1�t� o(�t);P(f! : �(!; t;�t) = 0gjf! : �(!; t) = 3; �(!; t;�t) = 0g) = 1� �2�t + o(�t);P(f! : �(!; t;�t) = 1gjf! : �(!; t) = 3; �(!; t;�t) = 0g) = �2�t� o(�t);P(f! : �(!; t;�t) = 0gjf! : �(!; t) = m; �(!; t;�t) = 0g) = 1� �3�t + o(�t);P(f! : �(!; t;�t) = 1gjf! : �(!; t) = m; �(!; t;�t) = 0g) = �3�t� o(�t);P(f! : �(!; t;�t) = 0gjf! : �(!; t) = m� 3; �(!; t;�t) = 1g) = 1� O(�t);P(f! : �(!; t;�t) = 1gjf! : �(!; t) = m� 3; �(!; t;�t) = 1g) = O(�t);P(f! : �(!; t;�t) � 2gjf! : �(!; t) = m� 2; �(!; t;�t) = 1g) = o(�t);m = 4; 5; : : :
(1)

Çäåñü è äàëåå o(�t) åñòü áåñêîíå÷íî ìàëàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ âåëè÷èíà ïî ñðàâ-íåíèþ ñ �t ïðè t ! 0. Â ðàâåíñòâàõ (1) ïàðàìåòðû ��11 è ��12 çàäàþò ñðåäíååâðåìÿ îáãîíà êàæäîé áûñòðîé ìàøèíîé ìåäëåííóþ â ñëó÷àå, êîãäà òðàíñïîðòíàÿïà÷êà ñîñòîèò èç äâóõ è òðåõ ìàøèí ñîîòâåòñòâåííî. Àíàëîãè÷íî ïàðàìåòð ��13 âðàâåíñòâàõ (1) îïðåäåëÿåò ñðåäíåå âðåìÿ îáãîíà êàæäîé áûñòðîé ìàøèíîé ìåä-ëåííóþ, åñëè òðàíñïîðòíàÿ ïà÷êà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ è áîëåå ìàøèí. Ïàðàìåòðû�1; �2; �3 áóäåì íàçûâàòü èíòåíñèâíîñòÿìè îáãîíà. Òàêèì ñïîñîáîì ìîäåëèðóåòñÿçàâèñèìîñòü ñðåäíåãî âðåìåíè îáãîíà îò ÷èñëà ìàøèí â òðàíñïîðòíîé ïà÷êå. Âå-ðîÿòíîñòè â (1) íå çàâèñÿò îò âðåìåíè t. Ïîýòîìó â äàëüíåéøåì ðàäè óïðîùåíèÿçàïèñè áóäåì îïóñêàòü ñèìâîë t è îáîçíà÷àòü âåëè÷èíó �(!; t;�t) ÷åðåç �(!; �t).Âîñüìîå è ïîñëåäíåå ðàâåíñòâà ñîîòíîøåíèÿ (1) ìîæíî ïðîèíòåðïðåòèðîâàòüñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðè çàäàííîì ðàçìåðå òðàíñïîðòíîé ïà÷êè óñëîâíàÿ âåðî-ÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà (ãäå óãîäíî ðàñïîëîæåííûé) ïðîìåæóòîê �t ïî ìåíüøåéìåðå äâå ìàøèíû îáãîíÿò ìåäëåííóþ, åñòü âåëè÷èíà áåñêîíå÷íî ìàëàÿ ïî ñðàâ-íåíèþ ñ �t. Îáîçíà÷èì òåïåðü ÷åðåç Q(t;m) âåðîÿòíîñòü P(f! : �(!; t) = mg) ïðè�èêñèðîâàííûõ t > 0 è m = 1, 2, . . . Èòàê, íàáîð âåðîÿòíîñòåé Q(t;m), m = 1,2, . . . îïðåäåëÿåò ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà ìàøèí â òðàíñïîðòíîé ïà÷êå â ìîìåíò t � 0:�àññóæäåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè òåì, êîòîðûå îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ â òåîðèèìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõäè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ âåðîÿòíîñòåé âèäà Q(t;m),t � 0, m = 1, 2, . . . Ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîì m = 1, 2, . . . äëÿ ñëó÷àéíîãî ñîáû-òèÿ f! : �(!; t+�t) = mg íåòðóäíî ïîêàçàòü ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî â ñîáûòèÿõf! : �(!; t+�t) = mg = 1[k=1 1[n=0f! : �(!; �t) = k; �(!; �t) = n; �(!; �t) = k+n�mg:Èñïîëüçóÿ ýòî ñîîòíîøåíèå è �îðìóëû (1), ëåãêî ïîëó÷èòü áåñêîíå÷íóþ ñèñòåìóëèíåéíûõ äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà:78



dQ(t; 1)=dt = ��Q(t; 1) + �1Q(t; 2);dQ(t; 2)=dt = �Q(t; 1)� (�+ �1)Q(t; 2) + �2Q(t; 3);dQ(t; 3)=dt = �Q(t; 2)� (�+ �2)Q(t; 3) + �3Q(t; 4);dQ(t;m)=dt = �Q(t;m� 1)� (�+ �3)Q(t;m) + �3Q(t;m + 1); m � 4: (2)Áóäåì äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â ìîìåíò t = 0 ÷èñëî ìàøèí â òðàíñïîðò-íîé ïà÷êå ðàâíî i. Òîãäà äèíàìèêà ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ìàøèí â òðàíñïîðòíîéïà÷êå îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2) ñ íà-÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Q(0; i) = 1, Q(0; m) = 0 ïðè m � 1 è m 6= i.ßâíîå ðåøåíèå ñèñòåìû äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2) ìîæåò áûòü íàéäå-íî ñ ïîìîùüþ âûâîäà è ïîñëåäóþùåãî ðåøåíèÿ äè��åðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ äëÿ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè ��(t)(t; z) = P1m=1 zmQ(t;m),êàê ýòî äåëàåòñÿ â áîëüøèíñòâå çàäà÷ òåîðèè ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ. Îäíàêî âýòîì ñëó÷àå ïðîöåññ ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ãðîìîçäêèì è äàëåêî íåòðèâèàëüíûì.Ê ñ÷àñòüþ, íàì ïîòðåáóåòñÿ çäåñü òîëüêî ñâîéñòâà ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà ìàøèí âòðàíñïîðòíîé ïà÷êå ïðè t!1, ò. å. íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (2) ïðèt ! 1. Îáùèå ñâîéñòâà ðåøåíèé òàêîãî ðîäà ñèñòåì äè��åðåíöèàëüíûõ óðàâ-íåíèé äåòàëüíî èçó÷åíû â ðàáîòàõ Êîëìîãîðîâà, Ôåëëåðà, Ëåäåðìàíà, Êàðëèíà,Êëàðêà, Ìàê-�ðåãîðà, �åéòåðà, Ôåäîòêèíà. Â ÷àñòíîñòè, åñëè � < �3, òî ñóùå-ñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (2), óäîâëåòâîðÿþùåå ïðè m == 1; 2; : : : óñëîâèÿì:P1m=1Q(t;m) = 1; limt!1Q(t;m) = Q(m) > 0;P1m=1Q(m) = 1.Ïðè ýòîì óêàçàííûå ïðåäåëû íå çàâèñÿò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé è ìîãóò áûòü ïî-ëó÷åíû ïóòåì ðåøåíèÿ áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé0 = ��Q(1) + �1Q(2); 0 = �Q(1)� (�+ �1)Q(2) + �2Q(3);0 = �Q(2)� (�+ �2)Q(3) + �3Q(4);0 = �Q(m� 1)� (�+ �3)Q(m) + �3Q(m + 1); m = 4; 5; : : : (3)�àñïðåäåëåíèå fQ(m);m = 1; 2; : : : g íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíûì èëè ýðãîäè÷åñêèìäëÿ ÷èñëà �(!) âñåõ òèïîâ ìàøèí â òðàíñïîðòíîé ïà÷êå. Ýòî ðàñïðåäåëåíèå õà-ðàêòåðèçóåò òàê íàçûâàåìûé óñòàíîâèâøèéñÿ èëè ñòàöèîíàðíûé ðåæèì äâèæåíèÿàâòîêîëîíí ïî ìàãèñòðàëè. Íà ñîäåðæàòåëüíîì óðîâíå óñëîâèå � < �3 îçíà÷à-åò, ÷òî èíòåíñèâíîñòü, ñ êîòîðîé áûñòðûå ìàøèíû äîãîíÿþò ìåäëåííóþ, äîëæíàáûòü ìåíüøå èíòåíñèâíîñòè îáãîíà. Ïðè � < �3 ñèñòåìà (3) ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà ïðè t ! 1 îäíîâðåìåííî âî âñåõ óðàâíåíèÿõ ñèñòåìû (2) ñó÷åòîì ðàâåíñòâ limt!1(dQ(t;m)=dt) = 0; limt!1Q(t;m) = Q(m); m � 1. Îòìåòèì,÷òî ïðè êàæäîì �èêñèðîâàííîìm � 1 ïðåäåë limt!1(dQ(t;m)=dt) ñóùåñòâóåò. Áî-ëåå òîãî, êàæäûé òàêîé ïðåäåë ðàâåí íóëþ. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîäóëü âåëè÷èíûQ(t;m) ïðè t ! 1 âîçðàñòàë áû íåîãðàíè÷åííî, ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó ñìûñëàâåëè÷èíû Q(t;m) êàê âåðîÿòíîñòè. Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðåøåíèþ ñèñòåìû (3).Ïóñòü ïðè m = 3; 4; : : : âåëè÷èíà um = ��Q(m) + �3Q(m + 1). Èç ïåðâûõ òðåõóðàâíåíèé ñèñòåìû (3) ïîëó÷èì, ÷òî Q(2) = ���11 Q(1) , Q(3) = �2��11 ��12 Q(1) è79



Q(4) = �3��11 ��12 ��13 Q(1). Ïîýòîìó u3 = ��Q(3) + �3Q(4) = 0. Èç ñèñòåìû (3)íàéäåì um � um�1 = 0; m � 4. Îòñþäà um = 0 äëÿ m � 3. Çíà÷èò, äëÿ m � 3âåðîÿòíîñòü Q(m) = �2��11 ��12 (���13 )m�3Q(1). Çàìåíà � = ���11 ; � = ���12 ;  = ���13 ,óñëîâèå P1m=1Q(m) = 1 è íåðàâåíñòâî � < �3 îêîí÷àòåëüíî äàåò:Q(1) = (1 + � + ��=(1� ))�1; Q(2) = �(1 + � + ��=(1� ))�1;Q(m) = ��m�3(1 + � + ��=(1� ))�1; m � 3: (4)Ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ ��(t; z) =P1m=1 zmQ(m) = p(z+�z2+��z3(1�z)�1),ãäå p = (1+�+��=(1�))�1. ÎòñþäàM�(!) = p(1+2�+��[2(1�)�1+(1�)�2℄),D�(!) = (�+��[(1�)�1+(1�)�2+2(1�)�3℄+�2�[�(1�)�2+2(1�)�3℄)p2++p2�2�2[�(1 � )�3 + (1 � )�4℄. Âèä �îðìóëû (4) è ðàâåíñòâî  = ���13 ïîçâî-ëÿåò äàòü ñëåäóþùèé ïðîñòîé ñìûñë ïàðàìåòðà  äëÿ çàäà÷è î ãðóïïîâîì äâè-æåíèè ìàøèí ïî ìàãèñòðàëè. Ïàðàìåòð  çàäàåò ñòåïåíü íàñûùåíèÿ òðàíñïîðò-íîé ìàãèñòðàëè áûñòðûìè ìàøèíàìè è åãî ìîæíî íàçâàòü êîý��èöèåíòîì çà-ïîëíåíèÿ èëè çàãðóçêîé òðàíñïîðòíîé ìàãèñòðàëè. Â ñàìîì äåëå, åñëè �3 > � è�3 ! �, òî ëåãêî âûâîäèì, ÷òî ïàðàìåòðû p ! 0;  ! 1. Ïîýòîìó ïðè �3 > � è�3 ! � ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà âñåõ òèïîâ ìàøèí â òðàíñïîðòíîé ïà÷êåäëÿ ñòàöèîíàðíîãî ðåæèìà ðàñòåò íåîãðàíè÷åííî. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ïîñòîÿííîíàáëþäàþò àâòîìîáèëèñòû ïðè ñóùåñòâåííîì óõóäøåíèè ïîãîäíûõ óñëîâèé, êî-ãäà íà äîðîãàõ îáðàçóþòñÿ òðàíñïîðòíûå çàòîðû çíà÷èòåëüíîé ïðîòÿæåííîñòè.Òåïåðü ìîæíî ñäåëàòü îäíî âàæíîå çàìå÷àíèå. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè � = � = äàííîå ðàñïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ ãåîìåòðè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì. Èç ðàâåíñòâ� = ���11 ; � = ���12 ;  = ���13 íàõîäèì, ÷òî ýòî âîçìîæíî òîëüêî ïðè �1 = �2 = �3.Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè ñðåäíåå âðåìÿ îáãîíà êàæäîé áûñòðîé ìàøèíîé ìåäëåííóþíå çàâèñèò îò ÷èñëà ìàøèí â òðàíñïîðòíîé ïà÷êå, òî ìû èìååì äåëî ñ ãåîìåòðè-÷åñêèì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ.3. ÑÂÎÉÑÒÂÀ ÍÅÎ�ÄÈÍÀ�ÍÎ�Î ÏÎÒÎÊÀÂ ðåàëüíîì òðàíñïîðòíîì ïîòîêå ïëîòíîñòü ìåäëåííûõ ìàøèí (÷èñëî ìåäëåí-íûõ ìàøèí íà åäèíè÷íîì ïî äëèíå ó÷àñòêå àâòîìàãèñòðàëè) çíà÷èòåëüíî ìåíüøåïëîòíîñòè áûñòðûõ. Â òîæå âðåìÿ ìîæíî äîïóñòèòü, ÷òî äâèæåíèå ìåäëåííûõ ìà-øèí â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå ïðîèñõîäèò íåçàâèñèìûì îáðàçîì. Â ñâÿçè ñ ýòèììîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òðàíñïîðòíûé ïîòîê èç ìåäëåííûõ ìàøèí â ñòàöèîíàð-íîì ðåæèìå áóäåò ïóàññîíîâñêèì ñ èíòåíñèâíîñòüþ �. Ïóñòü ìàêñèìàëüíàÿ äëèíàó÷àñòêà äîðîãè, íà êîòîðîì ðàñïîëàãàåòñÿ ñðåäíåå ÷èñëî M�(!) àâòîìîáèëåé âòðàíñïîðòíîé ïà÷êå, ìíîãî ìåíüøå ñðåäíåãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñîñåäíèìè àâòîìî-áèëÿìè ñ ìåäëåííûì äâèæåíèåì. Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ìàøèíû êàæäîéäâèæóùåéñÿ àâòîêîëîííû â ñòàöèîíàðíîì ðåæèìå ïåðåñåêàþò íåêîòîðóþ ïîïåðå÷-íóþ ëèíèþ àâòîìàãèñòðàëè îäíîâðåìåííî. Äëÿ äàííîãî ïîòîêà îáîçíà÷èì òåïåðü÷åðåç {(!; t) ñëó÷àéíîå ÷èñëî âñåõ òèïîâ ìàøèí, êîòîðûå ïåðåñåêàþò �èêñèðîâàí-íóþ ïîïåðå÷íóþ ëèíèþ àâòîìàãèñòðàëè çà ïðîìåæóòîê âðåìåíè [0; t). Äëÿ {(!; t)ââåäåì ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ �{(t)(t; z) =P1m=0 zmP(f! : {(!; t) = mg).80



Òåîðåìà 1. Äëÿ �óíêöèè �{(t)(t; z) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî �{(t)(t; z) = e��t ��P1k=0 zk nP[ k2 ℄n=0 �n h (�tp)k�nn!(k�2n)! +Pminfk�2n;ngm=1 �mPk�2n�ml=0 l (�tp)k�n�m�lClm+l�1(n�m)!m!(k�2n�m�l)!io, ãäå�k2� îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà k2 .Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïîòîê îïðåäåëÿåòñÿ ïàðàìåòðàìè �, �, � è .Òåîðåìà 2. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ P(f! : {(!; t) = kg), k � 0 ñëó÷àéíîãî ïîòîêàf{(!; t) : t � 0g èìååò ìåñòî: P(f! : {(!; t) = 0g) = e��t;P(f! : {(!; t) = kg) == e��t [ k2 ℄Xn=0 �n 24 (�tp)k�nn!(k � 2n)! + minfk�2n;ngXm=1 �m k�2n�mXl=0 l (�tp)k�n�m�lC lm+l�1(n�m)!m!(k � 2n�m� l)!35 :Ëåììà 1. Ïóñòü M{(!; t) è D{(!; t) ñóòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñ-ïåðñèÿ {(!; t). Òîãäà èìååò ìåñòî: M{(!; t) = �tp�1 + 2�+ �� h 21� + 1(1�)2 i�,D{(!; t) = �tp�1 + 4� + �� h 41� + 3(1�)2 + 2(1�)3 i� :Ëåììà 2. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñóììà n íåçàâèñèìûõ ïîòîêîâ äàííîãî âèäà ñ ïà-ðàìåòðàìè �i, �i, �i è i, i = 1; n , ÿâëÿëàñü òàêèì æå ïîòîêîì, íåîáõîäèìî è äî-ñòàòî÷íî, ÷òîáû 1 = 2 = ::: = n. Ïðè ýòîì ñóììàðíûé ïîòîê èìååò ïàðàìåò-ðû: � =Pni=1 �i; � =Pni=1 �i�ipi=Pni=1 �ipi; � =Pni=1 �i�i�ipi=Pni=1 �i�ipi, = 1.4. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÁûëà ðåøåíà ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ è èçó÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðî-ñòðàíñòâåííîé è âðåìåííîé õàðàêòåðèñòèê íåîäíîðîäíîãî òðàíñïîðòíîãî ïîòîêàíà ìàãèñòðàëè ïðè áîëüøîé ïëîòíîñòè áûñòðûõ ìàøèí è çíà÷èòåëüíîì ðàññòî-ÿíèè ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè ìåäëåííûìè ìàøèíàìè. Ïðè ýòîì äëÿ ïîñòðîå-íèÿ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè ïðîñòðàíñòâåííîé õàðàêòåðèñòèêè òðàíñïîðòíîãî ïîòî-êà èñïîëüçóåòñÿ íåëîêàëüíûé ñïîñîá [3℄ îïèñàíèÿ ïîòîêîâ íåîäíîðîäíûõ çàÿâîê.Ïîêàçàíî, ÷òî ëîêàëüíîå îïèñàíèå âðåìåííîé õàðàêòåðèñòèêè ñòàöèîíàðíîãî äâè-æåíèÿ òðàíñïîðòíîãî ïîòîêà íåîäíîðîäíûõ ìàøèí ìîæíî âûïîëíèòü íåîðäèíàð-íûì ïóàññîíîâñêèì ïîòîêîì, êîãäà â êàæäûé âûçûâàþùèé ìîìåíò ñ âåðîÿòíîñòüþåäèíèöà ïîñòóïàåò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî àâòîìîáèëåé. Ïîäðîáíî èçó÷åíû âåðîÿò-íîñòíûå ñâîéñòâà è ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê òàêîãî ïîòîêà.ËÈÒÅPÀÒÓPÀ1. Haight F. A. Mathematial theories of tra� �ow. New York London: Aademipress, 1963.2. Bartlett M. S. The spetral analysis of point proesses // J. R. Statist. So. B.1963. V. 25. � 2. P. 264�296.3. Ôåäîòêèí Ì. À. Íåëîêàëüíûé ñïîñîá çàäàíèÿ óïðàâëÿåìûõ ñëó÷àéíûõ ïðî-öåññîâ // Ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû êèáåðíåòèêè, 1998. � 7. Ñ. 332�344.81


