
ÑÈÑÒÅÌÀ ÎÁÑËÓÆÈÂÀÍÈßMAP jPHjN jR�N ÊÀÊ ÌÎÄÅËÜÔÓÍÊÖÈÎÍÈ�ÎÂÀÍÈßÊÎÍÒÀÊÒ-ÖÅÍÒ�ÀÑ. Äóäèí, Î. Òàðàìèí�Áåëîðóññêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåòÌèíñê, Áåëàðóñü� taramin�mail.ruÂ ñòàòüå èññëåäóåòñÿ ìíîãîëèíåéíàÿ ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ ñ êîíå÷-íûì áó�åðîì è íåòåðïåëèâûìè çàïðîñàìè. Íà âõîä ñèñòåìû ïîñòóïàåò ìàðêîâñêèéïîòîê çàïðîñîâ. Âðåìåíà îáñëóæèâàíèÿ çàïðîñîâ êàæäûì ïðèáîðîì èìåþò ðàñïðå-äåëåíèÿ �àçîâîãî òèïà. Âî âðåìÿ îæèäàíèÿ îáñëóæèâàíèÿ â áó�åðå çàïðîñû ìîãóòïðîÿâëÿòü íåòåðïåëèâîñòü è ïîêèäàòü ñèñòåìó.Äàííàÿ ðàáîòà áûëà ÷àñòè÷íî ïîääåðæàíà Áåëîðóññêèì ðåñïóáëèêàíñêèì �îí-äîì �óíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé ÷åðåç ãðàíò � Ô10ÌËÄ-010.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàðêîâñêèé ïîòîê, ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ �àçîâîãî òèïà,íåòåðïåëèâûå çàïðîñû, êîíòàêò-öåíòð.1. ÂÂÅÄÅÍÈÅÂ äàííîé ñòàòüå èññëåäóåòñÿ ìíîãîëèíåéíàÿ ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ ñ íåòåðïå-ëèâûìè çàïðîñàìè. Ýòà ñèñòåìà ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ è îïòè-ìèçàöèè �óíêöèîíèðîâàíèÿ êîíòàêò-öåíòðà. Îáñëóæèâàíèå àáîíåíòîâ îñóùåñòâ-ëÿåòñÿ íåñêîëüêèìè îïåðàòîðàìè. Â ñëó÷àå çàíÿòîñòè âñåõ îïåðàòîðîâ àáîíåíòóïðåäëàãàåòñÿ ïîäîæäàòü, ïðè ýòîì åìó ñîîáùàåòñÿ åãî íîìåð â î÷åðåäè è îðè-åíòèðîâî÷íîå âðåìÿ îæèäàíèÿ. Â çàâèñèìîñòè îò åãî íîìåðà â î÷åðåäè àáîíåíòïðèíèìàåò ðåøåíèå, îæèäàòü èëè íåò îáñëóæèâàíèÿ. Âî âðåìÿ îæèäàíèÿ àáîíåíòòàêæå ìîæåò ðàçðûâàòü ñîåäèíåíèå èç-çà íåòåðïåëèâîñòè.Ñ÷èòàåì, ÷òî îò îáñëóæèâàíèÿ êàæäîãî àáîíåíòà ñèñòåìà ïîëó÷àåò ïðèáûëü, âòî âðåìÿ êàê ñîäåðæàíèå îïåðàòîðà òðåáóåò çàòðàò. Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü òàêîå÷èñëî îïåðàòîðîâ, ïðè êîòîðîì ïðèáûëü öåíòðà áûëà áû ìàêñèìàëüíîé.2. ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ�àññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà îáñëóæèâàíèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç N ïðèáîðîâ è áó�åðàðàçìåðà R � N; R � N . Â ñèñòåìó ïîñòóïàåò ìàðêîâñêèé âõîäíîé ïîòîê (MAP� Markovian Arrival Proess) çàïðîñîâ, çàäàííûé íåïðèâîäèìîé öåïüþ Ìàðêîâà�t; t � 0; ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì è êîíå÷íûì ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé f0; :::;Wg.65



Âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ öåïè â ñîñòîÿíèè � ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåíî ñ ïîëîæè-òåëüíûì ïàðàìåòðîì ��: Êîãäà âðåìÿ ïðåáûâàíèÿ â ñîñòîÿíèè � èñòåêëî, ñ âåðî-ÿòíîñòüþ p(k)�;�0 ïðîöåññ �t ïåðåõîäèò â ñîñòîÿíèå � 0 è ïðè ýòîì ãåíåðèðóåòñÿ ãðóïïàèç k çàïðîñîâ, k = 0; 1; �; � 0 = 0;W . Ïîâåäåíèå MAP -ïîòîêà ïîëíîñòüþ õàðàêòåðè-çóåòñÿ ìàòðèöàìè Dk; k = 0; 1; êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì(Dk)�;�0 = ��p(k)�;�0; k = 1 è k = 0; � 6= � 0; (D0)�;� = ��� ; � = 0;W :Ìàòðèöà D(1) = D0 +D1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èí�èíèòåçèìàëüíûé ãåíåðàòîð öåïè�t; t � 0.Ñðåäíÿÿ èíòåíñèâíîñòü ïîñòóïëåíèÿ çàïðîñîâ � èìååò âèä� = �D1e;ãäå � - âåêòîð ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ öåïè Ìàðêîâà �t; t � 0. Âåêòîð �ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé�D(1) = 0; �e = 1: Çäåñü è äàëåå e � âåêòîð-ñòîëáåö, ñîñòîÿùèé èç åäèíèö, 0 �âåêòîð-ñòðîêà, ñîñòîÿùàÿ èç íóëåé.Êîý��èöèåíò âàðèàöèè var äëèí èíòåðâàëîâ ìåæäó ìîìåíòàìè ïîñòóïëåíèÿçàïðîñîâ 2var = 2��(�D0)�1e� 1:Êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè or äëèí äâóõ ñîñåäíèõ èíòåðâàëîâ ìåæäó ïîñòóï-ëåíèåì çàïðîñîâor = (��(�D0)�1(D(1)�D0)(�D0)�1e� 1)=2var:Âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ çàïðîñà êàæäûì ïðèáîðîì èìååò ðàñïðåäåëåíèå �àçî-âîãî. Âðåìÿ îáñëóæèâàíèÿ, èìåþùåå ðàñïðåäåëåíèå �àçîâîãî òèïà (PH � Phase-type distribution) ñ íåïðèâîäèìûì ïðåäñòàâëåíèåì (�; S), ìîæíî èíòåðïðåòèðî-âàòü êàê âðåìÿ, çà êîòîðîå öåïü Ìàðêîâà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì �t; t � 0;èìåþùàÿ íåñóùåñòâåííûå ñîñòîÿíèÿ f1; : : : ;Mg è ïîãëîùàþùåå ñîñòîÿíèå M + 1,äîñòèãíåò ïîãëîùàþùåãî ñîñòîÿíèÿ. Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå öåïè Ìàðêîâà �t; t � 0;â ìîìåíò íà÷àëà îáñëóæèâàíèÿ çàïðîñà îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì âåêòîðîì� = (�1; : : : ; �M). Ïåðåõîäû öåïè �t; t � 0; êîòîðûå íå ïðèâîäÿò ê îêîí÷àíèþîáñëóæèâàíèÿ, çàäàþòñÿ ñóáãåíåðàòîðîì S ðàçìåðà M �M . Èíòåíñèâíîñòè ïåðå-õîäîâ â ïîãëîùàþùåå ñîñòîÿíèå îïèñûâàþòñÿ âåêòîðîì S0 = �Se. Ñðåäíåå âðåìÿîáñëóæèâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ �îðìóëîé b1 = �(�S)�1e.Åñëè âñå ïðèáîðû çàíÿòû è ÷èñëî çàïðîñîâ â áó�åðå â ìîìåíò ïðèõîäà çàïðîñàðàâíî i; i = 0; R�N � 1, òî ýòîò çàïðîñ ñ âåðîÿòíîñòüþ qi ïîêèäàåò ñèñòåìó, à ñäîïîëíèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ ñòàíîâèòñÿ â î÷åðåäü.Åñëè â ìîìåíò ïðèõîäà çàïðîñà ñâîáîäíûå ìåñòà â áó�åðå îòñóòñòâóþò, çàïðîñïîêèäàåò ñèñòåìó. ×åðåç ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåííîå ñ ïàðàìåòðîì �; 0 < � <1; âðåìÿ ñ ìîìåíòà ïîïàäàíèÿ â áó�åð, çàïðîñ ïîêèäàåò ñèñòåìó, åñëè îí äî ýòîãîíå ïîïàë íà îáñëóæèâàíèå. 66



Êà÷åñòâî �óíêöèîíèðîâàíèÿ ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ êðèòåðèåìJ(N) = a�out � b�P (loss) � dN;êîòîðûé îïðåäåëÿåò ïðèáûëü ñèñòåìû â åäèíèöó âðåìåíè. Çäåñü a � ïðèáûëü, ïî-ëó÷åííàÿ îò îáñëóæèâàíèÿ îäíîãî çàïðîñà, �out � ñðåäíåå ÷èñëî çàïðîñîâ, îáñëó-æåííûõ ñèñòåìîé â åäèíèöó âðåìåíè, b � øòðà� çà ïîòåðþ çàïðîñà, P (loss) � âåðî-ÿòíîñòü ïîòåðè ïðîèçâîëüíîãî çàïðîñà, d � ñòîèìîñòü ñîäåðæàíèÿ îäíîãî ïðèáîðàâ åäèíèöó âðåìåíè.Íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü òàêîå ÷èñëî ïðèáîðîâ N , ïðè êîòîðîì äîñòèãàåò ìàê-ñèìóìà êðèòåðèé J(N).3. Ï�ÎÖÅÑÑ ÈÇÌÅÍÅÍÈß ÑÎÑÒÎßÍÈÉ ÑÈÑÒÅÌÛÈ ÑÒÀÖÈÎÍÀ�ÍÎÅ �ÀÑÏ�ÅÄÅËÅÍÈÅ ×ÈÑËÀÇÀÏ�ÎÑÎÂ Â ÑÈÑÒÅÌÅÏóñòü it; it 2 f0; : : : ; Rg; � ÷èñëî çàïðîñîâ â ñèñòåìå,�t 2 f0; : : : ;Wg; � ñîñòîÿíèå óïðàâëÿþùåãî ïðîöåññà MAP -ïîòîêà ïîñòóïëåíèÿçàïðîñîâ,�(l)t ; �(l)t 2 f1; : : : ;Mg; � ñîñòîÿíèå óïðàâëÿþùåãî ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿ l-ìçàíÿòûì ïðèáîðîì â ìîìåíò âðåìåíè t; t � 0; l 2 f1; : : : ;minfit; Ngg:Ïðîöåññ �t = fit; �t; �(1)t ; : : : ; �(minfit;Ng)t g; t � 0; ÿâëÿåòñÿ ðåãóëÿðíîé íåïðèâîäè-ìîé öåïüþ Ìàðêîâà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì.Çàíÿòûå ïðèáîðû ïðåäïîëàãàþòñÿ ïåðåíóìåðîâàííûìè â ïîðÿäêå èõ çàíÿòèÿ:íîìåð 1 èìååò íàèáîëåå äîëãîòåêóùèé ê äàííîìó ìîìåíòó âðåìåíè ïðîöåññ îá-ñëóæèâàíèÿ. Ñîîòâåòñòâåííî ìàêñèìàëüíûé íîìåð èìååò ïðîöåññ îáñëóæèâàíèÿ,êîòîðûå ñòàðòîâàë ïîçæå âñåõ îñòàëüíûõ. Ïðè çàâåðøåíèè ïðîöåññà îáñëóæèâàíèÿçàïðîñà è îòñóòñòâèè î÷åðåäè ñîîòâåòñòâóþùèé åìó íîìåð ïðèáîðà âû÷åðêèâàåòñÿèç çàïèñè, è ïðîèçâîäèòñÿ ïåðåíóìåðàöèÿ.Ïåðåíóìåðóåì ñîñòîÿíèÿ öåïè �t â ëåêñèêîãðà�è÷åñêîì ïîðÿäêå. Ìíîæåñòâîñîñòîÿíèé, èìåþùèõ çíà÷åíèå (i; �) äâóõ ïåðâûõ êîìïîíåíò öåïè, áóäåì íàçûâàòüìàêðîñîñòîÿíèåì (i; �).Ïóñòü Q � ãåíåðàòîð öåïè Ìàðêîâà �t; t � 0; ñ�îðìèðîâàííûé èç áëîêîâ Qi;j;ñîñòîÿùèõ èç ìàòðèö (Qi;j)�;�0 èíòåíñèâíîñòåé ïåðåõîäîâ öåïè �t; t � 0; èç ìàêðî-ñîñòîÿíèÿ (i; �) â ìàêðîñîñòîÿíèå (j; � 0); �; � 0 = 0;W :Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:� A� i = A� A� : : :� A| {z }i ; i > 0; A� 0 = O1�1;� �W = W + 1;� �i = (i�N)�.Ëåììà 1. �åíåðàòîð Q èìååò ñëåäóþùóþ áëî÷íî-òðåõäèàãîíàëüíóþ ñòðóê-òóðó: 67



Q = 0BBBBBBB�
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1CCCCCCCA :Íåíóëåâûå áëîêè ãåíåðàòîðà èìåþò ñëåäóþùèé âèä:Qi;i = D0 � S�i; i = 0; N � 1;QN;N = D0 � S�N + q0D1 
 IMN ;Qi;i = D0 � S�N + qi�ND1 
 IMN � �iI �WMN ; i = N + 1; R� 1;QR;R = D(1)� S�N � �iI �WMN ;Qi;i�1 = I �W 
 S0�i; i = 1; N;Qi;i�1 = I �W 
 (S0�)�N + �iI �WMN ; i = N + 1; R;Qi;i+1 = D1 
 IM i 
 �; i = 0; N � 1;Qi;i+1 = (1� qi�N)D1 
 IMN ; i = N;R� 1:Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû îïèðàåòñÿ íà àíàëèç ïåðåõîäîâ öåïè Ìàð-êîâà �t; t � 0; çà áåñêîíå÷íî ìàëûé èíòåðâàë âðåìåíè ñ ïîñëåäóþùåé ãðóïïèðîâêîéèíòåíñèâíîñòåé ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåõîäîâ â áëîêè ìàòðèöû Q.Òàê êàê öåïü Ìàðêîâà �t = fit; �t; �(1)t ; : : : ; �(minfit;Ng)t g; t � 0; ðåãóëÿðíàÿ è íåïðè-âîäèìàÿ, à òàêæå èìååò êîíå÷íîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé, òî ñóùåñòâóþò ñëåäóþ-ùèå ïðåäåëû (ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè):�(i; �; �(1); : : : ; �(minfi;Ng)) = limt!1Pfit = i; �t = �; �(1)t = �(1); : : : ; �(minfit;Ng)t = �(minfi;Ng)g;i = 0; R; � = 0;W ; �(l) = 1;M; l 2 f1; : : : ;minfi; Ngg:Ïåðåíóìåðóåì ñòàöèîíàðíûå âåðîÿòíîñòè öåïè �t â ëåêñèêîãðà�è÷åñêîì ïîðÿäêå èñ�îðìèðóåì èç íèõ âåêòîðû �(i; �); ñîñòîÿùèå èç âåðîÿòíîñòåé �(i; �; �(1); : : : ; �(minfi;Ng));çàïèñàííûõ â ëåêñèêîãðà�è÷åñêîì ïîðÿäêå ïî êîìïîíåíòàì (�(1); : : : ; �(minfi;Ng)), èâåêòîðû �i = (�(i; 0);�(i; 1); : : : ;�(i;W )); i = 0; R:Èçâåñòíî, ÷òî âåêòîð-ñòðîêà (�0; : : : ;�R) � åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû(�0; : : : ;�R)Q = 0; (�0; : : : ;�R)e = 1: (1)Â ñëó÷àå, êîãäà ðàçìåðíîñòü ñèñòåìû (1) íåâåëèêà, ýòó ñèñòåìó ëåãêî ðåøèòü ñïîìîùüþ êîìïüþòåðà ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ìîæåò áûòü68



èñïîëüçîâàí ñïåöèàëüíûé óñòîé÷èâûé àëãîðèòì, ðåøàþùèé ñèñòåìó òàêîãî âèäà,êîòîðûé áûë ðàçðàáîòàí â [1℄.Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ãåíåðàòîð Q â äàííîé ìîäåëè èìååò áëî÷íî-òðåõäèàãîíàëüíóþ�îðìó, â òî âðåìÿ êàê â [1℄ äîïóñêàåòñÿ áëî÷íàÿ âåðõíå-Õåññåíáåðãîâà �îðìà, àë-ãîðèòì èç [1℄ ìîæíî çàïèñàòü â áîëåå ïðîñòîì âèäå.Òåîðåìà 1. Êîìïîíåíòû �i; i = 0; R; âåêòîðà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1) ñâÿçàíûñîîòíîøåíèÿìè: �i = �0Fi; i = 1; R;ãäå ìàòðèöû Fi âû÷èñëÿþòñÿ ðåêóððåíòíî:F0 = I; Fi = �Fi�1Qi�1;i(Qi;i +Qi;i+1Gi)�1; i = 1; R;ìàòðèöû Gi; i = 0; R� 1; âû÷èñëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ îáðàòíîé ðåêóðñèè:Gi = �(Qi+1;i+1 +Qi+1;i+2Gi+1)�1Qi+1;i; i = R� 2; R� 3; : : : ; 0;ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè GR�1 = �(QR;R)�1QR;R�1;à âåêòîð �0 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ñëåäóþùåé ñèñòåìû:�0(Q0;0 +Q0;1G0) = 0; �0 RXl=0 Fle = 1:Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî èç ðåçóëüòàòîâ, ïî-ëó÷åííûõ â [1℄.4. ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÈ Ï�ÎÈÇÂÎÄÈÒÅËÜÍÎÑÒÈÑÈÑÒÅÌÛÍàéäÿ âåêòîðû ñòàöèîíàðíûõ âåðîÿòíîñòåé �i; i = 0; R; ìîæíî âû÷èñëèòüðàçëè÷íûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ñèñòåìû.�àñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ÷èñëà çàïðîñîâ â ñèñòåìå âû÷èñëÿåòñÿ êàêlimt!1Pfit = ig = �ie; i = 0; R:Ñðåäíåå ÷èñëî çàíÿòûõ ïðèáîðîâ�N = NXi=1 i�ie +N RXi=N+1�ie:Èíòåíñèâíîñòü âûõîäÿùåãî ïîòîêà îáñëóæåííûõ çàïðîñîâ�out = NXi=0 �i(e �W 
 i�1Xl=0 (eM l
S0
eM i�l�1))+ RXi=N+1�i(e �W 
N�1Xl=0 (eM l
S0
eMN�l�1)):69



Âåðîÿòíîñòü ïîòåðè çàïðîñà íà âõîäå â ñèñòåìó èç-çà çàïîëíåííîñòè áó�åðàîïðåäåëÿåòñÿ êàê P (ent�loss) = ��1�R(D1 
 IMN )e:Âåðîÿòíîñòü óõîäà çàïðîñà íà âõîäå â ñèñòåìó èç-çà íåæåëàíèÿ îæèäàòü:P (es�loss) = ��1 R�1Xi=N qi�N�i(D1 
 IMN )e:Âåðîÿòíîñòü ïîòåðè çàïðîñà:P (loss) = 1� �out� :Âåðîÿòíîñòü óõîäà çàïðîñà èç î÷åðåäè èç-çà íåòåðïåëèâîñòè:P (imp�loss) = P (loss) � P (ent�loss) � P (es�loss):5. ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅÂ äàííîé ñòàòüå èññëåäîâàíà ìíîãîëèíåéíàÿ ñèñòåìà ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿñ êîíå÷íûì áó�åðîì è íåòåðïåëèâûìè çàïðîñàìè. Ïîñòðîåí ïðîöåññ �óíêöèîíè-ðîâàíèÿ äàííîé ñèñòåìû, íàéäåíî ñòàöèîíàðíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ñî-ñòîÿíèé ñèñòåìû, ïîëó÷åíû �îðìóëû äëÿ íàõîæäåíèÿ îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèêïðîèçâîäèòåëüíîñòè. ËÈÒÅPÀÒÓPÀ1. Klimenok V., Kim C.S., Orlovsky D., Dudin A. Lak of invariant property of Erlangloss model in ase of the MAP input // Queueing Systems. 2005. V. 49. P. 187�213.
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