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Повсеместное распространение в корпоративных систем и сетей, сделали необхо-
димыми точные методы расчета характеристик систем и сетей, методы, к созданию
которых приложило значительные интеллектуальные усилия целое поколение уче-
ных и инженеров. Теперь созданы «кубики» (компьютеры, средства хранения данных,
маршрутизаторы, коммутаторы, модемы,...) из которых легко собрать необходимую
Заказчику систему, сеть, характеристики которой следует оценивать. Детальные рас-
четы тем более необходимы для систем специального назначения, уникальных систем
и сетей. Актуальна также задача исследования свойств систем и сетей, например,
устойчивости. Оценка характеристик и исследование свойств систем и сетей требует
использования моделей. В настоящей работе излагаются сведения о самосогласован-
ной системе моделей сетевых систем используемых для изучения и проектирования
систем и сетей.
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пределения, характеристики, свойства.

1. ВВЕДЕНИЕ

Повсеместное распространение в корпоративных систем и сетей, сделали необхо-
димыми точные методы расчета характеристик систем и сетей, методы, к созданию
которых приложило значительные интеллектуальные усилия целое поколение уче-
ных и инженеров. Теперь созданы «кубики» (компьютеры, средства хранения данных,
маршрутизаторы, коммутаторы, модемы,...) из которых легко собрать необходимую За-
казчику систему, сеть, характеристики которой следует оценивать. Развитие Интернет
часто делает ненужным само создание корпоративной сети — достаточно обратиться к
провайдеру... Но тем более Заказчику необходимо знать, как поведет себя система или
сеть. Детальные расчеты тем более необходимы для систем специального назначения,
уникальных систем и сетей. По-прежнему актуален вопрос исследования свойств си-
стем и сетей, например, устойчивости. Оценка характеристик и исследование свойств
систем и сетей требует использования моделей. В настоящей работе излагаются сведе-
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ния о самосогласованной системе моделей сетевых систем используемых для оценки
корпоративных систем и Интернет.

Логика функционирования сетевой системы, ее конструкция, параметры элементов
определяют, задают свойства сетевой системы и значения ее характеристик. Описа-
ние логики сети осуществляется логическими матрицами, описывающими условия
прохождения сообщений по очередям, узлам сети и каналам связи. Отображение из
пространства логических матриц в пространство стохастических матриц дает воз-
можность построить самосогласованную вычисли-тельную модель сетевой системы.
В самосогласованную систему моделей сетевых систем входят модели, как разной
степени детализации, так и разного функционального назначения.

По степени детализации выделяются три группы (уровня) моделей:

• микроописание;
• промежуточное описание;
• макроописание.
Микроописание (уровень очередей) используется для моделирования очередей си-

стемы; промежуточное описание (уровень узла), как правило, используется для мо-
делирования совокупностей очередей, между которыми в узлах сетевой системы рас-
пределяются сообщения; макроописание (сетевой уровень используется для модели-
рования сетевой системы в целом).

Между различными уровнями описания имеется взаимосвязь, а именно:

• ряд выходных характеристик микроописания (интенсивности выходных пото-
ков, вероятности образования очередей заданных длин, функции распределения
времен пребывания в очередях) являются входными характеристиками для про-
межуточного описания;

• ряд выходных характеристик промежуточного описания (вероятности переда-
чи сообщений между очередями, узлами сети, функции распределения времен
пребывания в узлах сети) являются входными данными для макроописания;

• и, наконец, выходные характеристики макроописания (интенсивности входных
потоков) являются входными характеристиками для микроописания.

По функциональному назначению выделяются три группы моделей (рисунок 1):

• статические модели;
• динамические потоковые модели;
• модели эволюции функций (плотностей) распределения времен пребывания.
Описание сетевой системы осуществляется в пространстве интенсивностей по-

токов λ = (λ1, λ2, ..., λn), λ ≥ 0. Эволюция, движение сетевой системы описывается
изменением вектора интенсивностей потоков. Статическая модель описывает равно-
весные состояния сетевой системы. В равновесных состояниях фиксируются значения
потоков, поступающих в систему извне, параметры и характеристики элементов сете-
вой системы, правила выбора маршрутов движения сообщения и т.п.

Интенсивности потоков в узлах и очередях сети также принимают установив-
шиеся фиксированные значения, как и характеристики очередей, узлов и системы в
целом. Статическая модель описывает стационарные процессы передачи сообщений
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Рис. 1. Самосогласованная система моделей сетевых систем

по сетевой системе. Стационарными состояниями, как правило, являются либо на-
чальные, либо конечные состояния сетевой системы. Динамическая потоковая модель
на интервале описывает изменение интенсивностей потоков в узлах и очередях сети
при изменении интенсивности внешней нагрузки. Начальным состоянием в момент
t0 может являться состояние, описываемое статической моделью. Вместе с тем, в ка-
честве начального состояния можно рассматривать произвольное состояние сетевой
системы. Изменение интенсивностей потоков в момент t0 зависит от вероятностей
передачи сообщений между узлами и очередями сети и плотностей распределения
времен пребывания сообщений в очередях сети.

Модель эволюции функций (плотностей) распределения времен пребывания опи-
сывает динамику изменений функций (плотностей) времен пребывания сообщений,
поступивших в очередь в момент времени t при изменении интенсивности входного
потока. Все три класса моделей взаимосвязаны.

Выходные данные статической модели определяют начальную точку, как для ди-
намической потоковой модели, так и для модели эволюции функций (плотностей)
распределения.

Выход динамической потоковой модели (интенсивности потоков на выходе очере-
дей системы) является входом для модели эволюции функций (плотностей) распреде-
ления.
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Выход модели эволюции (плотности распределения времен пребывания в очередях
системы) является входом в динамическую потоковую модель.

2. СТАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Предлагаемая трехуровневая модель сети включает модели сетевогo уровня, моде-
ли уровня узла, модели уровня очередей. Модели сетевого уровня отображают процес-
сы передачи информации по сети связи в целом, описывают вероятностно-временные
и прочие характеристики сети. Модели уровня узла отображают процедуры выбора
маршрутов и управления потоками, процедуры распределения потоков между очередя-
ми. Описывают вероятностно-временные характеристики узлов сети. Модели уровня
очередей отображают процедуры обслуживания информационных потоков в очере-
дях, формируемых в узлах сети. Описывают вероятностно-временные характеристики
очередей.

В общем случае, в модели могут различаться потоки с учетом всего предыдущего
и будущего маршрута передачи информации и таких параметров входных потоков как
приоритет, длина сообщения и т.п. Поток в общем случае идентифицируется набор
индексов: si1 . . . ik, fpqj1 . . . jm, tαβ . . ., где s— номер узла отправителя информации;
i1, . . . , ik — номера узлов ранее пройденных информацией; f — номер узла смежного с
узлом p , из которого информация направляется в рассматриваемую очередь pq; p—
номер узла, в котором сформирована рассматриваемая очередь; q — номер смежного
узла с узлом p, в который направляется информация потока из рассматриваемой оче-
реди pq; j1 . . . jm — номер узлов, которые пройдет информация потока в дальнейшем
движении по сети из рассматриваемой очереди pq; t— номер узла-адресата; α, β, . . .—
параметры входных потоков (приоритет, интенсивность и т.п.). Если необходимо рас-
сматривать внутренние потоки на узлах, то в идентификаторы очередей необходимо
добавить индексы дополнительных фиктивных узлов.

Введение в рассмотрение потоков ipqjt достаточно для исследования весьма слож-
ных сетевых алгоритмов. Если узел j совпадает с узлом t j ≡ t, то потоки идентифи-
цируются четырь-мя индексами ipqt.

Для класса сетевых алгоритмов, составляющих способы коммутации сообщений,
пакетов и способ коммутации каналов при установлении соединении служебным со-
общением, узел i совпадает с узлом p, узел j совпадает с узлом q — i ≡ p, j = q и
потоки идентифицируются тремя индексами pqt.

Потоки, направленные на вход очередей pq, будем обозначать символом λ с соот-
ветствующими идентификаторами: λijtpq , λ

it
pq, λ

t
pq соответственно.

Законы сохранения в сетях находят свое выражение, прежде всего в системе по-
токовых уравнений. Системы потоковых уравнений составляются относительно ин-
тенсивности потоков, поступающих на вход элементов, фрагментов сети и отражают
тот факт, что информация в процессе её передачи по сети связи не может самопроиз-
вольно появляться и исчезать, что информация в соответствии с реализуемыми сетью
сетевыми алгоритмами из данного узла (очереди) будет доведена до адресата или
передана в другой узел (очередь), или будет «потеряна» вследствие отказов в поступ-
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лении в очереди, истечение допустимого времени пребывания в сети и т.п. Потоковые
уравнения могут составляться как для суммарных потоков, обладающих определен-
ными свойствами или отличительными признаками, например, для потоков заданных
приоритетов, потоков, идущих в определенные адреса, очереди. Потоковые уравнения
могут взаимосвязывать потоки в смежных и в произвольных элементах сети.

Системы потоковых уравнений составляются на всех уровнях рассматриваемой
модели сети. Системы потоковых уравнений сетевого уровня λtj =

∑

i Pijλi +
∨t

j , где
i, j, t = 1, . . . , n.

Данная система уравнений говорит о том, что интенсивность информационного
потока, идущего по адресу t и поступающего на узел j, равна сумме интенсивности
информационных потоков, поступающих в данный узел j из других узлов i— P t

ij · λi.
и внешнего потока, поступающего в данный узел j — V t

j . В состав рассматриваемых
узлов включаются узлы сети, которым соответствуют состояния конечных полумар-
ковских процессов Pt, а также дополнительные (фиктивные) состояния, в которые в
модели направляются «потерянные» сообщения. P t

ij — элементы матриц переходных
вероятностей процессов Pt. Для однопродукто-вой сети индекс t можно опустить и
получим системы уравнений: λj =

∑

Pijλi +
∨

j .
Вид систем потоковых уравнений определяется видом матриц переходных вероят-

ностей Pt, сетевыми алгоритмами и правилами обслуживания очередей. Если, напри-
мер, в сети используются сетевые алгоритмы передачи информации по фиксирован-
ным маршрутам или случайные процедуры выбора направлений передачи, а очереди
бесконечны, то P t

ij = const и системы потоковых уравнений являются линейными
системами уравнений. Если в сети используются простые или адаптивные алгорит-
мы, то в рамках рассматриваемой модели, системы потоковых уравнений являются
нелинейными алгебраическими уравнениями.

Размерность систем потоковых уравнений сетевого уровня определяется числом
узлов сети, числом адресатов и пропорциональна n · t (n— для однопродуктовой сети).

Модели сетевого уровня отображают процессы передачи информации по сети в це-
лом. Модели сетевого уровня взаимосвязывают значения сетевых характеристик с се-
тевыми алгоритмами (задаваемыми моделями уровня узла), правилами обслуживания
очередей и параметрами элементов сети (задаваемыми моделями уровня очередей).
Сетевой уровень представляется совокупностью P конечных полумарковских процес-
сов (КПП). Каждому узлу адресату t(I ≥ t ≥ n) ставится в соответствии один и только
конечный полумарковский процесс Pt : P = UtPt. Состояния КПП Pt в общем случае
отождествляются с узлами сети. Как правило, все процессы Pt определенны на одних
и тех же состояниях. Каждому узлу может ставиться в соответствие несколько состо-
яний КПП. При необходимости, состояниями КПП могут объявляться определенные
совокупности элементов сети, очереди, события. Могут также вводиться дополнитель-
ные или фиктивные состояния (в которые, например, будут направляться потерянные
по разным причинам сообщения).
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Определение множеств(а) состояний процессов Pt производится Исследователем
или Конструктором в соответствии со стоящей перед ним задачей.

В качестве сетевых моделей используются как поглощающие КПП (в этом случае
узлыадресаты в каждом КПП Pt объявляются поглощающими состояниями), так и
регулярные КПП.

Элементы матриц переходных вереоятностей и значения процессов на состояниях
КПП (узлах сети) вычисляются моделями уровня узла. Формулы для вычисления
сетевых характеристик приведены ниже.

Модели уровня узла отображают процедуры выбора маршрутов и управления по-
токами, процедуры распределения потоков между очередями. Модели уровня узла вза-
имосвязывают значения вероятностей P t

ij передачи информации между узлами сети
(P t

ij являются элементами переходных вероятностей Pt КПП Pt), значения вероятно-
стей P ijt

pq выбора направлений pq (направления pq отождествляются с очередями pq

, организуемыми перед направлениями pq ) при передаче информации по адресу t
из узла i в узел j , времени пребывания информации в узлах сети с вероятностями
amf направления информации в очереди mf и временем обслуживания информации в
очередях. Кроме того, модели уровня узла определяют зависимости вероятности amf

направления информации в очередь (направление mf ) от вероятностно-временных
характеристик очередей и сетевых констант α, влияющих на выбор направлений пере-
дачи. Последние модели могут быть выделены в отдельный уровень. В данном случае
это несущественно и мы будем придерживаться трехуровневой модели.

Сетевые процедуры (алгоритмы) задаются в виде совокупности булевых функций
F t
ij , определяющих условия передачи информации между узлами сети. Аргументами

булевых функций F t
ij являются булевы переменные Xmf , описывающие состояния

элементов сети (очередей). Если Xmf = 1, то информация в узле m направляется
по направлению mf , в противном случае по одному из других направлений (на вход
одной из других очередей).

Булевы функции F t
ij задаются для всех адресатов и всех пар узлов. Если передачи

информации, идущей по адресу t из узла i в узел j, нет, то F t
ij = 0. Условия передачи

информации обладают свойством полноты UF t
ij = 1. Состояния булевых переменных

Xmf могут иметь разнообразный физический смысл — «работоспособен», «не рабо-
тоспособен», «свободен», «занят», «очередь не превышает заданной длины», «длина
очереди плюс константа, плюс время доставки — минимально из заданной совокупно-
сти очередей» и т.п. Состояния могут также составлять комбинации вышеописанных
состояний разных элементов сети и любых очередей.

Вероятность передачи информации, идущей в адрес t из узла i в узел j, есть
вероятность того, что булева функция F t

ij принимает значение единицы и определяется
вероятностями принятия переменными Xmf значения единицы amf = P (Xmf = 1) :
P t
ij = P (F t

ij = 1) = Fij(amf ). Из условия полноты функций F t
ij следует, что

∑

P t
ij = 1.

Вероятности P ijt
pq определяют долю потока сообщений, идущего по адресу t из узла

i в узел j, которая направляется в очередь pq. Вероятности P ijt
pq используются для

составления системы потоковых уравнений.
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Модели уровня очередей могут быть заданы в виде формулы, систем уравнений,
решение которых производится в ходе вычисления значений сетевых характеристик, в
виде параметров или функциональных зависимостей, полученных в результате имита-
ционного моделирования или статистических измерений. В настоящее время модели
очередей в виде формул получены, главным образом, в предположениях о пуассоно-
вости входных потоках и экспоненциальности обслуживания.

Приведем ряд основных формул теории конечных цепей Маркова, с использова-
нием которых производится оценка сетей СМО. N = (I − Q)−1 — фундаментальная
матрица системы, где Q— матрица, получаемая из матрицы переходных вероятно-
стей системы P вычеркиванием строки и столбца соответствующих части системы,
отождествленной с поглощающим состоянием; I — единичная матрица; N = (nij), где
nij — число попаданий потока выходящего из части i системы в часть j; τ = NΘ,
где τ = (τi) — вектор-столбец средних значений произвольной аддитивной характе-
ристики системы Θ = (Θi). (Θi) — значение аддитивной характеристики системы на
i-й её части. D = (di) = (2N − I)N · Θsq − τsq, где (di) — вектор-столбец дисперсией
аддитивной характеристики τ . Asq матрица, полученная из матрицы A возведением её
элементов в квадрат. B = (bij) = NR, где bij — вероятность попадания потока выходя-
щего из части i в часть системы j (доля потока попавшего в j-ю часть системы); R—
вектор-столбец вероятностей перехода из частей системы в часть отождествленную с
поглощающим состоянием. H = (hij) = (N − I)N−1

dq , где hij — вероятность попада-
ния потока, выходящего из части i системы в часть j; Adq — матрица, полученная из
матрицы A, заменой всех недиагональных элементов нулями. Объем вычислений по
приводимым формулам пропорционален n3.

Отметим, что оценку систем можно производить также с использованием теории
регулярных цепей Маркова. Оценка функций распределения характеристик систем
производится с использованием аппарата полумарковских процессов, с вложенными
КЦМ, определяемыми, как и ранее. Использование предлагаемого аппарата адекватно
для стационарных систем в случае алгоритмов обмена не использующих информацию
о предыдущем и последующем пути потока, а также в случаях, когда смена состояний
связей xke происходит много быстрее продолжительности циклов. В противном случае
получаемые оценки являются оценками сверху.

3. ДИНАМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ СЕТЕВОЙ СИСТЕМЫ

Реальные сетевые элементы систем связи и управления являются нестационарными
объектами. Их нестационарность определяется, в частности, изменениями нагрузки,
перемещениями абонентов сети, выходом из строя и восстановлением элементов се-
ти, ее реконфигурацией и т. п. Отсутствие адекватного, по возможности несложного,
аппарата исследования нестационарных сетей приводит к тому, что сети рассчитыва-
ются на максимальные пиковые нагрузки. Кроме того, при проектировании сетей не
проводится анализ их устойчивости, времени и качества переходных процессов.
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Динамические свойства сети (изменение потоков в узлах) в точке λ0 = (λi0) опре-
деляются статическими характеристиками сети, стационарными интенсивностями λi0
потоков в узлах сети, вероятностями pij(λi0) передачи сообщений между узлами сети,
плотностями времен пребывания сообщений в очередях сети ϕij(t, λi0) и изменением
интенсивностей входных потоков vj(t).

Рассмотрим очередь ij. Предположим, что на вход очереди в момент времени t0
поступает стационарный поток сообщений на обслуживание λ0i , на выходе очереди —
стационарный поток обслуживание заявок λ0ij . Пусть Φij(τ) — функция распределения
времени пребывания сообщений в очереди. Φij(τ) обладает следующими свойствами:

1) Функция распределения времени пребывания в очереди Φij(τ) зависит от ин-
тенсивности λ0i потока сообщений, поступающих на вход очереди ij Φij(τ) =
Φij(τ, λ

0
i ). Эта зависимость, как правило, является нелинейной.

2) Φij(τ, λ
0
i ) = 0, при τ ≤ 0.

3) limΦij(τ, λ
0
i ) = 1 при τ → ∞.

Свойства 2, 3 выполняются во всей области Ωi существования функции распределения
λ0i ⊂ Ωi. Предполагаем существование плотности распределения времени пребывания
сообщений в очереди ϕij(τ, λ

0
i ) = ∂Φij(τ, λ

0
i )/∂τ = Φ′

ij(τ, λ
0
i ).

Рассмотрим очередь под воздействием ступенчатого изменения интенсивности
входного потоки. Предположим, что в момент времени t0 на вход очереди ij подается
ступенчатое приращение входного потока ∆λ0i = λi(t). Будем считать, что λi(t) ≪ λ0i .

λ0i =

{

0 t ≤ 0,

∆λ0i = λi(0) t ≥ 0.

Как описать изменение интенсивности выходного потока под действием ступенча-
того изменения входного потока?

В теории автоматического управления изменение выходных сигналов системы под
действием ступенчатого сигнала описывается с использованием переходной функции.
Переходной функцией называется функция, которая определяет выходной сигнал си-
стемы как функцию времени, если входной сигнал имеет вид единичной функции и
при условии, что до момента подачи сигнала система находилась в равновесии. Ка-
ким образом определить переходную функцию очереди? Основная идея предлагаемого
метода построения динамической модели очереди, а также сетевой системы в целом
заключается в том, что в качестве переходной функции очереди при малых изменени-
ях интенсивности входного потока предлагается использовать функцию распределения
времени пребывания сообщений в очереди.

В самом деле, по нашему предположению очередь до момента t0 находилась в
равновесии. Изменение интенсивности выходного потока в момент времени τ > t0
равно изменению входного потока, умноженному на вероятность того, что это изме-
нение дойдет до выхода очереди. Но функция распределения времени пребывания
сообщений в системе массового обслуживания определяет вероятностъ обслужива-
ния сообщений за заданное время и, тем самым, вероятность прохождения изменения
интенсивности через очередь.
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Итак, функции распределения времени обслуживания сообщений в очереди ij —
Φij(τ, λ

0
i ) есть переходная функция очереди λij(τ, λ0i ) = Φij(τ, λ

0
i ) · λi(0).

Рассмотрим изменения интенсивности выходного потока λij(t) очереди ij. При
t ≤ t0 λij(t) = 0; при t > t0 λij(t) > 0; при t→ ∞ λij(t) → λ0i .

Теперь рассмотрим очередь под воздействием произвольного малого изменения
входного потока. Использование Φij(τ) = Φij(τ, λ

0
i ) в качестве переходной функции

позволяет описать изменение выходного потока при произвольном (но малом) изме-
нении входного. Для этого достаточно использовать представление выходного потока
в виде интеграла Дюамеля

λij(t) = d/dt

∫ t

0

Φij(t− τ)λi(τ)dτ = d/dt

∫ t

0

Φij(τ)λi(t− τ)dτ.

Последнее выражение удобнее представить в следующем виде:

λij(t) = Φij(0, λ
0
i )λi(t) +

∫ t

0

Φ′

ij(t− τ)dτ.

Bвиду того, что Φij(0, λ
0
i ) = 0 и Φ′

ij(τ) = ϕij(τ), получаем выражение, которое и будет

использоваться в дальнейшем, λij(t) =
∫ t

0
ϕij(t− τ)λi(τ)dτ .

Изменение интенсивности выходного потока очереди без потерь равно свертке
плотности распределения времени пребывания сообщений в очереди и изменения
интенсивности входного потока. Если плотность распределения времени пребывания
сообщений в очереди есть δ-функция, что соответствует простой задержке сообщений,
ϕij(t− τ) = δij(t− τ), то λij(t) =

∫ t

0
δij(t− τ) λi(τ)dτ = λi(t− τ).

Изменение интенсивности выходного потока при задержке сообщений на время
τ , как и следовало ожидать, равно изменению интенсивности входного потока задер-
жанному на τ . Таким образом, учет временной задержки сообщений в очередях сети
приводит к интегральным уравнениям Вольтерра второго рода λij(t, vj(t)) =

∫ t

0
ϕij(t−

τ, λi0)λi(τ, λi0)dτ . Динамика сетевой системы в целом описывается системой нели-
нейных интегральных уравнений Вольтерра второго рода λj(t, λi0) = Σiλij(t, λi0) =
Σipij(λi0)

∫ t

0
ϕij(t− τ, λi0)λi(τ, λi0)dτ + vj(t).

В ряде случаев возможно представление динамической модели в виде системы
дифференциальных уравнений.

4. МОДЕЛИ ЭВОЛЮЦИИ ФУНКЦИЙ (ПЛОТНОСТЕЙ)
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Как уже отмечалось, предложенная система уравнений Вольтерра второго рода
описывает сетевую систему в окрестности точки равновесия. Это связано с необхо-
димостью использования в виде ядер интегральных уравнений плотностей распре-
деления времен пребывания сообщений в соответствующих очередях ij — ϕij(τ, λ

0
i ),

которые, в свою очередь зависят от интенсивностей входных потоков ϕij(τ, λ
0
i ) =

ϕij(τ, λ
0
i (t)). Поэтому, для описания динамики сети на интервале [t0, t1] необходимо за-

дать эволюцию плотностей распределения времен пребывания. λj(t) = Σi(pij
∫ t

0
ϕij(t−
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τ, (λ0i (t))λi(τ)dτ) + vj . Это можно сделать разными способами, например, продолже-
нием решения на интервале или с помощью «термодинамического» приближения. В
последнем случае необходимо положить ϕij(t−τ, (λ

0
i (t)) = ϕij(t−τ, (λ

0
i +λi(t)). Тогда

будет получена система уравнений для приближенного (термодинамического) описа-
ния динамики сетевой системы на интервале [t0, t1] λj(t) = Σi(pij

∫ t

o
ϕij(t − τ, (λ0i +

λi(t))λi(τ)dτ) + vj .
Естественными моделями эволюции функций (плотностей) распределения являют-

ся уравнения Колмогорова. Для многоканальных систем следует использовать урав-
нения Колмогорова в общем виде. Для этого необходимо научиться вычислять струк-
турные коэффициенты, исходя из системы потоковых уравнений. Для одноканальных
систем массового обслуживания M/G/1 уравнение Колмогорова получено Такачем и
носит его имя [2].

∂Φij(ω, t)∂t = ∂Φij(ω, t)∂ω−(λij0+λij(t))Φij(ω, t)+(λij0+λij(t))

∫ t

0

B(ω−x)dxΦij(x, t).

Здесь Φij(ω, t) — текущая функция распределения времени пребывания сообщений в
очереди ij; B(ω) — функция распределения времени обслуживания сообщений в оче-
реди ij. λijo — интенсивность потока сообщений на входе очереди ij в начальный мо-
мент времени. Определяется с помощь статической модели сетевой системы. λij(t) —
изменение интенсивности потока сообщений на входе очереди ij в момент времени
t. Определяется с помощь динамической модели сетевой системы. Приведенное урав-
нение связывает изменение во времени функции (плотности) распределения времени
пребывания сообщения, поступившего в очередь в момент t, с изменением интенсив-
ности потока сообщений, поступающего на вход очереди. Система таких уравнений
для всех очередей сети ij позволяет определить все функция распределения времени
пребывания сообщений во всех очередях сети и использовать их в системе динамиче-
ских уравнений сети.

5. СВОЙСТВА СТАЦИОНАРНЫХ СЕТЕЙ

Теорема 1. Пусть сеть с потерями задана трехуровневой моделью. Тогда для

произвольных стационарных значений интенсивностей входных потоков существует

и единственно стационарное распределение интенсивностей потоков в узлах сети.

Следствие 1. В сети с потерями существует и единственно распределение пото-

ков в очередях сети и каналах связи λij = pij(λi) ∗ λi.

Следствие 2. Стационарное распределение потоков может быть получено ите-

рационной процедурой, причем скорость сходимости определяется выражением

(βn/(1− β))p(λ1, λ2)Πi‖Q(λi)‖ ≥ p(λk+1, λ
∗), β = max

λ
Πi‖Q(λi)‖.

Теорема 2. В устойчивых системах массового обслуживания интенсивность по-

тока на выходе есть монотонновозрастающая функция интенсивности потока на

входе.
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Теорема 3. При увеличении интенсивности потока на входе одной из очередей

сети, интенсивности потоков на входе остальных очередей не уменьшаются.

Следствие 3. Следствие 3. При увеличении интенсивности входных потоков, по-

ступающих извне в сеть, интенсивности потоков, поступающих в очереди всех узлов

сети, не уменьшаются.

Теорема 4. Пусть сеть без потерь задана трехуровневой моделью. Тогда итера-

ционная процедура λ1 = v, λ2 = Q(λ1)λ1+v, . . . (*) позволяет установить существо-

вание стационарного распределения потоков в узлах сети. В случае ее сходимости

стационарное распределение потоков в узлах сети существует и единственно. Если

последовательность (*) расходится или выходит за область допустимых значений,

то стационарного распределения потоков в узлах сети не существует. Хотя бы одна

из очередей сети переполняется.

Пусть Φ = {φ}— множество отображений пространства потоков Λ в пространство
показателей, характеристик сети Π = {π}. Отображение φ ставит каждому значению
вектора интенсивностей потоков λ в сети единственное значение некоторой сетевой
характеристики π (например, время доставки сообщений, время пребывания сообще-
ний в узлах сети, вероятность образования циклов) π = φ(λ).

Следствие 4. Пусть отображение ψ каждому значению стационарных входных

потоков V ставит в соответствие сетевой поток λ. Тогда каждому значению ста-

ционарных входных потоков V суперпозиция отображений ψ и φ ставит в соответ-

ствие единственное значение сетевой характеристики π определённой на простран-

стве потоков Ω. φ(ψ(v)) = φ(λ) = π.

Теорема 5. Пусть сеть задана трехуровневой моделью. Тогда интенсивности по-

токов в узлах и ребрах сети непрерывно зависят от интенсивностей входных потоков

V на области допустимых значений.

Следствие 5. Если отображение π = φ(λ) непрерывно, то характеристика сети

π непрерывно зависит от интенсивности входных потоков v.

Следствие 6. Если отображение π = φ(λ) монотоннонеубывающее, то характе-

ристика ceти π = φ(ψ(v)) монотонно не убывает с ростом интенсивности.

6. ДИНАМИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА СЕТЕЙ

Проблемы устойчивости управляемости, наблюдаемости сетевых систем, в част-
ности, систем связи, вычислительных и информационных сетей, являются одними
из наиболее важных проблем, решение которых позволит обосновать не только под-
ходы к проектированию конкретных классов сетей, но и позволит создать единую
методологию проектирования разнообразных систем, состоящих из множества взаи-
мосвязанных частей.

Сетевые системы, в общем случае, являются нелинейными системами относитель-
но потоков в узлах и очередях. Рассмотренная ранее система линейных уравнений
Вольтерра описывает динамику сетевой системы в точке λ0 и ее достаточно малой
окрестности. Тем не менее, известные методы анализа нелинейных систем позволяют
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сводить исследование устойчивости нелинейных систем к исследованию устойчивости
их линейных приближений.

Теорема 6. Сетевая система с конечными очередями, описываемая многоуровне-

вой моделью, является устойчивой и асимптотически устойчивой при произвольных

входных потоках. Кратковременные изменения входных потоков не могут надолго

вывести сетевую систему с конечными очередями из состояния равновесия. С тече-

нием времени система возвратится в исходное положение равновесия. Резонансные,

колебательные режимы в сетевых системах при неизменных ее структуре, сетевых

алгоритмах, параметрах элементов невозможны. При возвращении в состояние рав-

новесия переходной процесс в сетях с конечными очередями протекает монотонно.

Теорема 7. Сетевая система с бесконечными очередями, описываемая многоуров-

невой моделью, в общем случае является полуустойчивой, т.е. характеристическое

уравнение может иметь корни с нулевыми действительными частями. Корней с поло-

жительными действительными частями система с бесконечными очередями, также

как и система с конечными очередями, сетевая система иметь не может.

Таким образом, в сетях с бесконечными очередями

1) могут возникать колебательные процессы, явления резонанса;
2) при возвращении в состояние равновесия переходные процессы могут иметь

колебательный характер;
3) для обеспечения устойчивости сетевых систем в них необходимо вводить узлы,

очереди, функцией которых был бы «сброс» лишней нагрузки. В качестве таких
узлов можно использовать узлы на входе сети.

4) последнее замечание носит, впрочем, чисто теоретический характер. В реальных
физически реализуемых сетях все очереди конечны, поэтому все без исключения
реальные сети являются устойчивыми;

5) о продолжительности переходных процессов в сетевых системах можно сказать
следующее. Продолжительность переходного процесса определяется наимень-
шим по модулю отрицательным корнем характеристического уравнения. Если
обозначить действительную часть наименьшего по модулю отрицательного кор-
ня характеристического уравнения через ℜP0 , то продолжительность переходно-
го процесса пропорциональна (ℜP0)

−1. Так для линейной динамической модели
бесконечной очереди уровня 0,95 установившегося режима процесс достигает
через τ = 3τ(λ0), где τ(λ0) — время пребывания сообщений в системе массового
обслуживания.

7. УСТОЙЧИВОСТЬ СЕТИ СМО

Для обеспечения устойчивости сети СМО необходимо и достаточно выполнение
следующего условия

∑

j pij < 1. Данному условию удовлетворяют сети с конечными
очередями. Поскольку реальные сети являются сетями с конечными очередями, то
из полученного условия дополнительно следует, что для обеспечения устойчивости
необходимо:
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• запретить образование циклов, размножение сообщений;
• запретить или ограничить использование многоадресных сообщений;
• запретить доступ в сеть абсолютно настойчивым абонентам (отключать абсолют-

но настойчивых абонентов). Ограничивать очереди в узлах сети, оборудовании
связи;

• по истечению определенного времени стирать сообщения;
• при недоступных смежных узлах стирать сообщения.

Кроме того, во всех очередях должны выполняться свойства монотонности и непре-
рывности.

8. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведенные сведения позволяют сделать следующие основные выводы.

1) Самосогласованная система моделей отображает основные факторы, влияющие
на процесс передачи информации: структуру сети; сетевые алгоритмы (процеду-
ры выбора маршрута и управления потоками); правила обслуживания очередей в
узлах сети; правила резервирования элементов сети; параметры элементов сети;
параметры входных потоков.

2) Модели дают возможность оценивать следующие характеристики сетей аддитив-
ные по пути, проходимому информацией — время доставки информации, время
установления соединений, ...; вероятностные — надежность доставки сообщений,
вероятность установления соединений, ...; изменения интенсивностей потоков,
характеристики переходных процессов в нестационарных сетях.

3) Рассматриваемые модели обеспечивают целостное, единообразное, адекватное,
точное и эффективное представление процессов передачи информации в сетях
с различными способами коммутаций, различными процедурами выбора марш-
рутов и управления потоками, дают возможность исследования общих свойств
сетей — существования и единственности распределения потоков в узлах и реб-
рах сети, существования и единственности значений сетевых характеристик, их
непрерывной зависимости от входных потоков.

4) Область адекватного использования статической и динамической моделей сете-
вой системы для расчетов характеристик сетевых систем ограничивается требу-
емой точностью расчетов. Использование моделей сетевой системы для теорети-
ческих исследований, в частности, исследование общих свойств сетей, вопросов
устойчивости, управляемости, наблюдаемости носит абсолютный характер.
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