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ЭКСТРЕМАЛЬНОЕ СВОЙСТВО НЕКОТОРЫХ 
ПОВЕРХНОСТЕЙ В ^-МЕРНОМ ЕВКЛИДОВОМ 

ПРОСТРАНСТВЕ 

В. И. Берник, Э. И. Ковалевская 

Поверхность Г = (ft (хи . . ., * w ) , . . ., fn (xlt • • •» *m ) ) 
будем называть экстремальной, если для почти всех точек Г не
равенство 

II oifi (*i , хт) + . . . + anfn (хи • • ., хт) II < H" n - E , 
где Я = max ( | ai |), (г = 1, 2, . . ., п) имеет лишь конечное 
число решений в целых alf . . ., ап. В работе при определенном 
соотношении между т и п и функциональном условии на функ
ции Л, . . ., / п доказывается экстремальность одного класса 
поверхностей в n-мерном евклидовом пространстве. Библ. 
7 назв. 

Пусть задано п функций от т переменных fi (хг, . . . 
• • ;Хт), /2 (*l> • • •» #т )> • • . , fn (*l> • • •> S m ) . О б о з н а ч и м 
через и;0 = w;0 0r1? . . ., хт) точную верхнюю грань тех w^> 
^> 0, для которых неравенство 
|| ajt (xv . . ., хт) + . . . + ajn (xl9. . ., хт) || < #- w , (1) 
где || а || обозначает расстояние от а до ближайшего целого, 
Н = max (| «! |, . . ., | ап |), выполняется бесконечно 
часто для целых аг, . . ., ап при фиксированных (хг, . . . 
.. .,хт) EUR™- В силу теоремы Минковского о линейных фор
мах w0^ п при любом х = (xv . . ., хт). В [1] — [4] по
казано, что при определенных условиях на функции 
Д (ж), . . ., fn (#) неравенство w0 ^ n нельзя усилить для 
почти всех ос, так как оказывается w0 = п. Поверхности 
Г (Д, . . ., fn) = (А (ж), • • •» /п (^)) с условием w0 = п 
для почти всех Ж будем называть экстремальными 
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[4]. В' силу принципа переноса Хинчина Г (Д, . . ., /п) 
экстремальна тогда и только тогда, когда система не
равенств 

1 « Ш 1 « Г (7 = 1,...,») (2)-
при у ^> 1/тг имеет для почти всех х лишь конечное число 
решений. В [1], [2] и [5] для анализа систем (2) применен 
метод тригонометрических сумм. Он позволил доказать 
экстремальность Г (Д, . . ., fn) при достаточно общих пред
положениях о функциях Д (%), . . ., /д (%). Важным проме
жуточным этапом работ [1], [2] и [5] является оценка числа 

/ ai a
m \ 

рациональных точек (— , . . . , —- 1 из т- мерного единично
го куба Еш вблизи поверхности 1\ (фх (я), . . .,cpft(£)), 
где фх (ж), . . ., щ (я) определенным образом связаны с 
/i (я), . . ., /Л (я) и п. Речь идет о числе решений системы 
неравенств 

• • • • • ( 3 ) 

I Mf....,^)l<*-
при( — , . . . , — ^ | е= Етжи = )-8. Обозначим это чис
л о ^ (д). Для доказательства экстремальности Г (Д, . . . ,/п) 
необходимо для Nv(q) получить оценку Nv (q)'< cqm~Kv. 
При общих предположениях об Д (я), . . ., /п (#), как в 
[2], сделать это можно лишь при «небольших» у, так как 
в противном случае Г(Д, . . ., /п) может оказаться неэк
стремальной. «Небольшое» v означает, что размерность т 
поверхности Г (Д, . . ., /п) не мала по сравнению с п, т > 
> л/2, как в [2]. 

Таким образом, для получения экстремальности 
Г (Д> • • •» /n) c малым m необходима специализация функ
ций Д (Ж), . . ., fn ($). 

В данной работе мы добиваемся снижения размер
ности /71до т^п1'2, применяя метод, несколько отлич
ный от методов работы [2]. Заметим, что хотя при данном 
подходе мы не анализируем систему неравенств (3), однако 
метод статьи позволяет сделать и это. 
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ТЕОРЕМА 1. Пусть на интервале 1г заданы вещест
венные функции ftl (xt), . . ., fini (£ = 1,2, . . ., т) (щ + 
-f- 1) раз непрерывно дифференцируемые такие, что 

AiO/) = 

f'uiv) •••fmi{y) 

фо (4) 

почти всюду в 1г. 
Пусть v0 — точная верхняя грань тех v ^> 0, для ко

торых неравенство 

max (||qfiX(х{)||,..., ||qfin fa)\\)< Т 
l < i < m 

(5) 

имеет бесконечное число решений в целых числах q ^> О 
при фиксированных (х±, . . ., хт) ЕЕ 1± X . . . X / т . #0-
ложим 

N = max (л1э . . ., гат). 

ГогЗа для почти всех (х±, . . ., хт) ЕИ / х X . . . х / т 

1 
У 0 = 

т + ... + пп 

если 
Л Р < 1 + ! * ! + . • . + Лте. 

(6) 

(7) 
С помощью принципа переноса Хинчина получаем рав

носильную теорему. 
ТЕОРЕМА 2. Пусть функции /д (з*), . . ., /*ni (я*) 

(& = 1, . . ., т) удовлетворяют условиям теоремы 1. Пусть 
w0 — точная верхняя грань тех w ^> О, для которых не* 
равенство 

^щ 

где 
2 i 3 = 1

 avfv (*!) + ••• + ЗуГх а ™^ (*») J < ^ "> 

Я = max (| a n j , . . . , | ain |) =£= О 

имеет бесконечное число решений в целых числах a(j при 
фиксированных (х1У . . ., хт) £Е 1Х X . . . Х / т . Положим 
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для всех х ЕЕ [а, Ь], то 

г e27ii/ (х) ^ < Г 

Доказательство см* в [7]. 
ЛЕММА 4» Пусть вещественные п раз непрерывно 

дифференцируемые функции Д (я), . . ., /п (#), заданные на 
[а, &], удовлетворяют условию 

\де 
| А ( * ) 1 > 6 > 0 Эля ж е [ а , Ы, 

/1(я) **« /п(ж) 

,А*(*)...ЛЛЧ*)| 

(10) 

А (л) 

Пусть 
F (х) = /-L (ж) + ' а2/2 (ж) + • • • + а п / л (ж), 

аЗ̂  ^а2, . . ,, ал — вещественные числа^ \ aj | < 1 (2 <J 

[а, 6] 
< / < л). 
Гог5а в каждой точке х 

где 

m*x\F«\x)\> « 

fP = max (sup [| Дх (s)j , . . ., sup | Ая (ж) |), (11) 
зсе[а,Ь] «S[o,b] § 

Д$ (я) — алгебраическое дополнение элемента fi (x) в оп
ределителе А (х) (г = 1, . . ., и). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть существует точка 
#о е [а, Ы такая§ что 

max (12) 

Тогда числа аг = 1, а2? 
стемы 

ав являются решением си-

/i Ы + «2/2 (*о) • + . . . + a J n М *= F' (х0), 

An) <nh ?(п) i { ГГ (хо) + rfJ Ы +«««+ <ОГ Ы = Fw (х0). 
Разрешая систему относительно ах = 1, из (10), (11), 
(12) получаем противоречие* 
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Будем доказывать теорему 1. .Пусть Ёт — т-мерйый 
единичный куб в Rm, Рассмотрим неравенство (5) для то
чек (хх, . . ,9 хт) е Ет П h X . . . X Im при у == UQ + 8. 
Зафиксируем целое q. Пусть (д, (д) —- мера тех (хг, . . . 
. . .,жт) GE Em fj /х X . . . X / т ? для которых выполняется 
(5) при v = у0 + s и зафиксированном ge Пусть [Х| (д) — 
мера тех х ЕЕ [0, 1) f] 1"ь для которых выполняется нера
венство 

max (|| g/u (^) | | , . . . , | g/in. (s4) ||) <.gre 

при v = у0 + s и зафиксированном g (I <J i <J тп). Тогда 

И (?) = Ра (?) • • • №» (д). (13) 
Оценим ji| (g). В процессе получения оценки для \it (g) 
вместо хь пь ftl1 . . ., /l7ll будем писать я, п, Д, . . ., /п . 
В силу условия (4), как в [2], можно считать, что 

I А (У) | > « > 0 в h (14) 
и что [0, 1) Р) / j — отрезок. По лемме 1 

Ш (?) < в"-"0 + 2—2(0, „„)*„) | ̂ > i * * ^ ) + - + c « '»<*Md* 
I с, Ка" 

(15) 
Зафиксируем набор (сг, , . ., сп) из области допустимых 
ct. Пусть 

с± = max ( \ct |). 

Оценим 

Jo 
Рассмотрим функцию 

F(x) = /x(s) + -g-/,(*) + . . .+-£-/„(*). 
На отрезке [О, 1) f] -^ функция .F (#) удовлетворяет усло
вию (8) леммы 2, и в силу (14) по лемме 4 JF (Ж) удовлетво
ряет условию (9) леммы 2 с некоторыми С, с. Применим к 
F (х) лемму 2. Отрезок [ОД) f] It разобьем на интервалы 
длины I = — в Пусть [0,1) П Ц = 2.[%f fy+i)> где у при-
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нимает конечное число значений» Тогда по лемме 2 суще
ствует к (1 <; к ^ п) такое, что 

По лемме 3 

Следовательно, 

I С e2«ieciF(3C)da. I ^ (gC l)- l /« 9 (16) 
I Jo I 

Из (15), (16) следует, что 

если 

Ш<я**' + т °2 ( « « Г Ч О М (17) 
0<С|< qa 

(18) 

Пусть 

Из (17), 

если 

(13), 

Из условия 

р<-фг-

N = max (»!,. . ., 
(18) получаем 

МяХя*4*"^ 

^<1^гг 
(19) получаем 

»т о) . 

= g - l -

(19) 

Теперь применим лемму Бореля — Кантелли. Соответ
ствующий ряд, составленный из мер 

сходится. Следовательно^ теорема доказана для почти всех 
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точек 
(а?1э . . M ^ ) G £ m f l / i X . . e X Im. 

В силу свойства счетной аддитивности меры в Rm заклю-
чаем? что теорема верна для почти всех 

V#i, . . ., хт) G i i X * . . X 1 т е . 
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