
ÁÅËÎÐÓÑÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ

Îáúåêò àâòîðñêîãî ïðàâà
ÓÄÊ 517.58

ÏÀÂËÎÂÑÊÈÉ

Âëàäèñëàâ Àíäðååâè÷

ÃÅÎÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÈÅ È ÀÍÀËÈÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÑÂÎÉÑÒÂÀ
h-ÃÎËÎÌÎÐÔÍÛÕ ÔÓÍÊÖÈÉ

Àâòîðåôåðàò
äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷¼íîé ñòåïåíè
êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê

ïî ñïåöèàëüíîñòè 01.01.01 � âåùåñòâåííûé,
êîìïëåêñíûé è ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç

Ìèíñê, 2023



Íàó÷íàÿ ðàáîòà âûïîëíåíà â Áåëîðóññêîì ãîñóäàðñòâåííîì
óíèâåðñèòåòå.

ÍÀÓ×ÍÛÉ ÐÓÊÎÂÎÄÈÒÅËÜ �

Âàñèëüåâ Èãîðü Ëåîíèäîâè÷,
êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò,
äîöåíò êàôåäðû òåîðèè ôóíêöèé
Áåëîðóññêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.

ÎÔÈÖÈÀËÜÍÛÅ ÎÏÏÎÍÅÍÒÛ:

Àíòîíåâè÷ Àíàòîëèé Áîðèñîâè÷,
äîêòîð ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, ïðîôåññîð,
ïðîôåññîð êàôåäðû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà
è àíàëèòè÷åñêîé ýêîíîìèêè
Áåëîðóññêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà;

Ñìîòðèöêèé Êîíñòàíòèí Àíàòîëüåâè÷,
êàíäèäàò ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê, äîöåíò,
äîöåíò êàôåäðû ôóíäàìåíòàëüíîé
è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè
ÓÎ ¾Ãðîäíåíñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò
èìåíè ß. Êóïàëû¿.

ÎÏÏÎÍÈÐÓÞÙÀß ÎÐÃÀÍÈÇÀÖÈß �

ÃÍÓ ¾Èíñòèòóò ìàòåìàòèêè
ÍÀÍ Áåëàðóñè¿.

Çàùèòà ñîñòîèòñÿ ¾27¿ îêòÿáðÿ 2023 ã. â 10.00 ÷àñîâ íà
çàñåäàíèè ñîâåòà ïî çàùèòå äèññåðòàöèé Ä 02.01.07 ïðè Áåëîðóññêîì
ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå ïî àäðåñó: ã. Ìèíñê, óë. Ëåíèíãðàäñêàÿ, 8
(êîðïóñ þðèäè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà), àóä. 407. Òåëåôîí ó÷åíîãî ñåêðåòàðÿ
(017) 209-57-09, e-mail: Mardvilko@bsu.by.

Ïî÷òîâûé àäðåñ: ïð-ò Íåçàâèñèìîñòè 4, Ìèíñê, 220030.

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â Ôóíäàìåíòàëüíîé áèáëèîòåêå
Áåëîðóññêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà.

Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí ¾ ¿ ñåíòÿáðÿ 2023 ãîäà.

Ó÷åíûé ñåêðåòàðü
ñîâåòà ïî çàùèòå äèññåðòàöèé
êàíäèäàò ôèç.-ìàò. íàóê äîöåíò Ò.Ñ. Ìàðäâèëêî



ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Òåîðèÿ ôóíêöèé h-êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî â ìàòåìàòè÷åñêîé
ëèòåðàòóðå îòðàæåíà íåäîñòàòî÷íî ïîëíî. h-Êîìïëåêñíûå ÷èñëà
èìåþò è äðóãèå íàçâàíèÿ: ãèïåðáîëè÷åñêèå ÷èñëà, äâîéíûå ÷èñëà,
ïàðàêîìïëåêñíûå ÷èñëà, ðàñùåïëÿåìûå êîìïëåêñíûå ÷èñëà, êîìïëåêñíûå
÷èñëà ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà, êîíòðêîìïëåêñíûå ÷èñëà. Íàìè âûáðàíà
òåðìèíîëîãèÿ h-êîìïëåêñíûå ôóíêöèè è ÷èñëà, ïîñêîëüêó îíà îòðàæàåò
ñâÿçü ñ ãèïåðáîëè÷åñêèìè ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Èññëåäîâàíèå ÷èñåë âèäà a + bj , ãäå ýëåìåíò j íàäåëåí ðàçëè÷íûìè
ñâîéñòâàìè, íàõîäèò ñâîå îòðàæåíèå â ðàáîòàõ îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ
àâòîðîâ. Ýòî îáóñëîâëåíî èíòåðåñîì ê ïîñòðîåíèþ íîâûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
ñòðóêòóð, óñîâåðøåíñòâîâàíèþ ïîäõîäîâ ê âû÷èñëèòåëüíûì îïåðàöèÿì,
ïîëó÷åíèþ íåñòàíäàðòíûõ è ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ
çàäà÷. Îñíîâîïîëîæíèêàìè òàêîãî íàïðàâëåíèÿ áûë Ó. Êëèôôîðä,
êîòîðûé â 1873 ãîäó ââåë ïîíÿòèå äâîéíîãî (h-êîìïëåêñíîãî) ÷èñëà.
Èññëåäîâàíèÿìè â äàííîé îáëàñòè çàíèìàëñÿ ñîâåòñêèé ìàòåìàòèê-ãåîìåòð
È. Ì. ßãëîì. Íà ðóáåæå XX è XXI ñòîëåòèé âîçîáíîâèëñÿ èíòåðåñ
ê äàííîé òåìå. Ñòîèò îòìåòèòü ñëåäóþùèõ àâòîðîâ, ðàáîòàâøèõ íàä
ïðèëîæåíèÿìè h-êîìïëåêñíûõ ÷èñåë: Ô. Àíòîíó÷÷èî, À. Õðåííèêîâ,
Â. Â. Êèñèë, Ñ. Äåêåëüìàí, Ì. Ëèáàéí, Ñ. Áðþåð, Ä. Ý. Ýìàíóåëëî,
Ã. Ñîá÷èê, Ä. Ã. Ïàâëîâ è Ã. È. Ãàðàñüêî. Îñíîâíîå âíèìàíèå â èõ
èññëåäîâàíèÿõ óäåëåíî àëãåáðàè÷åñêèì ñâîéñòâàì êîëüöà h-êîìïëåêñíûõ
÷èñåë è ïðèìåðàì êîíêðåòíûõ ôóíêöèé, ñâÿçàííûì ñ çàäà÷àìè ãåîìåòðèè
è òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èíòåðåñ ê èçó÷åíèþ ñâîéñòâ h-êîìïëåêñíûõ
ôóíêöèé ñâÿçàí ñ èõ ïðèìåíåíèåì ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ãåîìåòðèè, ôèçèêè
è ìåõàíèêè. Ôóíêöèè h-êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ãåîìåòðè÷åñêè ìîãóò
èíòåðïðåòèðîâàòüñÿ ñ ïîìîùüþ âåêòîðîâ íà ïñåâäîåâêëèäîâîé ïëîñêîñòè,
ïîýòîìó îêàçûâàþòñÿ óäîáíûì ìàòåìàòè÷åñêèì àïïàðàòîì äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ ïëîñêîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Êðîìå òîãî, ìíîãèå êëàññè÷åñêèå
çàäà÷è ôèçèêè è ìåõàíèêè ìîãóò áûòü ñâåäåíû ê äèôôåðåíöèàëüíûì
óðàâíåíèÿì, ðàçðåøèìûì ñ ïîìîùüþ h-êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé. Îäíàêî,
äî ñèõ ïîð îáùàÿ òåîðèÿ h-ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé íåäîñòàòî÷íî ðàçâèòà.
Èìåþùèåñÿ ðàáîòû ïîñâÿùåíû îòäåëüíûì êîíêðåòíûì âîïðîñàì è íîñÿò
ôðàãìåíòàðíûé õàðàêòåð. Âîïðîñ èçó÷åíèÿ îáùèõ ñâîéñòâ h-ãîëîìîðôíûõ
ôóíêöèé è ïîñòðîåíèå ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðèè îñòà¼òñÿ
àêòóàëüíûì.

Ïðåäëàãàåìàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà ïîèñêó íåäîñòàþùèõ ýëåìåíòîâ
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òåîðèè h-êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé è å¼ óïîðÿäî÷åííîìó èçëîæåíèþ.
Îòëè÷èå òåîðèè ôóíêöèé h-êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî îò êëàññè÷åñêîãî
êîìïëåêñíîãî àíàëèçà îáóñëîâëåíî íàëè÷èåì äåëèòåëåé íóëÿ â êîëüöå
h-êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, â ñèëó ýòîãî h-êîìïëåêñíûå ôóíêöèè íå èìåþò
êîíå÷íûõ èçîëèðîâàííûõ îñîáûõ òî÷åê. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òàêèõ
ôóíêöèé íåò ïðÿìîãî àíàëîãà èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè, òåîðèè
âû÷åòîâ è òåîðåì èç íèõ âûòåêàþùèõ. Äëÿ ôóíêöèé h-êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî ïîíÿòèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè, ãîëîìîðôíîñòè, àíàëèòè÷íîñòè
íå ýêâèâàëåíòíû. Òàêèå âàæíûå äëÿ êîìïëåêñíîãî àíàëèçà óòâåðæäåíèÿ,
êàê òåîðåìû Ëèóâèëëÿ, Ñîõîöêîãî, Ðèìàíà, Ðóøå, îñíîâíàÿ òåîðåìà àëãåáðû
îêàçûâàþòñÿ íåâåðíû. Â íàøèõ èññëåäîâàíèÿõ ðîëü èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû
Êîøè âûïîëíÿþò òåîðåìà î êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ äëÿ h-ãîëîìîðôíûõ
ôóíêöèé, òåîðåìà î ëîêàëüíîé îáðàòèìîñòè, à òàêæå îáùåå ïðåäñòàâëåíèå
h-ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé. Íà èõ îñíîâå âûâîäÿòñÿ óòâåðæäåíèÿ î
ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ h-ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà
ñîîòâåòñòâóþùèõ îòîáðàæåíèé, h-àíàëèòè÷åñêèõ è h-öåëûõ ôóíêöèé.

ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Ñâÿçü ðàáîòû ñ íàó÷íûìè ïðîãðàììàìè è òåìàìè

Òåìà äèññåðòàöèè ñîîòâåòñòâóåò ïðèîðèòåòíîìó íàïðàâëåíèþ
ôóíäàìåíòàëüíûõ è ïðèêëàäíûõ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé Ðåñïóáëèêè
Áåëàðóñü (ÃÏÍÈ ¾Êîíâåðãåíöèÿ-2025¿, ïîäïðîãðàììà ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå
ìîäåëè è ìåòîäû¿). Ðàáîòà íàä äèññåðòàöèåé ïðîâîäèëàñü íà êàôåäðå
òåîðèè ôóíêöèé ÁÃÓ â ðàìêàõ ãîñóäàðñòâåííîé ïðîãðàììû íàó÷íûõ
èññëåäîâàíèé 2021�2025 ãã., çàäàíèå 1.3.2.1 ¾Òåîðèÿ ôóíêöèé,
ãàðìîíè÷åñêèé àíàëèç è èõ ïðèëîæåíèÿ ê çàäà÷àì åñòåñòâîçíàíèÿ è
ýêîíîìèêè¿, íîìåð ãîñ. ðåãèñòðàöèè �20211888, ôèíàíñîâûé íîìåð 641/25.

Öåëü, çàäà÷è, îáúåêò è ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ

Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû � ïîñòðîèòü ýëåìåíòû òåîðèè
h-êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé.

Îñíîâíûå çàäà÷è:
1) îïèñàòü îáùèå ñâîéñòâà h-ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé;
2) ïîñòðîèòü ýëåìåíòû ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè h-ãîëîìîðôíûõ

ôóíêöèé è ñðàâíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè
óòâåðæäåíèÿìè êëàññè÷åñêîãî êîìïëåêñíîãî àíàëèçà;
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3) äàòü îïèñàíèå ñâîéñòâàì ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé è ðÿäîâ h-êîìïëåêñíûõ ôóíêöèè;

4) óñòàíîâèòü ñâîéñòâà h-öåëûõ ôóíêöèé. Äàòü îöåíêè ðîñòà h-öåëûõ
ôóíêöèé íà áåñêîíå÷íîñòè.

Îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿëèñü ôóíêöèè è îòîáðàæåíèÿ â êîëüöå
h-êîìïëåêñíûõ ÷èñåë. Ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿëèñü ñâîéñòâà
äèôôåðåíöèðóåìîñòè, èíòåãðèðóåìîñòè, ãîëîìîðôíîñòè è àíàëèòè÷íîñòè
h-êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè. Íîâèçíà è
îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ çàêëþ÷àþòñÿ â ñëåäóþùåì.

1. Íàéäåí îáùèé âèä h-ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, äîêàçàíû òåîðåìû î
êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ è ëîêàëüíîé îáðàòèìîñòè h-ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.

2. Ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû: ïðèíöèïû ñîõðàíåíèÿ îáëàñòè,
ìàêñèìóìà íîðìû è ñîîòâåòñòâèÿ ãðàíèö äëÿ h-ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé;
òåîðåìû î ãëîáàëüíîì h-äèôôåîìîðôèçìå è îáðàçå ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè
ïðè h-ãîëîìîðôíîì îòîáðàæåíèè. Ïîêàçàíû ðàçëè÷èÿ ìåæäó ïîëó÷åííûìè
ðåçóëüòàòàìè è óòâåðæäåíèÿìè èç êëàññè÷åñêîé òåîðèè àíàëèòè÷åñêèõ
ôóíêöèé.

3. Äîêàçàíû òåîðåìû îá àïïðîêñèìàöèè h-êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé
ìíîãî÷ëåíàìè, h-ãîëîìîðôíîñòè è h-àíàëèòè÷íîñòè ïðåäåëà
ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ñóììû ôóíêöèîíàëüíîãî ðÿäà.
Ñôîðìóëèðîâàí è äîêàçàí ïðèíöèï êîìïàêòíîñòè äëÿ h-ãîëîìîðôíûõ
ôóíêöèé.

4. Äàíû îöåíêè ðîñòà h-öåëûõ ôóíêöèé, ïîðÿäêà è òèïà
h-àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Òåîðåìû îá îáùåì âèäå, êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ è ëîêàëüíîé
îáðàòèìîñòè h-ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.

2. Òåîðåìû î ãëîáàëüíîì h-äèôôåîìîðôèçìå è îáðàçå ïðîèçâîëüíîé
îáëàñòè ïðè h-ãîëîìîðôíîì îòîáðàæåíèè.

3. Òåîðåìû îá àïïðîêñèìàöèè h-êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé
ìíîãî÷ëåíàìè, ïðèíöèï êîìïàêòíîñòè äëÿ h-ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé è
àíàëîã òåîðåìû Âèòàëè äëÿ h-àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

4. Òåîðåìû îá îöåíêàõ ðîñòà h-öåëûõ ôóíêöèé, ïîðÿäêå è òèïå
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h-àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé.

Ëè÷íûé âêëàä ñîèñêàòåëÿ ó÷åíîé ñòåïåíè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû àâòîðîì ëè÷íî.
Ïåðâîíà÷àëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷ îñóùåñòâëÿëàñü äîêòîðîì
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïðîôåññîðîì Çâåðîâè÷åì Ý.È. Äàëüíåéøèå
èññëåäîâàíèÿ è àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðîèçâîäèëèñü
ïîä ðóêîâîäñòâîì êàíäèäàòà ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê äîöåíòà
Âàñèëüåâà È.Ë.

Àïðîáàöèÿ äèññåðòàöèè è èíôîðìàöèÿ îá èñïîëüçîâàíèè åå
ðåçóëüòàòîâ

Ðåçóëüòàòû, âîøåäøèå â äèññåðòàöèîííóþ ðàáîòó, äîêëàäûâàëèñü
è îáñóæäàëèñü íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèÿõ:
Îáúåäèíåííîì ñåìèíàðå êàôåäð òåîðèè ôóíêöèé è ôóíêöèîíàëüíîãî
àíàëèçà è àíàëèòè÷åñêîé ýêîíîìèêè ÁÃÓ; XXVIII Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé
êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ
2021¿ (Ìîñêâà, 12-23 àïðåëÿ 2021 ã.); 78-é íàó÷íîé êîíôåðåíöèè
ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ ÁÃÓ (Ìèíñê, 10-21 ìàÿ 2021 ã.); Ìåæäóíàðîäíîé
ìàòåìàòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ñåäüìûå Áîãäàíîâñêèå ÷òåíèÿ ïî
îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì¿ (Ìèíñê, 1-4 èþíÿ
2021 ã.); IX Ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêîé êîíôåðåíöèè ¾Íàóêà
è îáðàçîâàíèå â ñîâðåìåííîì ìèðå : âûçîâû XXI âåêà¿ (Íóð-Ñóëòàí,
Ðåñïóáëèêà Êàçàõñòàí, 15 ñåíòÿáðÿ 2021 ã.); 10-ì Ìåæäóíàðîäíîì
ñåìèíàðå (Âîðêøîï) ¾Àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû àíàëèçà è äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé (ÀÌÀÄÅ 2021)¿ (Ìèíñê, 13-17 ñåíòÿáðÿ 2021 ã.); Ìåæäóíàðîäíîé
íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾XIII Áåëîðóññêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ
ÁÌÊ-2021¿ (Ìèíñê, 22-25 íîÿáðÿ 2021 ã.); 79-é íàó÷íîé êîíôåðåíöèè
ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ ÁÃÓ (Ìèíñê, 10-21 ìàÿ 2022 ã.).

Îïóáëèêîâàííîñòü ðåçóëüòàòîâ äèññåðòàöèè

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 14 íàó÷íûõ
ðàáîòàõ, èç êîòîðûõ 8 ñòàòåé â íàó÷íûõ èçäàíèÿõ, âêëþ÷åííûõ â Ïåðå÷åíü
èçäàíèé, è â èíîñòðàííûõ íàó÷íûõ èçäàíèÿõ (îáùèì îáúåìîì 3 àâòîðñêèõ
ëèñòà), 4 ñòàòüè â ñáîðíèêàõ ìàòåðèàëîâ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèé, 2 òåçèñîâ.
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Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñîñòîèò èç ïåðå÷íÿ ñîêðàùåíèé è
îáîçíà÷åíèé, ââåäåíèÿ, îáùåé õàðàêòåðèñòèêè ðàáîòû, ÷åòûðåõ ãëàâ,
çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ.

Ïîëíûé îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 104 ñòðàíèöû, â òîì ÷èñëå
17 ðèñóíêîâ çàíèìàþò 6 ñòðàíèö. Ñïèñîê èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ
ñîäåðæèò 95 íàèìåíîâàíèé, âêëþ÷àÿ ñîáñòâåííûå ïóáëèêàöèè ñîèñêàòåëÿ
ó÷åíîé ñòåïåíè (íà 9 ñòðàíèöàõ).

ÎÑÍÎÂÍÀß ×ÀÑÒÜ

Ãëàâà 1 ñîäåðæèò àíàëèòè÷åñêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ, ïîñâÿùåííûõ
èññëåäîâàíèÿì ñâîéñòâ h-êîìïëåêñíûõ ÷èñåë è ôóíêöèé. Êðàòêî ïðèâîäèòñÿ
èñòîðèÿ ðàçâèòèÿ òåîðèè h-êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé ñ ó÷åòîì å¼ ïðèêëàäíîãî
çíà÷åíèÿ. Äåëàåòñÿ àêöåíò íà òîì, ÷òî ñâîéñòâà ìíîæåñòâà h-êîìïëåêñíûõ
÷èñåë íå ýêâèâàëåíòíû ñâîéñòâàì ìíîæåñòâà îáû÷íûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.

Ïðèâåä¼ì íåêîòîðûå, íåîáõîäèìûå â äàëüíåéøåì, ïîíÿòèÿ.
Ïóñòü Ch � ìíîæåñòâî h-êîìïëåêñíûõ (äâîéíûõ) ÷èñåë, òî åñòü

ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, íà êîòîðîì ∀ z1 = (a; b) ,
z2 = (c; d) ∈ Ch çàäàíû ñëåäóþùèå îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ:

1) z1 + z2 = (a+ c; b+ d) ;
2) z1 · z2 = (ac+ bd; ad+ bc) .
Âåùåñòâåííóþ åäèíèöó îòîæäåñòâèì ñ h-êîìïëåêñíûì ÷èñëîì (1; 0) .

Ãèïåðáîëè÷åñêîé åäèíèöåé íàçîâåì h-êîìïëåêñíîå ÷èñëî j = (0; 1) . Â êîëüöå
Ch èìåþòñÿ äåëèòåëè íóëÿ, êàêîâûìè ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà âèäà a±aj . Ïðè a = 1

2

äåëèòåëè íóëÿ îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè [1]:

� ∀ n ∈ N :
(
1±j
2

)n
= 1±j

2 ;

� ÷èñëà 1±j
2 îáðàçóþò áàçèñ â Ch , òî åñòü

z = a+ jb = (a+ b)
1 + j

2
+ (a− b)

1− j

2
∀z ∈ Ch.

Ìîäóëåì h-êîìïëåêñíîãî ÷èñëà íàçîâåì, êàê îáû÷íî, |z| =
√
a2 + b2 ,

à íîðìó îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: ∥z∥ = |a| + |b| . Íà ìíîæåñòâå Ch

òîïîëîãèÿ ââîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ âûøåóêàçàííîé íîðìû.
Ôóíêöèè, çàäàííûå íà ìíîæåñòâå Ch , â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ

êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ñèñòåì óðàâíåíèé íå
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ýëëèïòè÷åñêîãî, à ãèïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Ñëåäñòâèåì ýòîãî ÿâëÿåòñÿ
çíà÷èòåëüíîå îòëè÷èå ñâîéñòâ h-êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ôóíêöèé.

Â ãëàâå 2 äèññåðòàöèè ôîðìóëèðóþòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ òåîðåìû,
ñâÿçàííûå ñî ñâîéñòâîì h-ãîëîìîðôíîñòè.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ h-êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî

w = f(z) = u(x, y) + jv(x, y) (z = x+ jy),

ãäå u(x, y) , v(x, y) � äåéñòâèòåëüíûå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ.
Òàêèì îáðàçîì èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ h-êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé ñâîäèòñÿ ê
èññëåäîâàíèþ ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ ìåòîäàìè âåùåñòâåííîãî àíàëèçà.

Ïóñòü D � îáëàñòü â Ch , à f : D → Ch .

Îïðåäåëåíèå 1. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ h-äèôôåðåíöèðóåìîé â
òî÷êå z ∈ D , åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî k ∈ Ch , ÷òî

f (z + h)− f (z) = kh+ α (h) · h,

ãäå h ∈ D íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ, ïðè÷åì z+h ∈ D , à lim
h→0

α (h) = 0 ,

k íå çàâèñèò îò h .

Òåîðåìà 1 [4]. Ïóñòü f (z) = u (x, y) + jv (x, y) îïðåäåëåíà
â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = x + jy , ôóíêöèè u (x, y) è v (x, y)
äèôôåðåíöèðóåìû â òî÷êå (x, y) . Òîãäà ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ
ýêâèâàëåíòíû:

1. ôóíêöèÿ f (z) h-äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå z ;

2. â òî÷êå (x, y) âåðíû ðàâåíñòâà

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
=
∂v

∂x
. (1)

Ïîíÿòèÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòè è ãîëîìîðôíîñòè íå ýêâèâàëåíòíû äëÿ
h-êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèÿ f (z) = u (x, y) + jv (x, y) íàçûâàåòñÿ
h-ãîëîìîðôíîé â òî÷êå z ∈ D , åñëè â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ýòîé
òî÷êè ôóíêöèè u è v èìåþò íåïðåðûâíûå âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå
è âûïîëíåíû óñëîâèÿ (1).

Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó îá îáùåì âèäå h-ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè. Ïóñòü
f (z) = u + jv : D → Ch , ôóíêöèè u è v äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìû â D .
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Òåîðåìà 2 [4]. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : D → Ch äâàæäû íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà, òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

� ôóíêöèÿ f h-ãîëîìîðôíà â D ,

� ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâèìà â âèäå:

f (z) =
1 + j

2
f (x+ y) +

1− j

2
f (x− y) . (2)

Ìíîæåñòâî ôóíêöèé, h-ãîëîìîðôíûõ íà ìíîæåñòâå D ⊂ Ch îáîçíà÷èì
÷åðåç Hh (D) . Äàëåå ãîâîðÿ î h-ãîëîìîðôíîñòè ôóíêöèè áóäåì ïîíèìàòü,
÷òî ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (2).

Òåîðåìà 3 (Î êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ äëÿ h-ãîëîìîðôíîé
ôóíêöèè)[4]. Ïóñòü ôóíêöèÿ f h-ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D ⊂ Ch . Òîãäà

∥f (z + h)− f (z)∥ ≤ 2 max
ζ∈(z, z+h)

∥f ′ (ζ)∥ ∥h∥ . (3)

Ïóñòü f (z) = u (x, y) + jv (x, y) ∈ Hh (D) . Òîãäà âñþäó â D u′x = v′y ,
u′y = v′x , f

′ (z) = u′x+ v
′
x . Â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêèõ ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé

óñëîâèå f ′ (z) ̸= 0 íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ëîêàëüíîé îáðàòèìîñòè
h-ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé. Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè f (z) = (1 + j) · z
ïðîèçâîäíàÿ f ′ (z) = 1 + j ̸= 0 âñþäó â Ch , îäíàêî ýòà ôóíêöèÿ íè â îäíîé
òî÷êå ëîêàëüíî íå îáðàòèìà. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè áîëåå ñèëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ
ëîêàëüíàÿ îáðàòèìîñòü h-ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé èìååò ìåñòî.

Òåîðåìà 4 [6]. Ïóñòü ôóíêöèÿ w = f (z) = u (x, y) + jv (x, y)
h-ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D ⊂ Ch , z0 = a + jb ∈ D . Åñëè
|u′x (a, b)| ̸=

∣∣u′y (a, b)∣∣ , òî ñóùåñòâóåò îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü U òî÷êè
z0 è îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü V òî÷êè w0 = f (z0) , òàêèå, ÷òî ôóíêöèÿ
f : U → V èìååò îáðàòíóþ f−1 : V → U , êîòîðàÿ íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà â V è {

f−1
}′
(w) = {f ′ (z)}−1

. (4)

Åñëè |u′x (x, y)| ≡
∣∣u′y (x, y)∣∣ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè z0 , òî f íå

îáðàòèìà â ýòîé îêðåñòíîñòè.

Òåîðåìà 5 (Àíàëîã èíòåãðàëüíîé òåîðåìû Êîøè) [10]. Ïóñòü
D ⊂ Ch � îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé çàìêíóòîé êðèâîé ∂D .
Åñëè f h-ãîëîìîðôíà â ∂D è íåïðåðûâíà â çàìûêàíèè D ∪ ∂D , òî�

∂D

f (z) dz = 0.
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Òåîðåìà 6 (Òåîðåìà î ãëîáàëüíîé ïåðâîîáðàçíîé) [10]. Ïóñòü
f h-ãîëîìîðôíà â îäíîñâÿçíîé îáëàñòè D ⊂ Ch . Òîãäà f èìååò â D

ãëîáàëüíóþ ïåðâîîáðàçíóþ, êîòîðóþ ìîæíî âçÿòü â âèäå F (z) =
z�
a

f (t) dt ,

ãäå èíòåãðèðîâàíèå âåäåòñÿ ïî ëþáîé êóñî÷íî-ãëàäêîé êðèâîé ñ êîíöàìè
a, z , öåëèêîì ëåæàùåé â D .

Ïåðåéä¼ì ê ðàññìîòðåíèþ ñâîéñòâ îòîáðàæåíèé ñ ïîìîùüþ
h-ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå 3. Ìíîæåñòâî D (f) ⊂ Ch íàçûâàåòñÿ
åñòåñòâåííûì ìíîæåñòâîì h-ãîëîìîðôíîñòè ôóíêöèè f , åñëè
f ∈ Hh (D (f)) è ∀D′ ⊃ D (f) òàêèõ, ÷òî f ∈ Hh (D

′) âûïîëíÿåòñÿ
D′ = D (f) .

Îïðåäåëåíèå 4. Ýëåìåíòàðíûì ìíîæåñòâîì â Ch íàçîâ¼ì ëþáîé
ïðÿìîóãîëüíèê ñî ñòîðîíàìè, ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûì y = x è
y = −x ñîîòâåòñòâåííî. Ýëåìåíòàðíîé îáëàñòüþ íàçîâåì âíóòðåííîñòü
ýëåìåíòàðíîãî ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà 7 [5]. Ïóñòü f ∈ Hh (D) , ãäå D ⊂ D (f) � ýëåìåíòàðíàÿ
îáëàñòü, |u′x (x, y)| ̸=

∣∣u′y (x, y)∣∣ â îáëàñòè D . Òîãäà E = f (D) �
ýëåìåíòàðíàÿ îáëàñòü.

Îïðåäåëåíèå 5. Ñòàíäàðòíûì íàçîâåì êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî ñî
ñâÿçíîé âíóòðåííîñòüþ, îãðàíè÷åííîå çàìêíóòîé ëîìàíîé, îáðàçîâàííîé
êîíå÷íûì ÷èñëîì îòðåçêîâ, ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûì y = x èëè y = −x .
Ñòàíäàðòíîé îáëàñòüþ íàçîâåì âíóòðåííîñòü ñòàíäàðòíîãî ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà 8 [5]. Ïóñòü f ∈ Hh (D) , ãäå D ⊂ D (f) � ñòàíäàðòíàÿ
îáëàñòü, |u′x (x, y)| ̸=

∣∣u′y (x, y)∣∣ â îáëàñòè D . Òîãäà E = f (D) �
ñòàíäàðòíàÿ îáëàñòü.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ Dk íàçûâàåòñÿ
èñ÷åðïàíèåì ìíîæåñòâà D , åñëè

1. D1 ⊂ D2 ⊂ . . . ⊂ Dk ⊂ Dk+1 ⊂ . . . ,

2.
∞⋃
k=1

Dk = D .

Òåîðåìà 9 [5]. Ïóñòü D ⊂ Ch � îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ
êóñî÷íî-ãëàäêîé çàìêíóòîé êðèâîé ∂D , {Dk}∞k=1 � å¼ èñ÷åðïàíèå
ñòàíäàðòíûìè îáëàñòÿìè, f ∈ Hh (Dk) ∀k . Òîãäà
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1. f (Dk) ⊂ f (Dm) ïðè k < m ,

2. f (D) = f

( ∞⋃
k=1

Dk

)
=

∞⋃
k=1

f(Dk) ,

3. f ∈ Hh (D) ,

4. Åñëè äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . Ek = f(Dk) � îáëàñòü, òî E = f (D) −
îáëàñòü è {Ek}∞k=1 � å¼ èñ÷åðïàíèå ñòàíäàðòíûìè îáëàñòÿìè.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü òåîðåìû î ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ
h-ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé è ñðàâíèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè óòâåðæäåíèÿìè êëàññè÷åñêîãî êîìïëåêñíîãî àíàëèçà.

Äëÿ h-ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé îáû÷íûé ïðèíöèï ñîõðàíåíèÿ
îáëàñòè íå èìååò ìåñòà. Íàïðèìåð, îáðàçîì îòêðûòîãî h-êðóãà
D = {∥z∥ < 1} ïðè îòîáðàæåíèè f (z) = (1 + j) · u (x+ y) áóäåò
èíòåðâàë γ = {w = (1 + j) · u (x+ y) | − 1 < x+ y < 1} , êîòîðûé íå
ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ â Ch . Äëÿ h-ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé âåðíà ñëåäóþùèå
òåîðåìû.

Òåîðåìà 10 [6]. Ïóñòü ôóíêöèÿ w = f (z) = u (x, y) + jv (x, y)
h-ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D ⊂ Ch , u′x , u

′
y íåïðåðûâíû â îáëàñòè D . Åñëè

|u′x (x, y)| ̸=
∣∣u′y (x, y)∣∣ âñþäó â D , òî ìíîæåñòâî E = f (D) ÿâëÿåòñÿ

îáëàñòüþ. Åñëè |u′x (x, y)| ≡
∣∣u′y (x, y)∣∣ âñþäó â D , òî f (D) � îòêðûòûé

èíòåðâàë âèäà

γ =

{
w = (1± j) · u

(
x± y

2

)
+ jC | C ∈ R; (x; y) ∈ D

}
.

Òåîðåìà 11 (Î ãëîáàëüíîì h-äèôôåîìîðôèçìå) [11]. Ïóñòü
ôóíêöèÿ w = f (z) = u (x, y) + jv (x, y) h-ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D ⊂ Ch è
|u′x(x, y)| ̸= |u′y(x, y)| äëÿ ëþáûõ (x, y) òàêèõ, ÷òî z = x + jy ∈ D . Òîãäà
f h-äèôôåîìîðôíî îòîáðàæàåò îáëàñòü D íà îáëàñòü E = f (D) . Ïðè
ýòîì äëÿ ïðîèçâîäíîé îáðàòíîé ôóíêöèè f−1 : E → D âåðíà ôîðìóëà(

f−1(w)
)′
=

1

f ′(z)
.

Ïðèíöèï ìàêñèìóìà íîðìû äëÿ h-ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé
ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîðåìà 12 [6]. Ïóñòü ôóíêöèÿ w = f (z) = u (x, y) + jv (x, y)
h-ãîëîìîðôíà â îáëàñòè D ⊂ Ch . Åñëè |u′x (x, y)| ≠

∣∣u′y (x, y)∣∣ âñþäó â
D , òî ôóíêöèÿ ∥f (z)∥ íå ìîæåò äîñòèãàòü ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà âî
âíóòðåííåé òî÷êå îáëàñòè D .
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Ñëåäñòâèå 1. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 12 f ∈ C
(
D̄
)
, òî ôóíêöèÿ

∥f (z)∥ äîñòèãàåò ìàêñèìóìà íà ãðàíèöå ∂D .

Ñëåäñòâèå 2. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 12 f (z) ̸= 0 äëÿ ëþáîé òî÷êè
z ∈ D , òî ∥f (z)∥ íå ìîæåò äîñòèãàòü ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà âíóòðè D .

Äëÿ h-ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé êëàññè÷åñêèé ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ
ãðàíèö íå èìååò ìåñòà. Èç-çà íàëè÷èÿ â êîëüöå Ch äåëèòåëåé íóëÿ
h-ãîëîìîðôíàÿ â îáëàñòè ôóíêöèÿ ìîæåò âîîáùå íèêàê íå ïðîäîëæàòüñÿ íà
ãðàíèöó îáëàñòè. Ïðè âûïîëíåíèè áîëåå ñèëüíûõ óñëîâèé h-ãîëîìîðôíóþ
ôóíêöèþ ìîæíî ïðîäîëæèòü äî h-äèôôåîìîðôèçìà çàìêíóòûõ îáëàñòåé.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü Γ � êóñî÷íî-ãëàäêàÿ êðèâàÿ â Ch ,
t = σ+ jω . Ôóíêöèÿ f : Γ → Ch íàçûâàåòñÿ h-ãîëîìîðôíîé â òî÷êå t ∈ Γ ,
åñëè

f(t+∆t)− f(t) = f ′(t)∆t+ α(∆t)∆t,

ãäå t+∆t ∈ Γ, f ′(t) = 1+j
2 φ

′(σ+ω)+ 1−j
2 ψ

′(σ−ω), lim
∆t→0

α(∆t) = 0, à φ, ψ �

íåêîòîðûå äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè. Ôóíêöèÿ f

h-ãîëîìîðôíà íà Γ , åñëè f h-ãîëîìîðôíà â ëþáîé òî÷êå t ∈ Γ .

Òåîðåìà 13 (Óñèëåííûé ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ ãðàíèö) [11].
Ïóñòü D ⊂ Ch � îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ çàìêíóòîé êóñî÷íî-ãëàäêîé
êðèâîé ∂D , f ∈ Hh (D) , E = f (D) , f ′(z) íå îáðàùàåòñÿ â äåëèòåëü
íóëÿ íà D . Åñëè äëÿ ëþáîãî t ∈ D ñóùåñòâóåò lim

D∋z→t
f ′(z) , îòëè÷íûé îò

äåëèòåëÿ íóëÿ, òî f : D → E ìîæíî ïðîäîëæèòü äî h-äèôôåîìîðôèçìà
çàìêíóòûõ îáëàñòåé.

Â ãëàâå 3 ñôîðìóëèðîâàíà è äîêàçàíà òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè äëÿ
h-àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, äîêàçàíû òåîðåìû î ðàâíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè
h-ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé ìíîãî÷ëåíàìè; ðàññìîòðåíû ñâîéñòâà ðàâíîìåðíî
ñõîäÿùèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé h-ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.

Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìû î ïðèáëèæåíèè h-êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé
ìíîãî÷ëåíàìè.

Òåîðåìà 14 [8]. Ïóñòü f : [a, b] → Ch íåïðåðûâíà íà îòðåçêå
[a, b] ∈ R . Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ Pn(x) ,
n ∈ N ñ êîýôôèöèåíòàìè èç Ch , ðàâíîìåðíî ñõîäÿùàÿñÿ íà [a, b] ê
ôóíêöèè f(x) .

Îïðåäåëåíèå 8. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn (z) , n ∈ N
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî ê ôóíêöèè f (z) íà ìíîæåñòâå D ⊂ Ch , åñëè

∀ε > 0 ∃n(ε) ∀n ≥ n(ε) ∀z ∈ D : ∥fn(z)− f(z)∥ ≤ ε.
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Îïðåäåëåíèå 9. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn (z) , n ∈ N
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî âíóòðè îáëàñòè D ⊂ Ch , åñëè îíà ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî íà ëþáûõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâàõ K ⊂ D .

Òåîðåìà 15 [8]. Ïóñòü f ∈ Hh (B) , ãäå B = {∥z − z0∥ < r} ⊂ Ch �
íåêîòîðûé îòêðûòûé h-êðóã ñ öåíòðîì â òî÷êå z0 . Òîãäà ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ Pn(z) , n ∈ N , ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ ê
ôóíêöèè f (z) âíóòðè B .

Òåîðåìà 16 [8]. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü h-ãîëîìîðôíûõ â
îáëàñòè D ⊂ Ch ôóíêöèé fn (z) , n ∈ N ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî âíóòðè D
ê ôóíêöèè f (z) . Òîãäà f (z) h-ãîëîìîðôíà â D .

Òåîðåìà 17 [8]. Ïóñòü B = {∥z − z0∥ < r} � h-êðóã ñ öåíòðîì â
òî÷êå z0 = a+b

2 ðàäèóñà r = b−a
2 , ãäå 0 < a < b < +∞ , ôóíêöèè

fn (z) , n ∈ N h-ãîëîìîðôíû â B . Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn (t) ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî íà [a, b] ⊂ R ê äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè
f (t) , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn (z) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî âíóòðè B ê
h-ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè (2).

Îäíàêî, òåîðåìû 16 è 17 íå ñîäåðæàò èíôîðìàöèè î ïðîèçâîäíîé
ïðåäåëüíîé ôóíêöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè h-ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé.
Ïîêàæåì, ÷òî ïðè äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèÿõ âåðíà áîëåå îáùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 18 [8]. Ïóñòü D ⊂ Ch � îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü,
îãðàíè÷åííàÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé çàìêíóòîé êðèâîé, fn, f

′
n ∈ Hh (D) , ∀n ∈ N ;

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîèçâîäíûõ f ′n (z) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî âíóòðè D
ê h-ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè g (z) ; ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn (z0)
ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå z0 ∈ D . Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn (z)
ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî âíóòðè D ê íåêîòîðîé ôóíêöèè f ∈ Hh (D) è
f ′ (z) = g(z) ∀z ∈ D .

Îïðåäåëåíèå 10. Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
fn : D ⊂ Ch → Ch , n ∈ N íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíîé â D , åñëè ëþáàÿ
å¼ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîäåðæèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùóþñÿ
ðàâíîìåðíî âíóòðè îáëàñòè D .

Äëÿ h-ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé êëàññè÷åñêèé ïðèíöèï êîìïàêòíîñòè
íåâåðåí. Ïðè áîëåå ñèëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 19 (Ïðèíöèï êîìïàêòíîñòè) [8]. Ïóñòü D ⊂ Ch �
îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé çàìêíóòîé êðèâîé ∂D ,
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fn ∈ Hh (D) ∀n ∈ N è äëÿ ëþáîãî êîìïàêòà K ⊂ D ñóùåñòâóåò òàêîå
÷èñëî M (K) , ÷òî

∥fn(z)∥ ≤M (K) , ∥f ′n(z)∥ ≤M (K) ∀n ∈ N, ∀z ∈ K.

Òîãäà ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn (z) êîìïàêòíà âíóòðè D .

Îïðåäåëåíèå 11. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ h-àíàëèòè÷åñêîé â òî÷êå
z0 ∈ D , åñëè ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ îêðåñòíîñòü ýòîé òî÷êè, â êîòîðîé
f ðàçëàãàåòñÿ â ñõîäÿùèéñÿ ñòåïåííîé ðÿä

f (z) =
∞∑
k=0

ck (z − z0)
k , ck ∈ Ch.

Òåîðåìà 20 (Òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè) [4]. Ïóñòü f1 è f2
h-àíàëèòè÷íû â îáëàñòè D ⊂ Ch , f1 (zk) ≡ f2 (zk) , ãäå zk ∈ D ,
lim
k→∞

zk = z0 ∈ D , (1± j) · (zk − z0) ̸= 0 k = 1, 2, ... Òîãäà f1 (z) ≡ f2 (z)

âñþäó â D .

Ïóñòü fn(z) =
∑∞

k=0 d
n
k (z − z0)

k , n ∈ N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ôóíêöèé, h-àíàëèòè÷åñêèõ â h-êðóãå B = {∥z − z0∥ < r} .

Îïðåäåëåíèå 12. Ôóíêöèÿ fM (z) íàçûâàåòñÿ h-àíàëèòè÷åñêîé
ìàæîðàíòîé äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè fn (z) â B , åñëè îíà ïðåäñòàâèìà
â âèäå ñóììû ñòåïåííîãî ðÿäà fM(z) =

∑∞
k=0Mk (z − z0)

k , ñõîäÿùåãîñÿ â
B è òàêîãî, ÷òî ∥dnk∥ ≤Mn ∀k, n ∈ N .

Òåîðåìà 21 [8]. Ïóñòü fn(z) =
∑∞

k=0 d
n
k (z − z0)

k �
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, h-àíàëèòè÷åñêèõ â h-êðóãå
B = {∥z − z0∥ < r} , èìåþùàÿ â B h-àíàëèòè÷åñêóþ ìàæîðàíòó. Åñëè
äëÿ ëþáîãî k ∈ N ñóùåñòâóåò dk = lim

n→∞
dnk , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

fn (z) ñõîäèòñÿ ðàâíîìåðíî âíóòðè B ê h-àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè
f(z) =

∑∞
k=0 dk (z − z0)

k .

Îïðåäåëåíèå 13. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn (z) ôóíêöèé,
h-àíàëèòè÷åñêèõ â îáëàñòè D ⊂ Ch , íàçûâàåòñÿ êîìïàêòíîé
â ñåáå â ýòîé îáëàñòè, åñëè ëþáàÿ å¼ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ñîäåðæèò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ âíóòðè D
ê h-àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè.

Òåîðåìà 22 [8]. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn (z) ,
h-àíàëèòè÷åñêèõ â îáëàñòè D ⊂ Ch , êîìïàêòíà â ñåáå â ýòîé îáëàñòè
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è ñõîäèòñÿ íà íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè zk ∈ D , k ∈ N , òàêîé,
÷òî ñóùåñòâóåò lim

k→∞
zk = z ∈ D è äëÿ ëþáîãî k ∈ N ðàçíîñòü (zk − z)

íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ. Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn (z) ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî âíóòðè D ê h-àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè.

Â ãëàâå 4 ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà h-öåëûõ ôóíêöèé è ìíîãî÷ëåíîâ
h-êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Â íåé èññëåäîâàíî ïîâåäåíèå h-öåëûõ ôóíêöèé
â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè.

Îïðåäåëåíèå 14. Ôóíêöèÿ f(z) = u(x, y) + jv(x, y) íàçûâàåòñÿ
h-öåëîé, åñëè u(x, y) è v(x, y) áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìû â R2 è âåðíû
ðàâåíñòâà (1).

Î÷åâèäíî, ñóììà è ïðîèçâåäåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà h-öåëûõ ôóíêöèé
ñíîâà áóäåò h-öåëîé ôóíêöèåé. Èç ðàâåíñòâ (1) âûòåêàåò, ÷òî äëÿ h-öåëîé
ôóíêöèè f (z) âî âñåõ òî÷êàõ z ∈ Ch âåðíî ïðåäñòàâëåíèå (2). Òàêèì
îáðàçîì, âñå ïðîèçâîäíûå h-öåëîé ôóíêöèè òàêæå ÿâëÿþòñÿ h-öåëûìè
ôóíêöèÿìè è

f (k) (z) =
1 + j

2
f (k) (x+ y) +

1− j

2
f (k) (x− y) , k = 0, 1, 2, . . . (5)

Òî÷êà z = ∞ ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé èçîëèðîâàííîé îñîáîé òî÷êîé h-öåëîé
ôóíêöèè. Èç (2) ëåãêî âûâîäèòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 23 [7]. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(z) h-öåëàÿ. Åñëè ñóùåñòâóåò
lim
z→∞

f (z) = d ∈ Ch , òî f (z) ≡ d â Ch .

Èç ôîðìóëû (2) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî åñëè áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìàÿ
ôóíêöèÿ f (x) îãðàíè÷åíà íà âåùåñòâåííîé îñè, òî h-öåëàÿ ôóíêöèÿ f (z) ,
îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì (2), îãðàíè÷åíà âñþäó â Ch . Íàïðèìåð, ∀z ∈ Ch

∥sin z∥ ≤ 1 ,
∥∥∥e−z2

∥∥∥ ≤ 1 . Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà Ëèóâèëëÿ äëÿ h-öåëûõ

ôóíêöèé íå âåðíà.
Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Âåéåðøòðàññà íåïîñðåäñòâåííî íà h-öåëûå

ôóíêöèè íå ïåðåíîñèòñÿ. Íàëàãàÿ íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé
äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ, ïîëó÷èì ñëåäóþùèé àíàëîã ýòîé òåîðåìû.

Òåîðåìà 24 [7]. Ïóñòü ck ∈ Ch � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òàêàÿ, ÷òî

1. 0 < ∥c1∥ ≤ · · · ≤ ∥ck∥ ≤ ∥ck+1∥ ≤ . . . ,

2. ck íå ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì íóëÿ ∀k ,

3. lim
k→∞

ck = ∞, lim
k→∞

1
ck

= 0 .
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Òîãäà ñóùåñòâóåò h-öåëàÿ ôóíêöèÿ

f (z) =
∞∏
k=1

(
1− z

ck

)
e

z
ck
+ 1

2

(
z
ck

)2
+···+ 1

k

(
z
ck

)k
,

èìåþùàÿ íóëè â òî÷êàõ ck .

Îïðåäåëåíèå 15. Ïîðÿäêîì h-öåëîé ôóíêöèè f (z) íàçîâ¼ì ÷èñëî

ρ = lim
r→∞

ln lnMf (r)

ln r
.

Òèïîì h-öåëîé ôóíêöèè f (z) ïîðÿäêà ρ íàçîâ¼ì ÷èñëî

σ = lim
r→∞

lnMf (r)

rρ
.

Äàëüíåéøèå ðàññóæäåíèÿ î îá îöåíêàõ ðîñòà áóäóò îñíîâûâàòüñÿ íà
ïðåäñòàâëåíèè h-öåëûõ ôóíêöèé â âèäå êàíîíè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 16. Ïåðâè÷íûì ìíîæèòåëåì íàçîâ¼ì ôóíêöèþ

G (u; p) = (1− u) eu+
1
2u

2+...+ 1
pu

p

, p ∈ N .

Ïðè p = 0
G (u; 0) = 1− u .

Îïðåäåëåíèå 17. Êàíîíè÷åñêèì ïðîèçâåäåíèåì íàçîâ¼ì ðàâíîìåðíî
ñõîäÿùååñÿ áåñêîíå÷íîå ïðîèçâåäåíèå

F (z) =
∞∏
k=1

G

(
z

ck
; p

)
, (6)

ãäå p � íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, ïðè êîòîðîì ñõîäèòñÿ ðÿä
∑∞

k=1
1

|ck|p+1 .

Îïðåäåëåíèå 18. ×èñëî p íàçîâ¼ì ðîäîì êàíîíè÷åñêîãî
ïðîèçâåäåíèÿ (6).

Òåîðåìà 25 [7]. Êàíîíè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå (6) � h-öåëàÿ ôóíêöèÿ.
Ïðè ýòîì, åñëè p = 0 , òî âåðíà îöåíêà

∥F (z)∥ ≤ eB1∥z∥ , (7)

ãäå B1 =
∑∞

k=0

∥∥∥ 1
ck

∥∥∥ . Åñëè p ∈ N , òî äëÿ ëþáîãî z ∈ {∥z∥ ≤ R}
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∥F (z)∥ ≤ e
2∥z∥

k0−1∑
k=0

∥∥∥ 1
ck

∥∥∥+ 1
2∥z∥

2
k0−1∑
k=0

∥∥∥ 1
ck

∥∥∥2+···+ 1
p∥z∥

p
k0−1∑
k=0

∥∥∥ 1
ck

∥∥∥p
·

·e
1

p+1Bp+1∥z∥p+1 2
p+1Bp+2∥z∥p+2

= (8)

= e
∥z∥

k0−1∑
k=0

∥∥∥ 1
ck

∥∥∥+ p∑
m=1

(
1
m∥z∥m

k0−1∑
k=0

∥∥∥ 1
ck

∥∥∥m)+ 1
p+1Bp+1∥z∥p+1 2

p+1Bp+2∥z∥p+2

,

ãäå Bp+1 =
∑∞

k=0

∥∥∥ 1
ck

∥∥∥p+1

, Bp+2 =
∑∞

k=0

∥∥∥ 1
ck

∥∥∥p+2

, k0 çàâèñèò îò R .

Íåðàâåíñòâà (7) è (8) äàþò äîñòàòî÷íî ãðóáóþ îöåíêó ðîñòà
h-öåëîé ôóíêöèè âíóòðè h-êðóãà {∥z∥ ≤ R} . Åñëè îãðàíè÷èòñÿ ñëó÷àåì
âåùåñòâåííûõ êîðíåé, òî ìîæíî ïîëó÷èòü âåðõíþþ îöåíêó äëÿ ïîðÿäêà
êàíîíè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ïóñòü ak � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåùåñòâåííûõ
÷èñåë òàêàÿ, ÷òî

0 < |a1| ≤ . . . ≤ |ak| ≤ |ak+1| ≤ ..., lim
k→∞

ak = ∞ .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç n (r) ÷èñëî òî÷åê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ak , ëåæàùèõ â
h-êðóãå {∥z∥ ≤ r} .

Îïðåäåëåíèå 19. Ïîêàçàòåëåì ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ak
íàçîâ¼ì ÷èñëî ρ1 = inf λ , λ ∈ N , òàêèõ, ÷òî ñõîäèòñÿ ðÿä

∑∞
k=1 |ak|

−λ .

Îïðåäåëåíèå 20. Ïîðÿäêîì ôóíêöèè n (r) íàçîâ¼ì ÷èñëî

ρ̃1 = lim
r→∞

lnn (r)

ln r
.

Òåîðåìà 26 [7]. Ïîêàçàòåëü ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ak
ðàâåí ïîðÿäêó ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèè n (r) .

Ïóñòü p � íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, ïðè êîòîðîì ñõîäèòñÿ ðÿä
∑∞

k=1 |ak|
−p−1.

Òåîðåìà 27 [7]. Êàíîíè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå

F (z) =
∞∏
k=1

G

(
z

ak
; p

)
(9)

âñþäó â Ch , êðîìå òî÷åê z = ak , óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

ln ∥F (z)∥ < Kpr
p

(� r

0

n (t) dt

tp+1
+ r

� ∞

r

n (t) dt

tp+2

)
,

ãäå r = ∥z∥ , Kp = 3e (p+ 1) (2 + ln p) . Ïðè p ∈ N , K0 = 1 .
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Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü àíàëîã òåîðåìû Áîðåëÿ

Òåîðåìà 28 (Àíàëîã òåîðåìû Áîðåëÿ) [7]. Ïîðÿäîê ρ
êàíîíè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ (9) íå ïðåâûøàåò ïîêàçàòåëÿ ñõîäèìîñòè
ρ1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ak .

Çàìå÷àíèå 1. Òåîðåìà 28 äà¼ò ëèøü âåðõíþþ îöåíêó ïîðÿäêà
êàíîíè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ.

Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîãî ñëó÷àÿ,
ïîðÿäîê êàíîíè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ðàâåí ïîêàçàòåëþ
ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîðíåé. Êðîìå òîãî, â ãëàâå 4 äàíû âåðõíèå
îöåíêè ïîðÿäêà è òèïà ôóíêöèé, h-àíàëèòè÷åñêèõ â Ch .

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Îñíîâíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè

1. Ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû òåîðåìû îá îáùåì âèäå,
äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ ñâîéñòâàõ h-ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé
[3, 4, 9, 10, 13].

2. Ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû òåîðåìû î ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ
h-ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ îòîáðàæåíèé [5, 6, 14, 11].

3. Ñôîðìóëèðîâàíû è äîêàçàíû òåîðåìû î ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèõñÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ h-ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé [1, 8].

4. Ïîëó÷åíû îöåíêè ïîðÿäêà è òèïà h-öåëûõ ôóíêöèé [2, 7, 12].

Ðåêîìåíäàöèè ïî ïðàêòè÷åñêîìó èñïîëüçîâàíèþ ðåçóëüòàòîâ

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íîñÿò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Îíè ìîãóò
ïðèìåíÿòüñÿ ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷ íåêëàññè÷åñêîãî êîìïëåêñíîãî àíàëèçà,
ìåõàíèêè ðåàëüíûõ æèäêîñòåé, ïñåâäîåâêëèäîâîé ãåîìåòðèè, à òàêæå
èñïîëüçîâàòüñÿ â ó÷åáíîì ïðîöåññå ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ ïî ñîâðåìåííîìó
àíàëèçó.
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ÐÅÇÞÌÅ

Ïàâëîâñêèé Âëàäèñëàâ Àíäðååâè÷

Ãåîìåòðè÷åñêèå è àíàëèòè÷åñêèå ñâîéñòâà
h-ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîæåñòâî h-êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, äåëèòåëè
íóëÿ, h-ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè, îòîáðàæåíèÿ ñòàíäàðòíûõ îáëàñòåé,
ãåîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ h-ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé, ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé h-êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
h-àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé, h-öåëûå ôóíêöèè, ðîñò h-öåëûõ ôóíêöèé.

Öåëü ðàáîòû: èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ ôóíêöèé h-êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî, ïîñòðîåíèå ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðèè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû
âåùåñòâåííîãî, êîìïëåêñíîãî è ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà.

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è èõ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû
ñëåäóþùèå íîâûå ðåçóëüòàòû:

� òåîðåìû îá îáùåì âèäå, êîíå÷íûõ ïðèðàùåíèÿõ, ëîêàëüíîé
îáðàòèìîñòè h-ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé;

� òåîðåìà îá îáðàçå ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè ïðè h-ãîëîìîðôíîì
îòîáðàæåíèè;

� òåîðåìà î ãëîáàëüíîì h-äèôôåîìîðôèçìå, ïðèíöèïû ñîõðàíåíèÿ
îáëàñòè, ìàêñèìóìà íîðìû è ñîîòâåòñòâèÿì ãðàíèö äëÿ h-ãîëîìîðôíûõ
ôóíêöèé;

� òåîðåìû îá h-ãîëîìîðôíîñòè è h-àíàëèòè÷íîñòè ïðåäåëà
ôóíêöèîíàëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à òàêæå îá àïïðîêñèìàöèè
h-êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé ìíîãî÷ëåíàìè;

� îöåíêè ðîñòà h-öåëûõ ôóíêöèé â òåðìèíàõ êàíîíè÷åñêîãî
ïðîèçâåäåíèÿ.

Ðåêîìåíäàöèè ïî èñïîëüçîâàíèþ. Ðåçóëüòàòû ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ
ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷ íåêëàññè÷åñêîãî êîìïëåêñíîãî àíàëèçà, ìåõàíèêè
ðåàëüíûõ æèäêîñòåé, ïñåâäîåâêëèäîâîé ãåîìåòðèè è â ó÷åáíîì ïðîöåññå
ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ ïî ñîâðåìåííîìó àíàëèçó äëÿ ñòóäåíòîâ
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ñïåöèàëüíîñòåé.

Îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ: íåêëàññè÷åñêèé êîìïëåñêíûé àíàëèç, ïëîñêàÿ
òåîðèÿ îòíîñèòåëüíîñòè, ìåõàíèêà ñæèìàåìûõ æèäêîñòåé.
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ÐÝÇÞÌÝ

Ïà²ëî²ñêi Óëàäçiñëà² Àíäðýåâi÷

Ãåàìåòðû÷íûÿ i àíàëiòû÷íûÿ ²ëàñöiâàñöi
h-ãàëàìîðôíûõ ôóíêöûé

Êëþ÷àâûÿ ñëîâû: ìíîñòâà h-êàìïëåêñíûõ ëiêà², äçåëüíiêi
íóëÿ, h-ãàëàìîðôíûÿ ôóíêöûi, àäëþñòðàâàííi ñòàíäàðòíûõ àáñÿãà²,
ãåàìåòðû÷íàÿ òýîðûÿ h-ãàëàìîðôíûõ ôóíêöûé, ðà²íàìåðíàÿ çáåæíàñöü
ïàñëÿäî²íàñöÿ² h-êàìïëåêñíûõ ôóíêöûé, ïàñëÿäî²íàñöi h-àíàëiòû÷íûõ
ôóíêöûé, h-öýëûÿ ôóíêöûi, ðîñò h-öýëûõ ôóíêöûé.

Ìýòà ïðàöû: äàñëåäàâàííå ²ëàñöiâàñöÿ² ôóíêöûé h-êàìïëåêñíàãà
ïåðàìåííàãà, ïàáóäîâà ýëåìåíòà² àäïàâåäíàé òýîðûi.

Ìåòàäû äàñëåäâàííÿ. Ó ðàáîöå âûêàðûñòî²âàëiñÿ ìåòàäû
ðý÷àiñíàãà, êàìïëåêñíàãà i ôóíêöûÿíàëüíàãà àíàëiçó.

Àòðûìàííûÿ âûíiêi i iõ íàâiçíà. Ó äûñåðòàöûi àòðûìàíû
íàñòóïíûÿ íîâûÿ âûíiêi:

� òýàðýìû àá àãóëüíûì âûãëÿäçå, êàí÷àòêîâûõ ïðûðîñòàõ, ëàêàëüíàé
çâàðà÷àëüíàñöi h-ãàëàìîðôíûõ ôóíêöûé;

� òýàðýìà àá âûÿâå àäâîëüíàãà àáñÿãó ïðû h-ãàëàìîðôíûì
àäëþñòðàâàííi;

� òýàðýìà àá ãëàáàëüíûì h-äûôåàìàðôiçìå, ïðûíöûïû çàõàâàííÿ
àáñÿãó, ìàêñiìóìó íîðìû i àäïàâåäíàñöi ìåæà² äëÿ h-ãàëàìîðôíûõ
ôóíêöûé;

� òýàðýìû àá h-ãàëàìîðôíàñöi i h-àíàëiòû÷íàñöi ëiìiòó
ôóíêöûÿíàëüíàé ïàñëÿäî²íàñöi, à òàêñàìà àá àïðàêñiìàöûi h-êàìïëåêñíûõ
ôóíêöûé ìíàãàñêëàäàìi;

� àöýíêi ðîñòó h-öýëûõ ôóíêöûé ó òýðìiíàõ êàíàíi÷íàãà çäàáûòêó.
Ðýêàìåíäàöûi ïà âûêàðûñòàííi. Âûíiêi ìîãóöü âûêàðûñòî²âàööà

ïðû äàñëåäàâàííi çàäà÷ íåêëàñi÷íàãà êàìïëåêñíàãà àíàëiçó, ìåõàíiêi
ðýàëüíûõ âàäêàñöåé, ïñå²äàå²êëiäàâàé ãåàìåòðûi i ² íàâó÷àëüíûì
ïðàöýñå ïðû âûêëàäàííi ñïåöêóðñà² ïà ñó÷àñíûì àíàëiçå äëÿ ñòóäýíòà²
ôiçiêà-ìàòýìàòû÷íûõ ñïåöûÿëüíàñöåé.

Ãàëiíà ²æûâàííÿ: íåêëàñi÷íû êàìïëåñêíû àíàëiç, ïëîñêàÿ òýîðûÿ
àäíîñíàñöi, ìåõàíiêà ñöiêàåìûõ âàäêàñöåé.
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SUMMARY

Pavlovsky Vladislav Andreevich

Geometric and analytical properties of the h-holomorphic
functions

Keywords: set of h-complex numbers, zero divisors, h-holomorphic
functions, standard domains mappings, geometric theory of h-holomorphic
functions, uniform convergence of sequences of h-complex functions, sequences
of h-analytic functions, h-entire functions, growth of h-entire functions.

Reserch aim: to study the properties of functions of h-complex variable,
to construct elements of the corresponding theory.

Reserch methotds. The work used methods of real, complex and
functional analysis.

Obtained results and their novelty. The following new results were
obtained:

� theorems on general form, �nite increments, local invertibility of
h-holomorphic functions;

� theorem on the image of an arbitrary domain under h-holomorphic
mapping;

� global h-di�eomorphism theorem, domain preservation (open mapping)
theorem, boundary matching (Caratheodory's) theorem and maximum norm
principle for h-holomorphic functions;

� theorems on the h-holomorphism and h-analyticity of the limit of
a functional sequence, also on the approximation of h-complex functions by
polynomials;

� estimates of the growth of h-entire functions in terms of the canonical
product.

Recommendations for use. The results can be used in the study
of problems of non-classical complex analysis, mechanics of real �uids,
pseudo-Euclidean geometry and in the educational process when reading special
courses on modern analysis for students of physical and mathematical specialties.

Application �eld: non-classical complex analysis, �at theory of relativity,
mechanics of compressible �uids.
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