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Рассматривается изотропная двухслойная полоса с высококонтрастными упру-

гими свойствами. Исходя из двухмерной теории упругости выведены уравнение типа 

Бернулли-Эйлера и уравнение типа Уфлянда-Миндлина, описывающие длинновол-

новую динамику двухслойной балки-полосы под действием объемных и поверхност-

ных сил. 
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Введение 

Существующие теории слоистых балок, пластин и оболочек основа-

ны, как правило, на введении кинматических гипотез, предполагающих 

определенный закон распределения тангенциальных перемещений по 

толщине слоя [1, 2]. Классические модели типа Бернулли-Эйлера для ба-

лок и Кирхгофа-Лява для пластин и оболочек не учитывают поперчные 

сдвиги и не удовлетворяют граничным условиям на свободной поверх-

ности. Теории первого, второго и высших порядков, основанные на ки-

нематических гипотезах, устраняют вышеуказанные недостатки, но они 
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достаточно сложны и пригодны, как правило, в случаях, когда свойства 

слоев различаются незначительно [3].  

Целью данной работы является вывод разрешающих уравнений для 

двухслойной балки-полосы с существенно различными механическими 

свойствами составляющих частей, которые описывают длинноволновую 

динамику. В качестве исходных используются двухмерные уравнения 

упругости. Рассматривается два случая: а) механические свойства слоев 

различаются незначительно; б) свойства слоев отличаются высокой кон-

трастностью. В первом случае выведено уравнение типа Бернулли-

Эйлера, а во втором случае получено уравнение типа Уфлянда-

Миндлина, учитывающее сдвиги в жестком слое. В качестве примера 

рассмотрены свободные колебания балки-полосы 

 

Постановка задачи 

 

Рассмотрим двухслойную балку-полосу, состоящую из двух различ-

ных жестко связанных изотропных упругих слоев толщиной kh , характе-

ризующихся константами Ламе k , k  и плотностями материалов 

k (k=1,2). Системы координат приведены на Рис.1.  На балку-полосу 

действуют как внешняя поверхностная нагрузка ( ) ( ) ( )

1 2( , )k k kQ q q , так и 

объемные силы ( ) ( ) ( )

1 2( , )k k kF f f . В качестве исходных используем двух-

мерные уравнения движения среды  
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где ( )k

ijs — компоненты тензора напряжений в обоих слоях, а ( ) ( )( , )k k

i ju x t  — 

компоненты вектора перемещений.  

Рассмотрим случай, когда 2 1 2 1,    , а также h l . Второе  

предположение заключается в малости общей толщины слоя по сравне-

нию с длиной волны либо длиной балки-полосы.  Введем два малых па-

раметра: 

 

2 1 21 1 2/ , / , 0, 1,h l E E h h h            (2) 

 



251 

 

Рис. Двухслойная балка-полоса под действием поверхностных  

и объемных сил системы координат 

 

Переходя в уравнениях (1) к безразмерному виду, подобно тому, как 

это было сделано в [4],  учитывая уравнения физического состояния для 

изотропного материала, и вводя асимптотические оценки   
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соответствующие случаю низкочастотных колебаний, приходим к систе-

ме дифференциальных уравнений [5] 
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где ( ) ( ) ( ) ( ), , , 1k k k kW U    - безразмерные нормальное и тангенциальное пе-

ремещения, а также напряжение сдвига и нормальное напряжение соот-

ветственно.  

 Граничные условия и условия на интерфейсе имеют вид: 
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Решение краевой задачи (4)–(6), отвечающей длинноволновой де-

формации, может быть найдено в виде формальных асимптотических ря-

дов 
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Уравнение типа Бернулли-Эйлера 

 

Рассмотри случай, когда 0  . Этот случай соответствует балке-

полосе, состоящей из двух изотропных слоев с разными, но близкими 

упругими свойствами.  

Асимптотическое интегрирование уравнение (4) с условиями (5) и 

6), приводит к последовательности уравнений, относительно неизвест-

ных функций, входящих в разложения (7). Ограничиваясь лишь главным 

приближением, приходим к уравнению 
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Ek – модуль Юнга k –ого слоя, а Fr – внешняя нагрузка, приведенная к 

интерфейсной линии [5]. 

Уравнение (9) описывает изгибные колебания интерфейсной линии 

двухслойной балки-полосы и соответствует модели, основанной на гипо-

тезах Бернулли-Эйлера. Данное уравнение не учитывает сдвиги в слоях. 

 

Уравнение типа Уфлянда-Миндлина  

 

Пусть 2  . Данный случай соответствует балке-полосе с высоко-

констрастными механическими свойствами составляющих слоев. В дан-
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ном случае поэтапное интегрирование уравнений (4) с учетом граничных 

и интерфейсных условий (5) - (6) приводит к последовательности диф-

ференциальных уравнений относительно неизвестных функций, фигури-

рующих в разложении (7). В частности, рассмотрение первых двух при-

ближений, дает дифференциальное уравнение типа Уфлянда-Миндлина 

[6]: 
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Здесь w0 – безразмерное нормальное перемещение интерфейсной линии, 
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F12 – внешние объемные и поверхностные силы, приведенные к интер-

фейсной поверхности, а 1  - коэффициент Пуассона жесткого слоя. 

В отличие от (8), уравнение (10) учитывает сдвиги, возникающие в 

жестком слое. Слагаемые, содержащие параметр   (см. [2] ) учитывают 

контрастность упругих свойств материалов.  Заметим, что полагая h2 = 0,  

мы приходим к уравнению типа Уфлянда-Миндлина, полученного для 

изотропной пластинки с корректирующим коэффициентом на сдвиг, 

равным  
1

5

6 
. 

 

Заключение 

 

В предположении малости отношения модулей мягкого и жесткого 

изотропных слоев для двухслойной балки-полосы, предложена асимпто-

тическая процедура интегрирования по толщине полосы двухмерных 

уравнений теории упругости. Предложенный метод позволяет построить 

иерархические модели для двухслойной балки-полосы с контрастными 

свойствами. В частности, рассматривая только главное приближение, 

можно получить уравнение типа Бернулли-Эйлера, справедливое при 

любом соотношении упругих характеристик слоев. Построение первых 

двух приближений с учетом высокой контрастности упругих свойств 

слоев, приводит к уравнению, соответствующему модели Уфлянда-

Миндлина. Во второй модели сдвиговые эффекты учитываются только в 
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более жестком слое, а для учета этого эффекта в более мягком слое необ-

ходимо рассмотреть приближение третьего порядка.  
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