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Постоянная С (p) находится из условия нормировки
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Каф едра теории ф ункций

У Д К  517.966
Р. Г АБАСОВ

В О П Р О С Ы  К О Н С Т Р У К Т И В Н О Й  Т Е О Р И И  
О П Т И М А Л Ь Н О Г О  У П Р А В Л Е Н И Я

1. Д в а д ц а т ь  пять  лет  тому н а з а д  с принципа м аксим ум а  Л . С. Понт- 
рягина  [1] — ф ундам ен тального  р езу л ьтата  прикладной м атем атики  
н ач алась  м атем ати ч еск ая  теория оптим альны х процессов. З а д а ч и  опти­
мального  управлен и я  возникли в современной технике, экономике, воен­
ном деле  и других сф ерах  человеческой деятельности , где успех, сущ ест­
венное р азвитие  связан ы  с исклю чительны ми затр атам и , с и сп ользова­
нием предельны х возмож ностей. П р акти ч еск ая  значимость результатов  
б ы ла  и остается  главной причиной больш ого интереса к новому р а зд ел у  
м атем ати к и  и бурного разви ти я  теории оптимального  управлен и я  в тече­
ние последней четверти века. П ринцип м акси м у м а  н ар яд у  с д и н ам и ч е ­
ским п рограм м ировани ем  Р. В ел л м ан а  [2] резко  увеличил интенсивность 
исследований по экстремальным) зад ач ам .

Успехи теории оптим ального  управлен и я  обыкновенными ди н ам и ч е­
скими системами стим улировали  исследования  по оптим изации систем 
с последействием [3], стохастических систем [4] и систем с р асп р ед ел ен ­
ными п ар ам етр ам и  [5]. В последнее десятилетне  много вни м ан ия  у д е л я ­
лось  теории д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы х  игр [6, 7], которая  яви лась  развитием  
теории оптимального- управлен и я  одним участником  на случай, когда 
в процессе управлен и я  принимаю т участие игроки с несовпадаю щ им и 
интересами.

Д остигнуты й к н астоящ ем у времени уровень теоретических р а з р а б о ­
ток  позволяет  д л я  лю бой п ри кладн ой  зад ач и  сф орм ули ровать  полный 
набор необходимы х условий оптим альности  [8].

Н еобходим ы е условия  оптим альности  позволяю т в ряде  случаев  полу­
чить таки е  качественны е х арактери сти ки  решения, которые в совокуп­
ности с известными свойствами конкретны х систем достаточны  д л я  по­
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строения полного решения. В при лож ен и ях  ш ироко используется и вто ­
рой путь, когда, исходя из необходимых условий оптимальности, строятся  
алгоритмы  вычисления оптим альны х управлений. Д л я  относительно про­
стых за д ач  с хорош о изученной д и нам икой  объектов  оптимизации у к а ­
зан н ы е  и другие аналогические  им способы явл яю тся  эф ф ективны м и. 
О д н ако  давно было замечено, что по мере услож нен ия  за д ач  д о ст и ж и ­
м ая  степень качественного исследования  у ж е  не достаточна д ля  построе­
ния эф ф ективны х алгоритмов. В первы е это обстоятельство  четко п р о яви ­
лось в за д ач а х  оптим ального  управлен и я  с ф азовы м и  ограничениями. 
З а те м  с подобными трудностям и столкнулись в стохастическом и а д а п ­
тивном управлении, в управлени и  системами с распределенны м и п а р а ­
метрами. Особенно сильно р азр ы в  м еж д у  качественны ми р езу л ьтатам и  
и возм ож ностью  их конструктивны х прилож ений ощ ущ ается  в теории 
д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы х  игр.

2. Следует  отметить, что в теории оптимизации еще за  десять  лет  до  
появления принципа м акси м ум а  был создан  и у ж е  в течение тридцати  
пяти лет  разви вается  раздел , полностью основанный на конструктивном 
подходе. Речь идет о линейном п рограм м ировани и  ( Л П ) .  Элементы Л П  
появились в тридцаты е  годы в рабо тах  Л . В. К анторовича, но к ак  м о щ ­
ное оруж и е  п ри кладн ой  м атем атики  Л П  оф орм илось  в 40— 50-е годы 
после создания Д ж .  Д ан ц и гом  симплекс-метода [9]. С появлением теории 
оптим альны х процессов как-то  см ялся  интерес к Л П .  К азалось ,  что этот 
элем ентарны й р азд ел  теории оптимизации достиг своего предела р а з в и ­
тия. И з  Л П  выросли сн а ч а л а  вы пуклое програм м ировани е , затем  нели­
нейное програм м ировани е  (Н П ) многочисленными р азд ел ам и , носящ ие 
в своих н азван и ях  слово «програм м ирование» , которое в ком бинации 
с другим и словам и о т р а ж а е т  специфику р азд ел а .  У дивительным бы ло  
то, что в течение длительного  времени две ветви теории оптимизации 
(Н П  и теория оптим ального  у п равлен и я)  р а зв и в ал и сь  совершенно н е за ­
висимо, различны м и путями, вы д ел яя  р азны е стороны проблемы  оптим и­
зации. В Н П  основные усилия н а п р ав л я л и сь  на создание эф ф ективны х 
алгоритмов, в оптим альном  уп равлени и  — на соверш енствование а н а л и ­
тических методов и результатов . О дн ако  в последние годы к а к  в опти­
м альн ом  управлении, т а к  и в Н П  явно усилились тенденции к в за и м ­
ному сближ ению . В оптим альном  уп равлени и  это проявилось в повы ш е­
нии интереса к применению вы числительны х методов Н П  д л я  расчета  
оптим альны х управлений, в Н П  — в переходе к исследованию  больш их 
зад ач ,  среди которы х особое вним ание  стали  п ри влекать  динам ические  
задачи . М ож но надеяться , что обе тенденции в недалеком  будущ ем п ри ­
ведут  к созданию  единой теории оптимизации, состоящ ей из тонких к а ­
чественных и эф ф ективны х конструктивны х методов.

К аж д ы й , кто собирается  зан яться  конструктивны ми м етодам и опти­
м ального  управлени я  нелинейными системами, довольно быстро путем 
н еслож н ы х рассуж ден и й  приходит к мысли о необходимости изучения 
и а н а л и за  методов реш ения з а д ач  Л П .  Д ействительно, любой э ф ф ек т и в ­
ный алгоритм  построения оптим ального  управлен и я  в нелинейной за д ач е  
долж ен  быть достаточно эф ф ективны м  и в линейной задаче , ибо среди 
п ри кладн ы х  нелинейных з а д ач  очень много слабонелинейных, д л я  кото­
рых эф ф ек т  линейности ещ е очень заметен . По аналогичны м причинам 
принципы, зал о ж ен н ы е  в алгоритм ы  оптим изации динам ических  систем, 
д о л ж н ы  быть эф ф ективны м и и д ля  статических задач .

Р ассм отри м  общ ую  линейную  статическую  за д ач у  оптимизации
с Д - и п а х ,  b * ^ A x ^ b * ,  d ^ ^ x ^ d * ,  (1)

где А  — m X n -матрица. Р азл и ч н ы е  частны е случаи  зад ач и  (1) и сследо­
вались  многими учеными. С оврем енная  теория линейного про гр ам м и р о ­
вания  имеет р яд  закон чен ны х аналитических  результатов  и эф ф ек тивны х  
всесторонне испытанны х численных алгоритмов. Среди последних особое 
место зан и м ает  симплекс-метод, основной вар и ан т  которого р а зр а б о т а н  
д л я  канонической задачи .
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с 'лг-ипах, A x  =  b, (2)
И менно он в разли чн ы х  версиях ш ироко представлен  в м атем атическом  
обеспечении современных ЭВМ . П оэтом у ан ал и з  классических кон струк­
тивных методов с целью их обобщ ения и использования  в оптим альном  
управлени и естественно н ач ать  с симплекс-метода.

О сновные достоинства симплекс-метода: 1) он точный и прямой, т. е. 
в процессе его работы  все ограничения зад ач и  постоянно выполняю тся; 
2) он релаксационны й, т. е. в нем от итерации к итерации значение целе­
вой функции увеличивается ; 3) он конечен, т. е. решение зад ач и  п олу­
чается  с помощ ью конечного числа итераций на ЭВМ. Перечисленные 
свойства  позволяю т в лю бой момент процесса  реш ения зад ач и  иметь 
план, который лучш е начального. К недостаткам  симплекс-метода м ож но 
отнести следую щее: 1) он начинает  работу  только  со специального  (б а ­
зисного) плана , н а ч аль н ая  ин ф орм аци я  в практической за д ач е  не о б я з а ­
тельно имеет плоский вид; 2) на каж до й  итерации базисный план  преоб­
разуется  в базисный, что п ред ставляет  ограничение на принцип п р е о б р а ­
зован и я  информации, не вы званное существом задач и ; в алгоритм е нет 
кри тери я  остан ова  после построения е-оптимального п лана .

В основу нового метода реш ения линейны х за д ач  [10], в котором почти 
полностью  сохранены  и в значительной м ере преодолены  отмеченные 
недостатки, полож ен а  за д а ч а  (1). Выбор модели (1) вместо (2) позво­
л я е т  более точно учесть особенности конкретны х при кладн ы х  з а д ач  и со­
гл асо вать  их с априорной ин ф орм аци ей  о п ланах . В новом методе учтена 
возм ож н ость  использования  лю бой информации, о т р а ж а ю щ е й  опыт 
ф ункционирования  реальны х систем, догадки  и интуицию специалистов 
и т. п. Чем ценнее эта  информ ация , тем меньш е з а т р а т  на ее а л го р и тм и ­
ческое преобразован и е  с целью получения е -оптим альны х планов. С и м п ­
лекс-алгоритм  на геометрическом язы ке  явл яется  реализаци ей  принципа 
нап равленн ого  перемещ ения по верш и нам  м н ож ества  планов. А лгоритм  
нового метода основан на принципе уменьш ения оценки су боп ти м аль­
ности. Этот принцип непосредственно связан  с расш иренной целью  з а ­
д ач и  (1), под которой понимается  не вычисление оптимального  п л ан а  х°, 
а построение д л я  задан ного  е ^ О  субоптимального  п лан а  х е(с 'х°— 
— с 'хе^ г ) .  П ри  этом не н ак л ад ы в ается  других условий на способ п р е ­
о б р азо в ан и я  информации.

Численны е эксперим енты  на Э В М  п о к азали  эф ф ективность  нового 
метода. Сейчас р а зр а б о та н ы  различны е его м одификации, об лад аю щ и е  
р ядом  преимущ еств перед основным вариантом .

С имплекс-метод  —  основной метод, но им не исчерпы вается  арсенал  
м етодов Л П . Р а б о та  в этой области  п р о д о л ж ается  и по сей день. И ссл е ­
дован ия  особенно интенсифицировались в связи  с необходимостью р еш е­
ния больш их за д ач  специальной структуры, среди которых стали  вы д е­
л я т ь  динам ические  задач и . В ответ на это в теории оптимизации н аряду  
с  ан ализом  ранее  известных методов стали  р а зр аб аты в ать ся  новые, среди 
которы х в последние годы особое внимание уделялось  приближ енны м  
м етодам  и, в частности, м етодам  с модифицированной функцией Л а г ­
р а н ж а .

В линейном и нелинейном програм м ировани и  наступает  этап р асп р о ­
стран ения  и обобщ ения испытанны х алгоритмов реш ения статических 
з а д а ч  на динам ические  задач и . Таким образом  осущ ествляется  посте­
пенная состы ковка у казан н ы х  методов с конструктивной теорией опти­
м ального  управления.

3. П од  конструктивной теорией оптим ального  управлен и я  поним ается  
т а  часть общей теории оптим альны х процессов, в которой в основу изу ­
чения оптим альны х управлени й  полож ены  алгоритмы  их численного 
построения. П ри  этом те или иные аналитические  характери сти ки  опти­
м ал ьн ы х  управлений, описание которых является  основной целью  качест ­
венной теории, получаю тся попутно к а к  свойства конкретного алгоритма. 
Э лем ен ты  конструктивной теории возникли вместе с принципом м акси ­
м ум а. В дальн ейш ем  они дополнялись  и разви вал и сь  в разн ы х  н а п р а в ­
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лениях. О днако  до сих пор нельзя  с уверенностью  сказать , что основы 
конструктивной теории оптим ального  уп равлени я  созданы, что в ней 
у ж е  откры т свой «принцип м аксим ум а» . Б росается  в гл а за  оснащ енность 
Л П  добротны ми вы числительны ми алгоритмам и , с одной стороны, 
и скудность оптим ального  управлен и я  в области  эф ф ективны х (устойчи­
вых и испытанных) алгоритмов — с другой.

В конструктивной теории оптим ального  управлени я  ц елесообразн о  
р азл и ч ать  1) алгоритмы  оптимизации в специальны х к л ассах  функций, 
вы бран ны х из соображ ений  удобства  технической реали зац и и  или 
с целью  понижения слож ности  экстрем альной  задачи , 2) алгоритмы  
оптимизации в общ их кл ассах  функций, типичных для  качественной тео- 
рии оптимального  управлени я. А лгоритм ы  первой группы очень близки  
к алгоритм ам  нелинейного п рограм м ировани я  и являю тся  м о д и ф и к а ­
циями последних, в которы х учтены «динамические» особенности новых 
моделей. Они с позиций нового подхода, упомянутого в п. 2, р а з р а б о ­
таны  в [10]. В дан ном  пункте и злагаю тся  первые результаты  по второй 
группе алгоритмов, полученные С. В. Гневко, Ф. М. К ирилловой  и 
автором.

Р ассм отри м  линейную з а д ач у  оптим ального  уп равлени я
I  (и) = c ' x ( t i ) -> m a x ,  x  =  Ax- \ -bu,  x ( 0 ) = a '0, (3)

* е Г  =  [0, Л], H x ( t i ) = g ,  
где х-— я-вектор состояния динам ической  системы; и —  скаляр  (у п р а в ­
ление) .

Д опустим ы м и уп равлени ем  и траекторией  будем н азы вать  кусочно­
непрерывную функцию u ( t ) ,  t ^ T ,  и соответствую щ ее ей решение x ( t ) ,  
t ^ T ,  системы (3), вдоль которых вы полняю тся  все ограничения (3).

Реш ен ие  u°( t ) ,  t ^ T ,  з ад ач и  (3) назы вается  оптим альны м  у п р а в л е ­
нием: I (и0) = m a x  I ( и ) . О птим альном у  уп равлени ю  соответствует опти­
м а л ь н а я  траек тори я  x°( t ) ,  t ^ T .

Д опустим ое  управлени е  ue( t ) ,  t ^ T ,  н а зы вается  е-оптимальным (суб- 
о п т и м а л ь н ы м ) , если / ( ы ° ) —/( ы е)= ^ е .  В конструктивной теории является  
построение именно е-оптимального, а не оптимального  управлени я  к а к  
в качественной теории основной целью. З ам ети м , что е — оптим альны е 
у п равлен и я  ( е > 0 )  в отличие от оптим альны х сущ ествую т в каж до й  з а ­
д ач е  и фактически удовлетворяю т  потребностям всех приложений.

С ледуя  одному из принципов конструктивной теории, будем считать, 
что н ар я д у  с м оделью  (3) известна некоторая  апри орная  ин ф орм аци я  
о решении задачи  (3). Д л я  определенности из всех типов априорной 
и нформ ации рассм отрим  один, когда  известно некоторое допустимое 
управлени е  u ( t ) ,  t ^ T .  Ц ел ь  алгори тм а  — п р еоб разовать  эту и н ф о р м а ­
цию и получить е -оптим альное управление.

Д а л е е  описывается  только  прямой точный релаксаци онны й ал го ­
ритм, в котором на всех и терац и ях  допустимы е управлени я  прямой з а ­
дачи  (3) преобразую тся  опять в допустимые у п равлен и я  и значение к р и ­
терия качества  при этом не убывает.

Д л я  соблю дения ограничений в алгоритм е используется опора, под 
которой понимается каж дая  совокупность Г 0П =  {Г,-, / =  1, т)  непересе- 
кающихся отрезков Т )  =  [т7-, ту-] с :  Т ,  таких, что невырождены импульс­
ная опорная Л оп =  ( а  (т,-), / =  1, m),  a (t) =  Я  Ф (Ц) Ф -1 (t) b, Ф  =  Л Ф , 
Ф (0) =  Е,  Xj =  Xj\J-Xj =  Xj. и опорная А  ( Г оп) =  { [ а (/) dt, / =  1, m )

Tj
матрицы.

В ыбор начальной опоры — специальны й вопрос, который здесь  не 
обсуж дается .

П а р у  { « ( • ) ,  Гоп} из допустимого управлени я  и опоры назовем  опор­
ным управлением .

П усть { « ( • ) ,  Гоп} — н ач альное  опорное управление. П ер вая  з а д а ч а  
к аж до го  алгоритма: проверить начальную  ин ф орм аци ю  на субоп ти м аль­
ность. В предлагаем ом  алгоритм е это осущ ествляется  с помощью кри-
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Рис. 1 Рис. 2

терия субоптимальности: д ля  е-оптимальности  допустимого управлен и я  
u ( t ) ,  t ^ T ,  необходимо и достаточно сущ ествование т ак и х  опоры Тои 
и кусочно-непрерывной функции е ( / ) ^ 0 ,  t ^ T ,  что вы полняется  принцип 
е -м аксим ум а
Ж  (х  (t),  ф ( / ) ,  и ( 0 )  =  max Ж ( х ^ ) ,  ф(*), и )— в ( 0 ,  < е 7 \  Г е ( / ) Л < е .  (4)

/ .< « < /*  7-
Здесь (х, ф, и) =  ф '  ( А х  - f  bu); x ( t ) ,  ф ( 0 ,  t<=T,  траектории системы
(3) и сопряженной системы ф =  —  А ' ф, Ф ( ^ )  =  с-— Я Ч ,  v '  =  Соп^оп1 > 
с0п =  {с (ту), /  =  1, т). с (t) =  с'  Ф  ( ^ (  Ф -1  (f) ■ ft

Если на опорном уп равлени и  { « ( • ) ,  Гоп} вы полняю тся соотношения
(4),  то процесс реш ения зад ач и  (3) п р ек р ащ ается  на е -оптимальном 
управлени и  u ( t ) ,  t ^ T .  В противном случае  за д а ч а  алгори тм а  состоит 
в построении нового опорного управлен и я  {«(•)>  Гоп}, 1 { й ) ^ 1 ( и ) .

З а  недостатком  места  здесь  не приводится описание алгоритм а. Его 
работа  иллю стрируется  на следую щ ем  примере: 
и
\ u ( t ) d t - +  шах, х  +  х  =  и, х  (0) =  1, х  (0) =  0, 0 < u ( f ) < l ,  f e [ 0 ,  t x[, 
о

х  ( tx) =  х  ( tx) =  0.

Э та  з а д а ч а  тесно с в я за н а  с зад ач ей  об успокоении м ая тн и к а  с м ини­
м альны м  расходом  топлива:
tl
\ u ( t ) d t - +  min, х  +  х  =  и , х (  0) =  1, х (0 )  =  0, 0 <  и  ( t )  <  1, f e [ 0 ,  t x\, 
о

х  (*i) =  X (tx) =  0. (5)
Пусть t x =  2л . В качестве начального приближения возьмем следую­

щее допустимое управление: и0 ( 0 = 0 ,  t

х 2л

0 —  ’ 3 V

t , Начальные опорные моменты т<°> =  — ̂ «3

, 2л  , Uq (/) 1,

(0) 2л 
, Ч  =  — , опор­

ные отрезки Т°  — 0, , П 0) =
2я

к  управлению u x (t) =  1, t i 2я
ч г

Первая итерация приводит

i 2л
Г ’ н г, л  , ux(t)

u i  ( 0  == "у»  2л] .  Новые опорные моменты: т<D

, t e

4л
2 3 ’

опорные отрезки: Т \ 1) =  
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ч г т о )  =  > 1 2

5я
, 2 л . Следующая итерация



приводит к оптимальному управлению и0 (t) =  1, tEE

4л
н г

5я \
• 3 )■

О,
4я 5я

~Т~ 2я

Значительно сложнее оптимальное управление для  /  =  4л:

u°(f)  =  1, П 

З л  4- arcsin -

О, я  +  arcsin
/ 1 5 U

л  • arcsin

/ 1 5
4

/ТВ
4 л — arcsin / 1 5

2 л  — 

, 4л

arcsin / 1 5

, и0 ( 0  =  0,

, 2л  — arcsin / 1 5
и Зл +  arcsin / 1 5

4л  — arcsin

Оптимальная траектория на фазовой плоскости для этого случая изобра­
ж ена  на рис. 1. Следует отметить, что общее время движения с и — 0 
меньше, чем для случая /  =  2я .

П ри  ti—>-оо полное врем я д ви ж ен и я  с и — 0 уменьш ается . Этот ф акт  
ф изически особенно интересен, если его перевести на я зы к  зад ач и  (5).

Качественный вид о птим альны х  траекторий  при больш их Ц приведен 
на  рис. 2. Р езу л ьтаты  д ля  больш их значений получаю тся продолж ением  
по п арам етру  Ц преды дущ его  решения.

ЛИТЕРАТУРА

1. П о н т р я г и н  Л.  С., Б о л т я н с к и й  В. Г., Г а м к р е л и д з е  Р.  В., М и ­
щ е н к о  Е. Ф. Математическая теория оптимальных процессов.— М., 1961.

2. Б е л л м а н  Р. Динамическое программирование.— М., 1960.
3. Г а б а с о в  Р., К и р и л л о в а  Ф. М. Принцип максимума в теории оптималь­

ного управления.— Минск, 1974.
4. Ф л е м и н г У., Р и ш е л  Р. Оптимальное управление детерминированными и 

стохастическими системами.— М., 1978.
5. Л и о н е  Ж . Л. Оптимальное управление системами, описываемыми уравнения­

ми с частными производными,— М., 1972.
6. А й з е к с  Р. Дифференциальные игры.— М., 1967.
7. К р а с о в с к и й  Н. IT., С у б б о т и н  А. И. Позиционные дифференциальные 

игры.— М., 1974.
8. Д  у б о в и ц к и й А. Я., М и л ю т и н  А. А. Необходимые условия слабого 

экстремума в общей задаче оптимального управления.— М., 1971.
9. Д а н ц и г  Д ж . Линейное программирование, его приложениями обобщения.— 

М., 1966.
10. Г а б а с о в  Р., К и р и л л о в а  Ф. М. Методы линейного программирования:

Ч. 1—3,— Минск, 1977, 1978, 1980.
К аф едра методов оптимального упр а влен и я

У Д К  519.62
В. В. БОБКОВ

Ч И С Л Е Н Н Ы Е  МЕТОДЫ С УЛ УЧШ ЕНН ЫМИ  
СВОЙСТВАМИ СОГЛАСО ВАННО СТИ  

Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Й  И РАЗН ОС ТН ОЙ  ЗАДАЧ

П ри построении методов численного реш ения зад ач и  Коши д л я  си­
стем ы  уравнений вида

и. =  fi  (/, и !, м2, . . . ,  wm)> f =  1» 2, ... , ttl, (1)

обычно н ар я д у  с традиц ионн ы м и требован и ям и  аппроксим ации с т а р а ­
ются удовлетворить  т а к ж е  р я д  дополнительны х требований, п о р о ж д а е ­
мых специфическими особенностями р ассм атр и ваем о й  системы. Н а п р и ­
мер, в случае  т а к  н азы в аем ы х  ж естки х  систем [1], х ар актери зую щ и хся  
больш им  разбросом  собственных значений м атри цы  Якоби, приходится
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