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ОЦЕНКА к о в а р и а ц и й  с л у ч а й н ы х  в е л и ч и н ,
УДОВЛЕТВОРЯЮЩИХ УСЛОВИЮ КРАМЕРА 
И ПЕРЕМЕШИВАНИЮ «ПО ИБРАГИМОВУ»

Оценки ковариаций случайных величин используются при доказа- 
тельстве центральной предельной теоремы для зависимых случайных ве- 
личин [1] и при оценке скорости сходимости в центральной предельной 
теореме [2].

О п р е д е л е н и е  1. Величину

Р =  sup \ Р ( А / В ) - Р ( А ) \  (1)
ле/^,

назовем коэффициентом перемешивания «по Ибрагимову» случайных 
величин Е и г!, где В!, Р ц — 0-алгебры, порожденные соответственно слу- 
чайными величинами g и ף.

Соотношение (1) равносильно следующему (см. [1]):

Р =  sup [vrai sup IP  ( A / F J  —  P  (A) |], (2)
ле/=£ <0

vrai sup ! (со) =  С  означает, что P  (g >  С) =  0 и для любого e >  О P  (g >  
> C - e ) > 0 :

О п р е д е л е н и е  2. Случайная величина g называется удовлетворяющей 
условию Крамера К ( а ,  С ) ,  если М  ехр{а|||}  ^ С ,  а > 0.

Теорема 1. Пусть случайные величины g и ף с коэффициентом пере- 
мешивания р удовлетворяют условию К.{а,  С ) .  Тогда

|cov(g, 4 ) 1 < г|־ Р ( 1  +  |1пР|). (3)

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Введем случайные величины
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(4)

1/V =  i  — g/v•.  6. \ 1 \ < N
о, |g|> N '

Используя неравенство Шварца, имеем
I cov (|, ף) | =  | Mg4 — М%Мг\ | <  | М1ы4\ — Ml s Mv\ | +  М | gv41 +  

+  М I Ідг ן М I ף I <  М \ 11 ףМ (gv | т!) -  M b  | -f гл Г ^& Л гК !* .

Пусть l N =  2 а;%ф* события А с образуют полную группу со-
:=1 1 

бытий, тогда
П П

J М  (Бдг ן ף ) ■— Mg* 12 ן ־־־   M P { A t l v ) - P ( A , ) ) | < N ^ \ P  ( A t/ 4 )  -  P ( A t) |. (5)
i=l i=l

Положим B i =  { c o : [ P ( A j ^ ) —  P ( A i ) ] > 0 } .  События В, могут быть совме- 
стны. Рассмотрим несовместные события С! такие, что каждое В і можно 
представить в виде конечной суммы событий С,.  Таких событий С,- мож- 
но выбрать не более 2", тогда
п п п

2 1 Р  (А /4) -  Р  (At)  I =  2  IP (А /4) -  /5(Ас)] и -  2  IP( A t h ) - P (  A t) ]lB  
t=\ 1=1 1=1
Используя события Cj,  получаем
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^  [ Р  (Л;/т]) — Р (Л;)] %в( =  2  [Д ( A i,fr \) ~  Р ( A t ) ]  2  Щ =
/:(CyCBf)І=1(=1

1 2  / ־2־* Р ( л / ч ) - / > ( ^ ) ] = 2 1 , ״ р <,:( « - ט ■4׳ V (׳ ־-4י ״ •
/ Ш р с }) і  1 1  1 1

Из условия (2) следует
vrai sup ן P ( U Ai/4])— P(  U Л ) |< Р •

i-iBpCj) ш ״> р с ! )
Следовательно,

vrai sup У [Р (Л £/л) — Я(Л£)] Хв£< Р •
ш і й

Аналогичным образом получим
П

vrai sup I У  [Р (А1/г\) — Р (At) I <  p.
1=1י I t גס

Из этих неравенств имеем

vrai sup 2 1 p  (Ai/x]) — P (Ai) | <  2p.
“ £=1

Тогда из (5) следует, что
vrai sup ן M  (InI n )  — | <  2Лф. (6)

Эта оценка справедлива для любых простых случайных величин I n , п о - 
этому она будет справедлива и для произвольных случайных величин In■ 
Так как для любых х > 0 , а > 0, k = l ,  2, . . .  справедливо неравенство

ехр {ах}, то, заменяя в этом неравенстве х на | ף | и исполь-
зуя свойства математического ожидания, получаем

Л 1 |т ! |< і-М ех р { а |г1 1}<-£-, Mr!2 <-^-УИехр{а | 7) > (ף \} 

Из условия к  (а, С) следует

С >  М ехр {а 111} >  М exp {а \ %N | } >  М ехр 1 Ідг | j  X

х  ехр j^-1 In lj х( Г 0 ״= ) >  ехр { -f  а ) М ехр { -f  | Ь  |} %( ץ=״0(י

отсюда

ехр 1 In |j Х(̂ =0) < ־7־   ехр | --- 1- а |.  (8)

Используя неравенства (4), (6) •— (8), получаем

|cov(£, י ) I <  - ^ r NP + ----exp j ־£־־־  .wj -ץ

Так как это неравенство справедливо при любом N, то, полагая N — 
=  11п р | , получаем

| cov (6, < ־ (ף | ־ г  Р (1 + 11пР|),

что требовалось доказать.
Данная оценка, как асимптотическая формула, по Р неулучшаема, так 

как справедлива
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sup | cov (|, ף ) | >  — Р I n ----- (9)

где точная верхняя грань берется по всем случайным величинам £ и т], 
удовлетворяющим условию К {а, С), коэффициент перемешивания «по 
Ибрагимову» случайных величин £ и т! равен р.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим случайные величины £ и ף׳,
имеющие распределение при р <

Р(1 = Си ׳п=С2) =р, Р ( | =  СЪ 0=  (0 = ,ף 
Р(Е =  0, т! =  С2) =0,5—р, Р(£ =  0, 0,5= .ןו = 0) 

Коэффициент перемешивания «по Ибрагимову» случайных величин £ и 
| равен р. Случайные величины ף■  и ף будут удовлетворять условию 
К (а, С), если положить

C1 =  -L !n -С־  ̂+  Р , С2 =  4_1п (2 С -1 ) ,
тогда

c״v(I, ־ Щ + Ь .
Теорема доказана.

Скорость сходимости к нулю оценок (3), (9) при р 0  отличается ־<־
только постоянным множителем. Отсюда следует асимптотическая не- 
улучшаемость оценки (3) по р.

В работе [3] приводится оценка ковариаций случайных величин £ и ף 
при их более слабой зависимости (перемешивание «по Розенблатту»). 
В этой работе показана асимптотическая неулучшаемость этой оценки 
по коэффициенту перемешивания.
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УДК 517.917
Б. С. КАЛИТИН

К УСТОЙЧИВОСТИ РАЗРЫВНЫХ ПРЕДЕЛЬНЫХ циклов 
ДВУМЕРНЫХ АВТОНОМНЫХ СИСТЕМ

Детальное исследование систем дифференциальных уравнений, под- 
вершенных действию импульсных возмущений на заданных множествах 
фазового пространства, проведено в работах [1, 2]. К примерам конкрет- 
ных представителей таких систем можно отнести теорию часов с удара- 
ми [3], движение осциллятора под действием мгновенной силы [4]. 
Во всех случаях рассматриваемые процессы описываются дифференци- 
альными системами второго порядка. В частности, ставятся задачи су- 
шествования единственности и устойчивости разрывных периодических 
режимов.

Следует отметить, что, если речь идет о разрывных системах, класси- 
ческие методы исследования предельных циклов непосредственно приме- 
нить нельзя. Здесь существенную роль играют метрические элементы 
кусков траекторий, причем всякое невырожденное (даже линейное) пре-

Теорема 2. Для любого справедлива оценка
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