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ПРЕДИСЛОВИЕ

П особие написано в соответствии с тематическим  планом, 
реком ендованны м  типовой учебной программой для практиче
ских занятий по курсу «Э лектричество и магнетизм», и  предна
значено для работы  на практических занятиях, а такж е для ин
дивидуальной и контрольно-сам остоятельной работы.

Согласно программе в процессе обучения студенты долж ны 
научиться рассчиты вать характеристики стационарны х элек
трического и м агнитного полей в вакууме и вещ естве, а также 
определять характеристики цепей квазистационарны х перем ен
ны х токов и гарм онически изменяю щ ихся электрического и 
м агнитного полей.

И спользование пособия повы сит эф ф ективность сам остоя
тельной работы  студентов при освоении методов реш ения за 
дач, а такж е будет способствовать ф ормированию  устойчивы х 
практических навы ков по применению  законов электром агне
тизма.



1. ЗАКОН КУЛОНА. МЕТОД СУПЕРПОЗИЦИИ 
ПРИ РАСЧЕТЕ НАПРЯЖЕННОСТИ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО 

ПОЛЯ СИСТЕМЫ ТОЧЕЧНЫХ ЗАРЯДОВ

Задачи по данной теме можно разделить на две группы. К первой от
носятся те, в которых задано распределение точечных зарядов, в них не
обходимо:

1) записать закон Кулона для каждой пары точечных зарядов;
2) изобразить в выбранном масштабе векторы сил;
3) сложить силы:

а) по правилам сложения векторов;
б) спроектировать векторы сил на оси выбранной системы отсчета 

и суммировать проекции.
Ко второй группе относятся задачи, в которых заданы заряженные тела.

Закон Кулона в форме F12 = ^ 1 ^ 2 r1 2  = - F21 применим лишь для рас-
62

чета сил взаимодействия двух точечных зарядов, т. е. заряженных тел, 
размерами которых можно пренебречь по сравнению с расстоянием ме
жду ними. Поэтому для таких задач необходимо:

1) заряженное тело представить как систему точечных зарядов;
2) записать закон Кулона для какой-либо пары точечных зарядов;
3) изобразить соответствующий вектор силы;
4) выбрать систему отсчета и спроецировать каждый вектор силы на 

оси, а затем суммировать проекции всех сил на каждую ось.
Задача 1. В вершинах квадрата со стороной а = 10 см расположены 

равные по модулю точечные заряды q = 2 нКл, три положительных и 
один отрицательный. Найти модули результирующих сил, действующих 
на отрицательный заряд и на расположенный в противоположной вер
шине положительный заряд.

Решение. Модули сил взаимодействия зарядов:

77 -77  _ kq2 7 7 _ 7 7 _ 7 7 _ Т 7 _  kq2
F3 -  F6 -  2 , F1 _ F2 _ 4 -  F5 -  2 .

2 a a
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+q

Направление векторов сил показано 
на рис. 1.

Результирующая сила, действую
щая на отрицательный заряд,
F_= F4  + F5 + F6, на положительный 

заряд -  F+= F1 + F2  + F3. Модули ре
зультирующих сил:

F = ̂  + k q t  = (2V2  + 1);
2a 2 2a

F+ =
kq2_ ^  _ kq2 kq2

2a 2a'
(2 7 2  - 1).

Puc. 1

Тогда F_ = 14m kH , F+ = 6 ,0 mkH .
Задача 2. Заряд q1 = q равномерно распределен по тонкой проволо

ке, имеющей форму четверти дуги окружности радиусом R. В центре 
кривизны проволоки расположен точечный заряд q2 = - q  (рис. 2). Чему 
равен модуль силы взаимодействия точечного заряда и зарядов, распре
деленных по проволоке?

Решение. Так как заряд равномерно распределен по проволоке, линей-
dq q1 2 q1 1 nR

ная плотность заряда к = —L = —  = - ^ ,  где l = — 2nR = — . Представим
dl l iR  4 2

распределение заряда по проволоке как систему точечных зарядов, распо
ложенных на малых элементах длиной dl ^  R. Тогда на малом элементе 
dlj находится точечный заряд dqn = kdll . Запишем закон Кулона для заря-

, -  kdqu q2
дов dqu  и q2: dbx =  r12 где k  =

1 (

4яе0
- = 9-10'

Н • м
Кл2

Г -  вектор,
'12 Т.1.С0

проведенный от dqn  к q2. Так как q2 = -q , эта сила направлена противо

положно вектору r .
Если взять другой элемент проволоки, но равный по длине первому 

dlj = dl2, то dq12 = kdl2  = dqn  и модули r1 = r2  = R. Следовательно, моду

ли сил равны dF1 = dF2  = dF , но направление их различно. Результи-
N

рующая сила Fp dFt .
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Складывать векторно N  векторов сил 
сложно, проще спроецировать векторы сил на 
оси системы отсчета и найти проекции резуль
тирующей силы.

Как выбрать систему отсчета? На рис. 2 
показано, что если выбрать ось OY  совпадаю
щей с осью симметрии проволоки, а ось ОХ  
перпендикулярной ей, то для зарядов dq, рас
положенных на равных расстояниях от оси OY. 
проекции сил на ось О Х  будут равны по модулю и противоположны по 
знаку.

Следовательно, в такой системе отсчета проекция результирующей силы 
на ось OX Fpx  = 0. Тогда модуль результирующей силы Fp = Fpy = J  dFy. 

Пусть а  -  угол между вектором какой-то из сил и осью OY, проекция си

лы dFy  = dF  cos а  = kdq2q2 cos а  = k^d2ql cos а . Хак как dl = Rda, то
y R 2 R 2

dFy  = k k q 2  cos ada. Так как ось OY  делит дугу на равные части, можно 
R

интегрировать по половине дуги, т. е.

г  г  -> Т  k^q2 j  0 kq2l  . %Fp = Fpy = 2 I — —cosada = 2 sin—
p py 0 R R  4

Подставим линейную плотность, значение синуса, выражение для k , тог
да модуль результирующей силы равен

F = F = 1_ 2 q q 2 _ л = ^ 2 ^ / 2
p py 4ле0лЛ2 2 2e0ft2R 2

2. МЕТОД СУПЕРПОЗИЦИИ 
ПРИ РАСЧЕТЕ НАПРЯЖЕННОСТИ 

ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОЛЯ НЕТОЧЕЧНЫХ ЗАРЯДОВ

При расчете результирующей напряженности поля, создаваемого сис
темой точечных зарядов, последовательность действий следующая:

1) записать формулу для напряженности поля Ё  = ^  r в заданной точ-
r

ке, создаваемой каждым зарядом системы;
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2) изобразить в выбранном масштабе эти векторы в заданной точке;
3) найти по принципу суперпозиции вектор результирующей напря

женности:
N

а) по правилам сложения векторов Ep = У  Е г ;
г

б) суммируя проекции векторов на оси выбранной системы отсчета.
Задача 3. В трех вершинах квадрата со стороной а = 10 см последо

вательно размещены три точечных заряда q1 = -2 0  нКл, q2  = 20 нКл. 
q3 = -2 0  нКл. Рассчитать модуль напряженности поля в четвертой вер
шине квадрата.

Решение. Так как модули зарядов q1 и q3 равны и они расположены

на одинаковом расстоянии от четвертой вершины, E1 = Е3 =_ k \q\ Мо-

дуль напряженности поля, создаваемого в этой точке вторым зарядом,
i _ = %1 

2  ̂ 2 . r 2a
Направление векторов напряженности показано на рис. 3.
Проекции результирующей напряженности на оси ОХ  и OY  совпадают:

Д 2 =-

Тогда

V 2 ,Д | _ kjqj
' 2 _

Epy ~ =_ k M

'1  - Е
4

' i  -  £  
4

Д  =•J e ^x + Ep2y = Щ  Гл/2 -  , |Ep| = 16 — .V px py a 2 I 2 /  1 p| Кл

Для расчета напряженности поля, создава
емого заряженным телом, необходимо:

1) заряженное тело (распределенный в про
странстве заряд) представить как систему то
чечных зарядов;

2) записать формулу для напряженности по

ля dE  =
kdq

r в заданной точке, создаваемой

Рис. 3

точечным зарядом dq. Точечный заряд, в зави
симости от условия задачи, можно записать как 
dq = p(x, y, z )d V , где p(x, y, z) -  объемная плот-

8
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ность заряда; dq = с (x, y , z)d S , где c(x, y , z) -  поверхностная плотность 
заряда; dq = k(x, y , z)dl, где k(x, y , z) -  линейная плотность заряда;

3) изобразить в заданной точке соответствующий вектор напряженно
сти dE;

4) выбрать систему отсчета, спроецировать вектор dE  на оси и рас

считать E x  = J  dEx , Ey = J  dEy , E z  = J  dEz , |E | = s j E l  +  E j  + E Z ПО прин-
N

ципу суперпозиции вектор напряженности E  = ^  dEt.
г

Задача 4. Определить напряженность поля, создаваемого равномерно
™ мкКл ^заряженным отрезком, с линеинои плотностью к = 20 ——— в точке О,

удаленной от отрезка на r0 = 10 см (рис. 4). Углы а 1 =  60°, а 2 =  30° .
Решение. Представим заряженный отрезок в виде системы точечных 

зарядов dq, каждый из которых расположен на малом элементе длиной 
dl, dq = kdl.

Напряженность поля, создаваемого таким зарядом, dE  =
kdq ^ kods .

- r .
r r

Проведем радиус-вектор от произвольного заряда dq в точку О и век
тор напряженности в этой точке.

Найдем проекции этого вектора на оси координат:

dEx = dE  cos а  = kd2q cos а;
r

dEv = -d E  sin а  = -M B -sin a _ 
r

где dq = kdl = kdy, a  -  угол между осью OX  
и вектором напряженности. Из прямоуголь
ного треугольника:

y r0tg a  = — , cos a  = —.
r0  r

Для нахождения dy продифференцируем 
первое выражение:

da dy
2cos a  r00

? - dq

9



Подставим в выражения для проекций:

kdq Xdy 3 kX kX .
dEx = —— cos a  = —— cos a  = —  cos a  d  a , dEy = ------ sin a d  a:-..2 ,2  „ ' У v

E x =
2  kX kX
I —  cos a  d a  = —  (sin a 2 + sin аД;
J r r

E y  = -
t к  X kX
I —  sin a d  a  = —  (cos a 2 - c o s  a j);
J r r

E x = -9(1 + V3) • 105 B , Ex = -9(V 3 - 1) • 105 BЛ v '  Л/Г J V 4 '  Л/Г

B
M M

\E \= J  e 2+ e 2 = 1W 2 • 105 B .
I I  V х y  M

Задача 5. Поверхность полусферы радиусом R  заряжена равномерно 
с поверхностной плотностью заряда ст. Рассчитать модуль напряженно
сти поля в центре кривизны сферической поверхности.

Представим заряженную сферическую поверхность в виде системы 
точечных зарядов dq, каждый из которых расположен на малом элемен
те поверхности ds, dq = 0  ds.

Решение. Напряженность поля, создаваемого таким зарядом:
-  kdq x kods  _ 

dE = — r = — r . 
r r

Как видно из рис. 5, модули всех векторов напряженности равны, а 
направление различно.

Для рационального расчета модуля на
пряженности выберем систему координат с 
началом в центре кривизны сферической по
верхности, а ось OZ -  совпадающей с осью 
симметрии системы (см. рис. 5).

Имеем:

Ex = f  dEx = 0: 

Ex = f  dEy = 0;

E  = E  = J  dEz.

0 0

10



В сферической системе координат:
dEz = dE  cos 0, ds = R  2sin 0 dq  d0;

3. ТЕОРЕМА ОСТРОГРАДСКОГО -  ГАУССА 
В ВАКУУМЕ

Одна из основных задач электростатики состоит в определении век
тора напряженности электростатического поля E  по указанному распре
делению электрического заряда в пространстве.

При условии, что распределение заряда обладает симметрией (сфери
ческой или аксиальной), наиболее целесообразным при решении задач 
является применение теоремы Остроградского -  Гаусса.

Согласно этой теореме поток вектора напряженности E  сквозь про
извольную замкнутую поверхность S  равен полному заряду, заключен
ному в объеме, ограниченном этой поверхностью, деленному на е0, т. е.

Для решения задачи с помощью теоремы Остроградского -  Гаусса 
следует рассчитать поток Ф вектора напряженности E. Для этого необ
ходимо:

1) выбрать точки, расположенные симметрично, т. е. на одинаковом 
расстоянии от центра симметрии (оси симметрии, плоскости симметрии) 
системы распределения заряда;

2) выбрать замкнутую поверхность S  так, чтобы эти выбранные точ
ки принадлежали ей. Как правило, если заряд в пространстве обладает 
сферической симметрией, то в роли такой замкнутой поверхности вы
ступает поверхность сферы радиусом r, площадь которой S. Если заряд 
в пространстве распределен так, что имеет осевую (аксиальную) симмет
рию, то замкнутая поверхность выбирается в виде цилиндра, радиус и 
высота которого равны r и h соответственно. В этом случае площадь 
замкнутой поверхности S  = 2S0CH + 2S6oK;

11



3) восстановить к различным точкам этой замкнутой поверхности 
внешние единичные нормали (перпендикуляры) п ;

4) указать направление вектора напряженности E  в этих точках и за
фиксировать значение угла а  между векторами E  и п. При рациональ
ном выборе замкнутой поверхности, как правило, значение этого угла а  
численно равно 0° или 90°;

5) вычислить поток вектора напряженности как Ф = Ц> E d S .

Для окончательного решения задачи необходимо рассчитать электри
ческий заряд qBHyTp, заключенный в объеме этой замкнутой поверхности.

В случае совокупности точечных зарядов этот заряд qBHyTp, рассчитыва

ют как алгебраическую сумму зарядов, заключенных только внутри по
п

верхности S , двнутр = ^ j ±q i. При более сложных способах распределе-
i=1

ния заряда, согласно условию задачи, можно использовать формулы:

двнутр — J  ̂  d1, двнутр _  J J ^ dS, двнутр — я р  <»■,

где X, ст, р -  линейная, поверхностная и объемная плотность распреде
ления заряда соответственно. Эти величины, в свою очередь, могут быть 
как постоянными при равномерном распределении заряда, так и задан
ными в качестве функции некоторого аргумента, например о(0) = о0 cos 0

Задача 6. Найти модуль напря
женности электростатического поля, 
созданного прямой бесконечной ни
тью, как функцию расстояния r от 
нее. Нить заряжена равномерно с ли
нейной плотностью X.

Решение. Так как поле, созданное 
зарядом, распределенным по нити, 
обладает осевой симметрией, в каче
стве замкнутой поверхности S  вы
бираем соосный (коаксиальный) ци
линдр (боковая поверхность + два 
основания) радиусом r и высотой h 
(рис. 6).

или p (r) = Ро |̂ 1 +
r ).

t g1

E п 1

e r  ■
. I  "

+

+

с т__-
▼«2

Рис. 6
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Восстановим внешние единичные нормали п1, п2, п3  к каждому осно
ванию и к точкам боковой поверхности соответственно.

Так как заряд распределен вдоль нити равномерно, созданное элек
трическое поле изображается расходящимися силовыми линиями, касатель
ная в кащдой точке которых совпадает с направлением вектора E. Отметим, 
что п  и п2, проведенные к основаниям поверхности S , перпендикулярны
E, а нормаль п3, восстановленная в любой точке, сонаправлена с E.

Расчет потока вектора E  сквозь выбранную замкнутую поверхность 
S  выполним как

#  E d S = 2 Я  E dS  + JJ E dS  = JJ EdSwjCOs90° +
S S Sоси  б ок  оси

+ JJ E dSu 2  cos90°+ JJ E dSu 3 cos0° = E 2 m h.
S Sоси  бок

Главной особенностью расчета является постоянство модуля вектора на
правленности во всех точках на боковой поверхности выбранного цилиндра 
на расстоянии r от нити, что позволяет вынести |E| из-под интеграла.

Заряд, который находится внутри объема, ограниченного замкнутой 
цилиндрической поверхностью, равен двнутр = Ah. Таким образом, теоре

ма Остроградского -  Гаусса приводит к равенству E2nrh = h l l , из кото-
е0

рого получаем значение модуля вектора напряженности электростатиче
ского поля, созданного бесконечно равномерно заряженной нитью, как

функцию расстояния r  от нее: E  (r) = — —— .
2rce0r

Заметим, что вид замкнутой поверхности S  (поверхность цилиндра) 
обусловлен исключительно удобством вычисления потока вектора на
пряженности сквозь нее. Но можно утверждать, что согласно теореме 
Остроградского -  Гаусса результат решения задачи от формы поверхно
сти не зависит.

Следует также помнить, что полученная формула справедлива только 
для нити, которую согласно условию можно считать бесконечной. В слу
чае рассмотрения поля заряженной полубесконечной нити, а тем более 
поля заряженного отрезка конечных размеров, эта формула не применима.

Задача 7. Прямолинейный, очень длинный цилиндрический кабель, 
внутренний и внешний радиусы которого равны R1 и R 2  соответственно,

заряжен с объемной плотностью p (r) = — , где р0 = const; r -  расстоя-
r

13



ние от оси кабеля. Определить модуль вектора напряженности поля как 
функцию расстояния r от оси кабеля.

Решение. Представим кабель как две соосные цилиндрические обклад
ки, в пространстве мещду которыми имеется электрический объемный заряд.

Решение задачи предполагает четкое разграничение области исследо
вания.

Первоначально рассмотрим область r < R1, т. е. внутри кабеля. Так 
как по условию кабель пустотелый, следовательно, в этой области элек

трический заряд отсутствует. Это позволяет утверждать, что (|!|>EldS = 0
S

согласно теореме Остроградского -  Гаусса. Следовательно, в области 
0 < r < R 1 модуль вектора напряженности равен нулю, т. е. E i(r) = 0 .

Рассмотрим далее область Rj < r < R 2  между обкладками кабеля, т. е. 
ту, где распределен заряд. Так как распределение заряда обладает осевой 
симметрией, выберем в качестве замкнутой поверхности цилиндриче
скую радиусом r  (Rj < r < R2) и высотой h (рис. 7).

Электрическое поле области имеет радиальный характер, т. е. вектор 
Е 2 в  каждой точке перпендикулярен оси цилиндра. Расчет потока векто

ра Е2 с к в о з ь  данную поверхность выполним аналогично предыдущей

задаче: E2dS = E 2 2nrh.

Так как электростатический заряд распределен по объему неравномерно,

а с объемной плотностью р = — , то заряд, за-
r

ключенный в объеме замкнутой поверхности, 

вычислим как двнутр = Ш  р
Представим малый элементарный объем 

как dV  = h d S  = 2%rdrh. Тогда получим вы
ражение

r
?внутр = } — 2 nrh dr = Ро Ш (г -  Rj) .

Rj r
Таким образом, в области Rj < r < R 2  полу
чаем равенство

E ,2*h = Po2»h (r -  R. ) .
Рис. 7 e0

h
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Можно утверждать, что модуль вектора

Ро (л R1E 2 (r) = ^ -  11 - - L I.
£о V r )

Полезно заметить, что при r = RL E ( r )  = 0 = E ( r ).
Рассмотрим область r > RL (рис. 8).

Для расчета потока вектора Е3 выбираем цилиндрическую замкну

тую поверхность с r > R 2  и высотой h : E3dS = E 3 2 nrh. Следует особое

внимание уделить расчету заряда, находящегося в объеме замкнутой по-
R2 р

верхности: двнутр = J J J p dV  = ^ — 2nrhdr = p 0 2nh(R 2  - R 1 ). Таким обра-
Ri Г

,- p 0 2nh(R 2 - Rl)
30m , в области r > R 2  справедливо равенство E 3 2nh = —----------2---- —,

ео
Т7 i \ Ро R2 _ R1следовательно, модуль вектора E 3 (r) = .

е° Г
Подводя итоги решения данной задачи, можно сделать вывод, что для 

простоты расчета потока вектора напряженности E  электростатического 
поля, созданного зарядом, обладающим осевой (аксиальной) симметри
ей, необходимо в качестве замкнутой поверхности выбирать соосную 
цилиндрическую поверхность.

Рис. 8
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Радиус этой цилиндрической поверхности зависит от области иссле
дования. Необходимо обратить внимание на пределы интегрирования 
при расчете двнутр, так как искомый заряд -  это только тот, который на

ходится в объеме, охваченном выбранной замкнутой поверхностью. Для 
наглядного представления зависимости модуля вектора напряженности 
как функции расстояния r от оси кабеля построим график зависимости 
E  = f  ( r ) (рис. 9).

Рис. 9

Задача 8 . Шар радиусом R  имеет положительный заряд, объемная 
плотность которого зависит только от расстояния r  до его центра как

Р(r) = Ро , где Ро = const. Найти модуль напряженности внутри и

вне шара как функцию r.
Решение. Рассмотрим первоначально область внутри шара, т. e. r < R. 

В качестве замкнутой поверхности выберем поверхность сферы радиу
сом r, все точки которой равноудалены от центра шара.

Выберем единичную внешнюю нормаль n к выбранной точке по
верхности. Так как объемная плотность заряда зависит только от r, то во

всех точках поверхности |Ej | = const и, как вектор, Ej сонаправлен с П.

Поток вектора равен E1dS = Ц>Exn d s cos0° =E}4nr2 где 4лт2 = S  -  пло

щадь поверхности сферы. Заряд, находящийся внутри поверхности, за
ключен в области, заштрихованной на рис. 10 :

9внутр = Ш  P dV  = ]  Ро ( 1 -  R  14^ 2dr = 4яр,
(  r 3 r

4R
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где dV  = 4лт dr -  элементарный объем. Согласно теореме Остроград-

г  E 2 4^Po ( " 3 ”4 ^ского -  Гаусса имеем выражение E  4%r = ----- -
r
4R

следователь-

но, E  = —
Л r

4R
внутри шара (т. е. в области 0 < r < R).

Рассмотрим область r > R. Так как распределение заряда обладает 
сферической симметрией, выберем в качестве замкнутой поверхности 
концентрическую сферу, только теперь r > R  (рис. 11).

Рис. 10

Выбирая n и определяя во всех точках выбранной поверхности 
|с 2| = const, рассчитываем поток вектора Ц>E 2 dS = E 2 4nr2. При расчете 

двнутр надо обратить внимание на то, что внутрь выбранной поверхности 

попадает теперь весь заряд шара, поэтому

?в н у тр  = Ш Р  dV = j Р 0  I 1 -  4 ^ 2 d r  =  4 Я р , ’7 2 '

Следовательно, E 2 4nr2 = 4л^0 Г - , из которого находим, что E2 =^ 0 R
12 е0 12r/

Проведем дополнительное исследование модуля напряженности E1. Оп
ределим его максимальное значение E1max и соответствующее ему значе
ние rm

0

0

0
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Исследуем функцию E  = “
,.2 ^

3 4R
d E  пна экстремум: — - = 0 , т. е. 
dr

Pq _ 2P0r  
3е0 4e0R

= 0: = —R, при этом значении rmax модуль вектора на-

Ро Rпряженности принимает максимальное значение E1max = ——.
9е°

График зависимости модуля вектора напряженности от расстояния до 
центра заряженного шара изображен на рис. 12.

Рис. 12

Задача 9. Найти распределение объемного заряда в пространстве, ес
ли вектор напряженности поля равен: a) E  = 2axyi + a(x2 + y 2)j ;

ar
6) E  = ayi + (ax + by) j  + byk ; в) E  = ^т , где a ,b -  постоянные; i , j , к  -

r
орты осей x, y, z; r -  радиус-вектор точки.

Решение. Для решения данной задачи необходимо использовать диф

ференциальную форму теоремы Остроградского -  Гаусса: divE  = — , или
£о

V E  = — .
£q

Если вектор напряженности поля E  задан в декартовых координатах, 
то целесообразно использовать векторный дифференциальный оператор
-  д -  д г  д
V также в декартовых координатах: V = i  \- j -----V к  — .

Эх dy dz

В случае а) E  = 2axyi + a(x2 + y 2)j , тогда VE = 4ay, следовательно, 
p = 4aye°.

18
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В случае б) E  = ayi + (ax+ by) j  + byk , тогда V E  = 0, следовательно, р = 0. 
-  ar

В случае в) E  = —̂ , тогда вектор напряженности можно представить
r

-  a(xi + y j  + z k ) „ - -  a ae0
как E  = — ------ ------—  и наити VE = —~, следовательно, p = —-0 .

x  + y  + z r r
Так как поле обладает сферической симметрией, данную задачу мож

но решить не переходя к декартовым координатам, а используя вектор
ный дифференциальный оператор V в сферических координатах:

VE = - 2  E  (r 2 E r ) + i  A  (Ee sin 0) + - i - _  д- Е . 
r or r 00 r Sin 0 Оф

По условию задачи E  = f  (r), тогда Ee = 0, Eф = 0, отсюда следует:

V S 1 д \ a a& 0V E  = — — (r E r ) = —  и p = - ^ 0 .
r or r r

Использование выражения оператора V не только в декартовых, но и 
в сферических, а также цилиндрических координатах позволяет быстро 
решить задачу даже при сложных зависимостях напряженности от соот
ветствующих координат.

4. ПОТЕНЦИАЛ, РАЗНОСТЬ ПОТЕНЦИАЛОВ

Если известно распределение зарядов, то потенциал точки поля или 
разность потенциалов между двумя точками поля можно рассчитать дву
мя способами:

1) методом суперпозиции. Для расчета потенциала в точке поля необ
ходимо:

а) заряженное тело (распределенный в пространстве заряд) предста
вить как систему точечных зарядов;

б) записать формулу для потенциала поля dq = k̂—q в заданной точке.
r

создаваемой точечным зарядом dq. Точечный заряд в зависимости от усло
вия задачи можно записать как dq = р(x, y, z) d V , где p(x, y, z) -  объемная 
плотность заряда; dq = o(x, y, z ) dS , где o(x, y, z) -  поверхностная плот
ность заряда; dq = X(x, y , z) dl, где X(x, y , z ) -  линейная плотность заряда;

в) по принципу суперпозиции найти результирующий потенциал
N

ф = Х  —ч>, ;
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2) используя соотношения ф1 -  ф2 = |  E d l , E  = -g rad  ф, которые по-
1

зволяют найти разность потенциалов (по известной функциональной за
висимости напряженности от координат) или напряженность (по извест
ной функциональной зависимости потенциала от координат).

Задача 10. Тонкое кольцо радиусом R  имеет заряд q. Найти потен
циал на оси кольца в точке, расположенной на расстоянии L от центра 
кольца (рис. 13) в случаях: а) заряд равномерно распределен по кольцу;
б) распределение заряда по кольцу не задано.

2

Рис. 13

Решение. Представим заряженное кольцо как систему точечных заря
дов dq.

о  ч - i dq qВ случае а) можно ввести линейную плотность заряда A = —L = —-— и
dl 2nR

q
записать dq = Xdl = -------dl. Так как все dq одинаковы и каждый создает

2 nR
« « i kdq i 2 "т2в заданной точке одинаковый потенциал d ф = — - ,  где r = VR  + L , то

r
по принципу суперпозиции результирующий потенциал

N 2 eR -. -. 2 'kR -. ,
= \ - J k = d ' - 140 r 0 2 R r  2 + L2 \ R  2 + L2
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В случае б) точечные заряды неодинаковы и каждый создает в задан

ной точке различный потенциал d ф, = kdq’ , но расстояние r = -JR 2 + L2

r
одинаково, поэтому по принципу суперпозиции

N N i *  i N jkdqi k  ^  kq
Ф = Е d =  X dq, .

yjR 2  + L2  mR2 + L2 ; ! J r 2 ^

Задача 11. Найти напряженность и потенциал на оси плоского кольца 
как функцию расстояния от его центра. Кольцо равномерно заряжено с по
верхностной плотностью ст, внутренний радиус кольца R1, внешний -  
R 2  (рис. 14). Рассмотреть предельные случаи: а) поле плоского диска при 
Rj ^  0; б) поле заряженной плоскости R 1 ^  0 и R 2

Решение. Так как потенциал -  скалярная величина, а напряженность -  
векторная, найдем сначала потенциал точки поля.

Представим кольцо как систему точечных зарядов dq = odS. Наибо
лее рационально в этой задаче использовать полярную систему коорди
нат и dS = rdrd  ф.

тт , kdq  ГГ 2"Для поля точечного заряда d ф = ----- , где r1 = V r + z  , где z  -  рас-
r1

стояние от центра кольца до точки, в которой находим потенциал. По 
принципу суперпозиции результирующий потенциал
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2 n R-2 R-2
XT' , cckdq  r 1 r ko rd r  „ , f i  d(r + z  )Ф = Хd  ф, = Я ̂  = J dф| ~л~22:-ш "J 2 -Ь —Г

0 R, * ^ Z

4 r 2 + z 2 ^V R 2^

1 о rR r 2 + z 2 R,2 R 2 + z^
a

2ео
Напряженность электрического поля

p -  ГЭф -  Эф -  Эф -  0 a  ^
E  = -У ф  = -1 — i + —  j  +—  к  1 = -------

^ dx dy dz )  2е0 vVr 22+ z 2 a/R + z 2 J
к .

В случае а) поле плоского диска при R , ^  0:
(  \

ф = - ^ Ш ч 7  -  z), e =
а

?р \ ч 2 Г ?рz.bo \ / /.Ьо
i - 2 2 

2 + z2 ;
к ,

где z можно рассматривать как координату точки на оси OZ, проходя
щей через центр диска.

В случае б) поле заряженной плоскости E  = - ^ — к  является однород
н о

ным, а линии вектора напряженности коллинеарны оси OZ и имеют про
тивоположное направление с обеих сторон плоскости. Потенциал поля в

° z  „ „ oz ^точке с координатой z : ф = -------- 1- C при z > 0; ф = н 1- C при z < 0.
2ео 2ео

Так как потенциал -  функция непрерывная и при переходе через за
ряженную плоскость должна изменяться непрерывно, постоянная C  од
на и та же в обоих случаях. Никаким выбором этой постоянной нельзя 
получить равенство потенциала нулю на бесконечности, так как на бес
конечности имеются не только поля, но и заряды.

Задача 12. В поле равномерно заряженной прямолинейной очень длин
ной нити движется a -частица. На расстоянии r, = ,о  мм от нити скорость

частицы V, = 2 -,о 5 ^ , а на расстоянии r2 = 4о мм -  v2 = 3 -Ш6 ^ . Найти

линейную плотность зарядов на нити.
Решение. Линейную плотность заряда можно определить из формулы 

для модуля напряженности поля нити, полученной ранее (см. задачу 6):

E  = ——— . Работа сил потенциального электростатического поля, под дейст- 
2леог

вием сил которого движется частица, не зависит от траектории движения за
ряда, равна изменению кинетической энергии частицы A = д(ф, -  ф2) = AWk.
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Поэтому ф1 -  Ф2 = J  E d1 = J  Edr, получим:
i i

'2?J X m v 22  m v\ qX r2  mv22 mv^
-dr = ----2  1 и л и -------- ln — = -

2 ne0r 2 2 2ле0 r1

и x = m om (v22- v2), тогдаХ  = 8 пКл. 

q ln M
ri

Задача 13. Найти потенциал ф(x, y , z) электростатического поля

E  = ayi + (ax + bz) j  + byk , где a и b -  постоянные; i , j , к  -  орты осей x, y, z.

„  -  , ГЭф -  Эф -  Эф -  ̂
Решение. Так как E = -g rad  ф = -1 —  i + —  j  + — k  , следовательно.

^ ox oy dz J
Эф Эф , Эф ,
—  = -a y , —  = - (a x  + bz), —  = -by. 
dx dy dz

Находим:

ф( x, y  = const, z = const) = J (-ay)dx  = -a y x  + c1; 

ф(x = const, y, z = const) = J ( -a x  -  bz)dy = -a x y  -  bzy + c2 ;

ф( x = const, y  = const, z) = J (-by)dz = -b yz  + c3.

При дифференцировании этих выражений по x, y, z должны полу
читься проекции исходного вектора напряженности на оси координат. 
Этому соответствует выражение для потенциала:

ф(x ,y ,z) = -a x y  -b z y  = -y (a x  + bz).

5. ОСНОВНАЯ ЗАДАЧА 
ЭЛЕКТРОСТАТИКИ, ПОЛЕ ДИПОЛЯ,

ПОЛЕ ПРОИЗВОЛЬНОЙ СИСТЕМЫ ЗАРЯДОВ

Прямая задача электростатики -  по известному распределению заря
дов найти функциональную зависимость от координат для вектора на
пряженности и для потенциала.
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Рациональный путь решения зависит от условия задачи:
1) методом суперпозиции найти независимо друг от друга напряжен

ность и потенциал;
2) найти напряженность (потенциал) и, используя формулы

2
ф1 -  ф2 = |  E d l  или E  = -g rad  ф, рассчитать вторую характеристику поля;

1
3) представить систему зарядов как систему точечных диполей, найти 

потенциал, а затем напряженность поля.
Обратная задача -  по известным функциям для вектора напряженно

сти и потенциала рассчитать распределение зарядов в пространстве.
Рациональный путь решения зависит от условия задачи:
1) при заданной функции для напряженности можно использовать тео

рему Остроградского -  Гаусса в дифференциальной форме divE = — ;
e o '

2) при известных начальных условиях решить и прямую, и обратную

задачи электростатики позволяют уравнения Пуассона Дф = ——, где
£о

Э2ф Э2ф Э2ф 
dx 2  dy 2 dz2 

свободных зарядов).
Задача 14. Поверхность бесконечного цилиндра радиусом R  равно

мерно заряжена с поверхностной плотностью о (рис. 15). Определить 
напряженность и потенциал внутри и вне цилиндра, полагая потенциал 
поверхности цилиндра равным нулю. Построить качественно графики 
зависимости модуля напряженности и потенциала от расстояния до оси 
цилиндра.

Решение. В данном случае прямая задача электростатики решается 
рационально по пути 2), так как по условию поверхность цилиндра заря
жена равномерно и эквипотенциальна. Следовательно, линии напряжен
ности перпендикулярны поверхности, а поле имеет ось симметрии, сов
падающую с осью цилиндра, что позволяет использовать для расчета на

пряженности теорему Остроградского -  Гаусса: ( й  E d S  = ^внутр.
ео

В качестве замкнутой поверхности выберем цилиндрическую поверх
ность длиной L, ось которой совпадает с осью цилиндра, а основания 
перпендикулярны его оси.

Дф = — -  н   н------- ,  и Лапласа Дф = 0 (при отсутствии в пространстве
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Для точек с r  < R  внутри выбранной замкнутой поверхности нет за
рядов и <Ц>E dS  = 0, а значит, и модуль напряженности равен E  = 0. Для

точек с r > R  линии напряженности перпендикулярны выбранной по
верхности, модуль напряженности на всей поверхности имеет одну и ту 
же величину EK, а внутри нее находится заряд q = g 2kRL. Тогда:

E dS  cos0° = E(^|) dS
g2kRH

E  2nrH  =
G 2nRH

Модуль напряженности точек поля вне цилиндра при r > R E  = ■
gR
e0r

Так как E  = -g ra d ф, а для всех точек внутри E  = 0, то потенциал точек 
поля внутри должен иметь постоянную величину, равную потенциалу на 
поверхности, т. е. при r < R  9 =const.

Ф

R

r
~ln(r/R)

Рис. 16

L

0

0
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При r < R  модуль напряженности E  = = f  (r), поэтому E  = ,
e0r  dr

r oR  , o R , r ^  ,
Ф = - 1  dr = --------ln—. Графики показаны на рис. 16.

R v  е0 R
Задача 15. Две безграничные плоскости, отстоящие друг от друга на 

расстояние l, равномерно заряжены с поверхностной плотностью ст и 
-ст (рис. 17). Плоскости имеют коаксиальные отверстия радиусом R, 
причем l << R. Взяв координатную ось OX, как показано на рис. 17, най
ти потенциал и проекцию вектора напряженности электрического поля 
на оси системы как функции координаты.

Рис. 17

Решение. Для решения прямой задачи электростатики в данном слу
чае рационально использовать:

• путь 2) -  искать на первом этапе проще потенциал как скалярную 
функцию;

• путь 3) -  позволяет представить заданное распределение зарядов 
как систему точечных диполей (рис. 18) с модулем дипольного момента 
dp = dql, где dq = odS = a rd rd a , где a  -  полярный угол.

Потенциал, создаваемый точечным диполем в точке на оси с коорди
натой х:
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kdpr k a r d r d a lr cos 0
d  ̂  = ^  = ---------- - r J  >

'1 ' i

l
2 2 i l ) 2  2 2 x + 2где r l = r + | x + — | = r + x ,  cos 0 =   ~ /  ̂ „ , так как по уело-— I 1 Л- , W O O  — — i—

2 j  ri v r 2 + x2
вию l  очень мало.

„  , ko rd rd  a  l x
Тогда d ф = — 2-----2----- , и результирующий потенциал в точке

(r + x ) л/ r 2 + x2
2 п ~ i lrrrÛ u „2  , „2

с координатой x: ф =  |  d а | —
1 ko lxd  (r + x ) olx

0 R “ (r  2 + x  2)2 2e^\/R2  + x2

Проекция вектора напряженности Ex = ——  = —
Эф _ olR2
dx

2e0( R 2 + x2) 2
Задача 16. Напряженность поля в некоторой области пространства 

задана функцией E  = —a(xi + y 2 j  - 2z k ). Определить объемную плот
ность зарядов, создающих поле.

Решение. Обратную задачу электростатики в данном случае рацио

нально решать используя divE = — :
е0

-  dE dEy dE  -
div E  = — -  н — н - ,  div E  = -a(1  - 2 )  = a, p = e0a.

dx dy dz

Задача 17. Потенциал в некоторой области пространства определяет- 
ax2

ся формулой ф(x) = — — . Найти плотность зарядов р(x), создающих это 

поле.

Решение. Используем уравнение Пуассона Дф = ——. Так как потен-
е0

Ж -  А Э2Фциал является функцией только от x, Аф = — —
dx

Продифференцируем выражение для потенциала —  = -a x , ^--2 = -a .
dx dx

Следовательно, p = e0a.
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6. ПРОВОДНИКИ В ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ПОЛЕ

Классическая модель металлического незаряженного проводника -  это 
в целом нейтральная система, состоящая из кристаллической решетки по
ложительных ионов и свободных электронов, которые хаотически двига
ются в поле кристаллической решетки подобно одноатомному электронно-

28 29  3му газу. Концентрация свободных электронов n ~ (10 - 10 ) м . По со
держанию задачи этой темы можно разделить на две группы:

I. Поле уединенного заряженного проводника.
Если проводник получил какой-либо заряд, то в течение ~10_19 с про

исходит перераспределение свободных электронов и устанавливается та
кое равновесное распределение зарядов, что результирующая сила, дей
ствующая на каждый заряд, равна нулю.

Тогда при решении задач необходимо учитывать следующее:
1) напряженность результирующего поля внутри проводника равна 

нулю (E  = 0);

2) так как divE = — , р = 0 и внутри проводника нет свободных избы-
^0

точных зарядов, а полученный заряд располагается на поверхности про
водника в слое толщиной порядка 10_1° м;

3) поскольку E  = -g ra d ф, поверхность и объем проводника эквипо
тенциальны ф s = фу = const;

4) линии напряженности поля вне проводника перпендикулярны его по
верхности, модуль напряженности результирующего поля вблизи некото-

Z7 °рои точки поверхности проводника E = — , где о -  поверхностная плот-
е0

ность зарядов в этой точке. Поверхность проводника любой формы можно 
представить как множество участков сферических поверхностей с различ
ными радиусами кривизны. Плотность зарядов на поверхности заряженно

го проводника обратно пропорциональна радиусу кривизны о ~ —.
R

II. Проводник находится во внешнем поле.
При помещении незаряженного проводника в электрическое поле 

происходит явление электростатической индукции -  перераспределения 
свободных зарядов в проводнике до тех пор, пока устанавливается такое 
равновесное распределение зарядов, что результирующая сила, дейст
вующая на каждый заряд, равна нулю.
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В результате этого явления:
1) на поверхности проводника появляются индуцированные заряды, 

суммарный заряд которых равен нулю;
2) внутри проводника результирующее поле равно нулю;
3) поверхность и объем проводника эквипотенциальны;
4) линии напряженности результирующего поля вне проводника пер

пендикулярны его поверхности.
Распределение индуцированных зарядов по поверхности проводника 

и результирующее поле, в общем случае, могут быть очень сложными. 
Для некоторых задач используется искусственный метод электрических 
изображений, который предполагает следующее:

• в соответствии с пунктами i)  -  4) и данными условия задачи каче
ственно изображается результирующее поле индукционных и заданных 
зарядов;

• подбирается система точечных зарядов, результирующее поле кото
рой в некоторой области совпадает с полем индукционных и заданных 
зарядов;

• согласно теореме единственности при совпадении полей задача о 
расчете характеристик поля имеет единственное решение. Поэтому про
водник можно убрать, заменив его совокупностью точечных зарядов, ко
торая называется электрическим изображением зарядов, создающих поле 
в поверхности проводника. Расчет искомых величин проводится для по
ля системы точечных зарядов.

Задача 18. Металлический шарик радиусом R  имеет заряд q. Найти 
модуль результирующей силы, которая действует на заряд, расположен
ный на одной половине шарика.

Решение. Задача относится к группе I. Используя 2) и 4), можно за
ключить, что так как радиус кривизны всех 
точек поверхности одинаков, заряд распре
делен по поверхности равномерно с по

верхностной плотностью ст = — . Точеч-
4nR 2

ный заряд dq, расположенный на малом 
элементе поверхности dS , находится в по
ле Ео всех остальных зарядов, поэтому на 
него действует сила dF = dqEcl = стdSEcl.

Ha рис. i 9 показаны векторы напря
женности полей, создаваемых зарядом dq 
и всеми остальными зарядами внутри и вне
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проводника. Так как напряженность результирующего поля внутри про
водника E  = E 0  + Ea = 0 , то модули

E 2
E0 = En = — = - ^ -  и dF = dqE0  = dS.

0 ° 2 2e0 0 2e0

Задача 19. Незаряженная металлическая сфера имеет внутренний ра
диус r  = 10 см и внешний радиус r2 = 20 см. Найти потенциал поля в 
центре сферы, если на расстоянии a = 50 мм от него помещен положи
тельный точечный заряд q = 2,0 нКл.

Решение. Задача относится к группе II. Так как металлическая сфера 
находится в поле положительного точечного заряда, то вследствие элек
тростатической индукции на ее внутренней поверхности появится инду
цированный заряд ql , а на внешней поверхности -  q2, причем 
q  + q2 = 0 , так как сфера была не заряжена.

Результирующий потенциал в любой точке поля будет определяться 
всеми зарядами.

е0
Для этого выберем замкнутую сферическую поверхность с центром, сов
падающим с центром сферы, и радиусом r1 < r < r2, т. е. внутри металли
ческой сферы.

Внутри проводника напряженность поля равна нулю, поэтому

Найдем заряд q1 по теореме Остроградского -  Гаусса: E dS  = q .

#E dS  = 0 = q + q1 и q1 = -q ,  a q2 = q.
0

Потенциал в любой точке внутри заряженного проводника равен потен
циалу на его поверхности, поэтому результирующий потенциал в центре 
сферы

ф0 = н  +  4  + k q  = hq _  кл + кл  = ц  1 + , = 0 ,27 iB .

a r 1 r 2  a r 1 r 2  {.a r 1 r 2  )
Задача 20. Положительный точечный заряд q находится на расстоя

нии h от безграничной проводящей плоскости. Определить: а) напря
женность поля вблизи проводника; б) поверхностную плотность зарядов, 
индуцированных на плоскости, как функции расстояния r от основания 
перпендикуляра, опущенного из заряда на плоскость; в) потенциал поля 
в точке А , равноудаленной от заряда и плоскости на расстояние h, и в 
симметричной ей относительно плоскости точке В.
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Решение. Задача относится к группе II, в соответствии с пунктами 1) -  4) 
можно заключить следующее:

• на проводящей плоскости в поле положительного точечного заряда 
индуцируется отрицательный заряд, но распределение зарядов не известно;

• так как плоскость безгранична (от до ) и эквипотенциальна, 
потенциал всех точек плоскости одинаков и равен ф = 0 ;

• линии напряженности результирующего поля точечного заряда и 
индукционных зарядов перпендикулярны плоскости.

Качественно поле точечного заряда и индуцированных зарядов в объ
еме показано на рис. 20 , а в плоском сечении на рис. 21 .

Так как плотность линий напряженности определяется модулем вектора 
напряженности, который, в свою очередь, зависит от величины заряда, то 
это поле соответствует середине поля, созданного двумя точечными заря
дами q и -q ,  расположенными на расстоянии 2h друг от друга. Положе
ние проводящей плоскости соответствует эквипотенциальной поверхности, 
равноудаленной от этих точечных зарядов и имеющей потенциал ф = 0 со
ответственно. Отрицательный заряд - q  является симметричным изобра
жению заряда +q относительно проводящей плоскости (рис. 22).

Следовательно, напряженность поля возле плоскости равна резуль
тирующей напряженности поля двух точечных зарядов E  = E++ Е_ 
(рис. 23), модули этих векторов

dr

Рис. 20 Рис. 21

2 2 , / 2 ^ - ^  2 kq hгде r j = r + h ; E  = 2 E+ cos a  -----------------
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A

Г i 1rB ' -  E+
' i i k J оa

E

Рис. 22 Рис. 23

Поверхностная плотность индуцированных на плоскости зарядов на-
e02kq h qh
r 2 + h 2

ходится из соотношения E  = — , о = r 2 ^  h 2 L. 2  , ,.2 _
2л(г 2 + h 2) 2

Потенциал точки А  как результирующий потенциал поля двух точеч
ных зарядов равен

kq _ kq i л„/5 ^
' ~И ~

Ф a =Ф+ + Ф_ =
kq

h -Jh2 + 4h2
Поле точечного заряда и плоскости расположено над плоскостью. 

Под плоскостью поля нет, т. e. E  = 0, поэтому потенциал любых точек 
пространства под плоскостью равен потенциалу плоскости и ф = 0 .

Задача 21. Точечный заряд q находится между двумя проводящими 
взаимно перпендикулярными полуплоскостями на расстоянии L от каж
дой полуплоскости. Найти модуль вектора силы, действующей на заряд.

Решение. Задача относится к группе II. В соответствии с пунктами
1) -  4) можно заключить следующее:

• на проводящих полуплоскостях возникают индукционные заряды, 
распределение которых не известно. Так как заданы полуплоскости (т. е. 
уходят на го) и они эквипотенциальны, потенциал всех точек обеих по
луплоскостей одинаков и равен ф = 0 ;

h
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• линии напряженности результирующего поля точечного заряда и 
индукционных зарядов перпендикулярны полуплоскостям. На рис. 24 
показана качественная картина поля в плоском сечении (в случае поло
жительного точечного заряда).

Система точечных зарядов, поле которых будет в этой области экви
валентно полю индуцированных зарядов и точечного заряда, показана на 
рис. 25. В данной задаче «изображением» точечного заряда в двух полу
плоскостях являются два отрицательных и один положительный заряд, 
потому что только в этом случае на месте полуплоскостей будут распо
ложены эквипотенциальные поверхности с ф = 0 (рис. 26).

©

©

©

О

Рис. 24 Рис. 25

L

33



В системе точечных зарядов искомая сила F  = Fj + F2  + F3 , где моду-

Z7 Z7 kq2 kq 2  kq 2  r- kq2 kq2 г-
ли сил: Fj = F3 = — -  F2 = — 2 . ТогДа F  = — 2 V2 ------2  = — г ^ 2  - 1).

4L2 8L2 4L2 8L2 8L2

7. ЭЛЕКТРОСТАТИЧЕСКОЕ ПОЛЕ 
В ДИЭЛЕКТРИКАХ

В диэлектриках источниками E  являются все электрические заряды -  
сторонние и связанные, поэтому теорема Остроградского -  Гаусса ока

зывается бесполезной: f b  E  dS = — —.

Для нахождения модуля вектора напряженности E  это затруднение 
можно обойти путем введения вектора электрического смещения D, для 
которого в случае однородных изотропных диэлектриков справедливо 
соотношение D = ее0E.

Поэтому в таких задачах расчет поля E  в диэлектриках обязательно 
начинают с расчета D  с помощью теоремы Остроградского -  Гаусса в 
виде Ц >D d S  = qCTOp (см. тему 3), а затем по указанному выше соотноше

нию переходят к нахождению E.
Задача 22. Сторонние заряды равномерно распределены с объемной 

плотностью р (р > 0) по шару радиусом R  из однородного изотропного 
диэлектрика с проницаемостью е. Найти модуль напряженности E  элек
трического поля как функцию расстояния r от центра шара.

Решение. Вне шара, т. е. в области r > R, для нахождения модуля Ej

сначала нужно воспользоваться теоремой D dS = qCTOp. Выбираем зам

кнутую поверхность в виде сферы радиусом r (r > R), центр которой сов
падает с центром шара (рис. 27). Восстановим единичную внешнюю нор
маль n и найдем поток вектора электрического смещения как Ф1 = Dj4%r2.

Так как сторонний заряд заключен только в объеме шара, расчет вели

чины заряда qBHyTp выполним как qBHyTp = Ц |  pd F  = р 4 %R3. Следовательно,

2 4 3
верно следующее соотношение: Dj4nr = P ^ %R . ^ не шаРа модуль векто-

0
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pa D 1 как функция расстояния r от центра шара равен D1 =

Z7 D  77пользуя соотношение E1 = —-, получим модуль вектора E1 =

4pR3 
3r 2 
4pR3

и, ис-

3^0r
2

Внутри шара, т. е. в области r < R, существенно присутствие диэлек

трика, поэтому воспользуемся теоремой ££> D2dS = qCTOp. Выберем замк
нутую поверхность в виде сферы, центр которой совпадает с центром 
системы r < R  (рис. 28), и найдем, что поток вектора D2 численно равен

Ф 2 = D 2 4%r2. Заряд только сторонний, заключенный внутри этой поверх-
4 3ности (заштрихован на рис. 28): qBHyTp стор = p —nr . Приравнивая эти вы-

4 3 2ражения, получаем р —жг = D24 w
pr

Внутри шара модуль

вектора напряженности электростатического поля как функция расстоя-
77 D2 prния r  от центра шара равен Е2 = —-  = ------ .

880 3s8q
Для наглядного представления построим графики зависимости E (r) и 

D (r) (рис. 29). Заметим, что значение модуля вектора E  в точках на гра
нице диэлектрик -  вакуум имеет разные значения, так как источниками 
поля являются как сторонний заряд, так и связный, который появляется 
вследствие поляризации диэлектрика.

0
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Рис. 29

Задача 23. Точечный сторонний заряд q находится в центре шара из 
однородного изотропного диэлектрика с диэлектрической проницаемо
стью е. Найти модуль вектора поляризации P  как функцию расстояния 
r от центра шара, связанный заряд q' внутри сферы, радиус которой 
меньше радиуса шара.

Решение. Из теории известно, что для нахождения q '^ p  можно при

менить теорему Остроградского -  Гаусса к вектору P  следующим об

разом: P dS  =  q ^ p , а для установления функции P ( r ) использовать
S

взаимосвязь между векторами P  и E  для изотропных диэлектриков:

P  = (е - 1) £о E.

Но решение задачи следует начинать с нахождения модуля вектора 
D  в диэлектрике и вне его, а затем переходить к нахождению модулей 
векторов P  и E.

Первоначально рассмотрим область внутри диэлектрического шара. 
Выберем замкнутую поверхность в виде сферы радиусом r (r < R), 
центр которой совпадает с центром системы (рис. 30), и по теореме
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DXdS = qCTOp найдем Dx4%r = q , а затем no

d  „  qcформуле Ex = —-  найдем E 2  =
een

iCTOp
4rceenr 2

Используя связь векторов P  и E, полу
чим модуль вектора поляризации как функ
цию расстояния r от центра шара в области 
П < r < R:

Px = (e -  X) £n Ex =
(e - x) qc-

4 лег2 Puc. 30

Используя теорему Остроградского -  Гаусса для вектора P, получим 
способ расчета связанного поляризационного заряда, находящегося внутри 
сферы, радиусом r > R: Px4 n r2 = - q 'BsyTp. Тогда и

(е ~ Х)дстоР
4лег ■ = -q B и - q K

(e-X)q,стор

т с то рРассмотрим область r > R. Для этой области находим D2 ^  2 .
4nr

E 2  и P2 =
4Я££пГ 2

(e-X)q,стор

4nr
учитывая отсутствие диэлектрика.

Задача 24. Точечный сторонний заряд q находится в центре сфери
ческого слоя неоднородного диэлектрика, проницаемость которого из-

аменяется только в радиальном направлении по закону е = —, где
r

а =const; r -  расстояние от центра системы. Найти объемную плотность 
p' связанных зарядов как функцию расстояния r внутри слоя.

Решение. Воспользуемся теоремой Остроградского -  Гаусса для век
тора P, предварительно выбрав замкнутую поверхность в виде сферы 
радиусом r , центр которой совпадает с центром системы. Таким обра

зом, P 4кг2 = -q ',  где q' -  связанный заряд внутри этой сферы. Записав 
дифференциал этого выражения, мы найдем dq' -  связанный заряд в 
тонком сферическом слое, заключенный между сферами радиусом r и 
r + dr (рис. 3X): 4 ^ d (r2P) = —dq'. Считая объемную плотность связанных 

зарядов р', можно найти dq' = p '4к г 2 dr. Для нахождения модуля векто-
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pa P  действуем аналогично предыдущей

задаче, только учтем, что е = —. Тогда
r

P  = (е - 1) еоЕ =
(е - П (е - 1) qc.

-D  =
e 4%zr

После соответствующих преобразований
// \ 1 qcTopполучим выражение р ( r ) =  р-.

4 ла  r
Однако данную задачу можно решить 

используя дифференциальное выражение 
Рис. 31 теоремы Остроградского -  Гаусса для век

тора P , т. e. d ivP  = - p ' или VP = -р ',  причем целесообразнее в этом 
случае дифференциальный векторный оператор V задать в сферических 
координатах, так как модуль вектора P  является только функцией r:

1 д 2 
— ^ ( r  2 Pr ) = - p '( r  ). 
r or

После выполнения заданных операций, получим то же самое выраже-
1 qcTopние: p '( r ) =

4ла r

8. ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ

В результате поляризации однородного изотропного диэлектрика на 
границе диэлектрик -  диэлектрик, а также диэлектрик -  вакуум, диэлек
трик -  проводник возникает поверхностный связанный заряд, который 
характеризуется поверхностной плотностью о'.

Связь между вектором P  на границе раздела однородных диэлектриков 
с поверхностной плотностью заряда о ' устанавливается граничным усло
вием P2 n -  P1n = - o ',  где P1n и P2 n -  проекции векторов P  и P2 на внешние 
нормали n  и п2  в точках 1 и 2 на границе соответственно (рис. 32).

Преломление силовых линий на границе двух диэлектриков также 
можно объяснить с помощью граничных условий для нормальных и тан
генциальных составляющих векторов D  и Е : Е1т = Е 2т, е1Е 1п = е2Е 2 п, 
D1n = D 2 n (при условии отсутствия на границе раздела свободных заря
дов) (рис. 33).
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Ё2 > Ej

2̂
+ + + + + +

P2n
2

п  '1 а
+ + + + +

PEj jn i
П2 1

Рис. 32

E

Рис. 33

Если на границе раздела двух однородных изотропных диэлектриков 
нет сторонних зарядов, то при переходе этой границы составляющие Е% 
и Dn не изменяются, а составляющие Е п и DT претерпевают скачок, т. е. 
резкое изменение.

Граничными условиями  называется связь между векторами (E, D, P) 
поля по разные стороны границы двух диэлектриков с разными диэлек
трическими проницаемостями (Ej, е2).

Во всех случаях граничные условия позволяют определить изменение 
векторов поля при переходе через границу двух диэлектриков (или в ча
стном случае через границу диэлектрик -  вакуум).

Задача 25. Сторонние заряды равномерно распределены с объемной 
плотностью р > 0 по шару из однородного изотропного диэлектрика с 
проницаемостью е. Найти поверхностную плотность связных зарядов о' 
на границе диэлектрик -  вакуум.
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Решение. Из теории известно граничное условие для вектора P  на 
границе двух изотропных диэлектриков: P2n -  P1n = - о ',  где P1n и P2n -

проекции вектора P  в точках 1 и 2 соответственно. В частности, как в 
задаче 24, если среда 2 -  вакуум, то P2n = 0, и условие приобретает более 
простой вид P1n = o'.

Для нахождения P1n используем известное выражение P1n = (е - 1)е0Е1п , 

где Е1п -  проекция вектора Е  на нормаль внутри диэлектрика вблизи его 
поверхности, т. е. в точке r = R.

Для нахождения Е1п используем связь Е1п = , причем D1n найдем
еео

по теореме Остроградского -  Гаусса. Сначала определим модуль вектора
Dj как функцию расстояния r от центра шара в области r  < R  (см. рис. 28)

2 4 3
по формуле D 1 4nr = P ~ ^R  .

nD
Устремив r ^  R, получим выражение для D1 = -^ -  на границе диэлек-

^  ~ г  pR п ( е  _ ! )  pRтрик -  вакуум. Следовательно, в этой точке Е1п = ---------- , a P1n = --------------------- .
3ее0 3е

Таким образом, поверхностная плотность связанного заряда

P (e -  1)PR
°  = P 1n = --- :------- .3е

Задача 26. Вблизи точки 2 (см. рис. 33), находящейся на границе раз
дела двух изотропных диэлектриков с проницаемостями е1 и е2 соответ

ственно, вектор напряженности Е2 составляет с нормалью к границе

и  ~ tgc^ „угол а 2. Наити соотношение ------ , где оь -  угол, который составляет
tg «2

вектор напряженности поля Е1 с нормалью n1 в точке 1.
Е  Е

Решение. Из рис. 33 имеем соотношения: tga1 = - ,  tga2 = —2 l . Учи-
Е 1п  Е 2 п

тывая граничные условия Е1т = Е 2т, е1Е1п = е2Е 2п , получим tgc^ _ 81

tg «2 е2
Задача 27. Внутри шара радиусом R, состоящего из однородного 

изотропного диэлектрика с проницаемостью е, создано однородное элек
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трическое поле напряженностью E. Найти максимальную поверхност
ную плотность связанных зарядов c'max и полный связанный заряд q' 
одного знака.

Решение. Так как существует связь между векторами E  и P, следова

тельно, в точке 1 на границе диэлектрик -  вакуум p  = (e -  1)е0E. Но за

метим, что вектор p  составляет с нормалью n угол 0 (рис. 34), поэтому 
P1n = P1cos 0 = ( e -  1)е0 E  cos 0.

Рис. 34

Так как диэлектрик граничит с вакуумом, то P2n = 0. Воспользуемся 
граничным условием P2n -  P1n = - о '  и получим выражение

о '(0) = (е - 1)е0E  cos 0

зависимости поверхностной плотности заряда о' от угла 0. Следова- 
тeльнo, o^ax = (е - 1)£0E .

Объяснить эту формулу можно, представив поляризованный шар как 
результат малого сдвига всех положительных зарядов диэлектрика отно
сительно всех отрицательных зарядов. Так как распределение связанного
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заряда обладает симметрией, а заряд одного знака находится только на 
половине поверхности шара, вычислить его величину можно как

л
2  2л 

+q' = JJ c 'd S  = (e - 1)e0E R 2 J cos 0 sin 0d0 J  dф,
s 0 0

где величина dS  выражена в сферической системе координат как 
dS = R 2 s in 0 d 0 d ф, таким образом, +q' = (e - 1) & 0 E%R2.

9. ЭЛЕКТРОЕМКОСТЬ.
ВЗАИМНАЯ ЕМКОСТЬ

Электроемкостью уединенного проводника принято называть вели- 
qчину C = —, где q -  заряд проводника; ф -  потенциал его поверхности 
Ф

(при условии, что на бесконечности потенциал равен нулю).
Конденсатором называется совокупность двух любых проводников с 

одинаковыми по абсолютному значению, но противоположными по зна
ку зарядами. Конденсатор может быть представлен в виде:

1) концентрических сфер разных радиусов;
2) коаксиальных цилиндров разных радиусов;
3) совокупности параллельных плоских пластин.

qЭлектроемкость конденсатора определяется соотношением C = — ,

где q -  заряд на обкладках; U -  напряжение (или разность потенциалов) 
между обкладками конденсатора. Электроемкость конденсатора зависит 
только от геометрической формы и размеров обкладок, их взаимного 
расположения и диэлектрической проницаемости среды между ними.

Задача 28. Найти емкость шарового проводника радиусом R1, окру
женного прилегающим к нему концентрическим слоем диэлектрика с 
проницаемостью е, если радиус внешней поверхности диэлектрика R2.

Решение. Мысленно зарядим проводник сторонним зарядом q (рис. 35). 
Чтобы найти потенциал ф, возникший при этом на поверхности провод
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ника (напомним, что при таком условии 
поверхность проводника эквипотенци
альна), воспользуемся выражением

^ R2 ^
фR ~ ф^ = J  Edr = J  Exdr + J  E 2 dr,

1 Ri Ri R2
где E  -  значение вектора напряженно
сти поля в диэлектрическом слое в об
ласти Ri < r < R2; E 2 -  значение вектора 
напряженности поля в вакууме в области 
r > R2, ф^ = 0; dr -  элемент пути интег- р ис 3 5

рирования.
Так как величина потенциала не будет зависеть от выбора пути ин

тегрирования, следует его выбрать так, чтобы выполнялись условия
E  || dr, E 2  И dr.

Далее решение задачи требует нахождения значения вектора напря
женности E . Как было показано ранее, расчет начнем с нахождения ве
личины вектора Di по теореме Остроградского -  Гаусса:

Di 4кг2 = q ^  Di = q ,
4кг

а следовательно, E i =
4^ee0r 2

при Ri < r < R2.

Расчет величины E2 произведем аналогично в области r > R2. Полу

чим D2 = q
4кг

2 И E 2 =
q

4кг0г
Подставляя данные выражения в формулу для расчета потенциала, 

получим
2

<р = J
4^££or

2 dr + J  —
R 4^£or

dr = -
4кг 0

i
zRi

i
eR2

i

R

В итоге электроемкость уединенного проводника равна
4л££0 Ri

C =
i + (E -  i) R

R
На основании полученного выражения следует сделать вывод, что электро
емкость уединенного проводника зависит только от его размеров и его 
формы, а также от диэлектрической проницаемости окружающей среды.
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Задача 29. Зазор между обкладками плоского конденсатора заполнен 
изотропным диэлектриком, проницаемость которого изменяется в пер
пендикулярном обкладкам направлении по линейному закону от е 1 д о  е 2 
(причем е2 > е1), площадь каждой обкладки S , расстояние между ними 
d  (рис. 36). Определить электроемкость плоского конденсатора.

Решение. Введем ось ОХ, начало совместим с нижней пластиной и 
направим так, как показано на рис. 36. Тогда согласно условию можно 
записать, что диэлектрическая проницаемость внутри диэлектрика изме-

£2 — £1няется по закону е = е1 + -
d

-х.

1\X
-q

e2
4 E

4 dn

e- +q
O

Рис. 36

Мысленно зарядим конденсатор (поместим на обкладки заряды +q и 
- q  соответственно). В результате между обкладками возникает напря-

q
жение U . Электроемкость конденсатора численно равна C = — . Для на-

U

хождения напряжения между обкладками по формуле U = J  E dx  необхо

димо определить напряженность поля E.
Используя теорему Остроградского -  Гаусса и принцип суперпозиции

^ qдля вектора D, получим D = — , а затем E  = -
S

вательно, после интегрирования получим

qи  = ■
p s  £2__Ei

d

lnl 1 +

q
.£2 E-

-. Следо-
x S
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Тогда электроемкость такого плоского конденсатора определяется
£0S  (£ 2 ^1) л/г ~C = —  4— . Метод решения задачи универсальный, т. е. подходит

d  ln I

для решения аналогичных задач.
Задача 30. Найти электроемкость единицы длины цилиндрического 

конденсатора, радиусы обкладок которого равны R1 и R2 (R1 < R2), за
полненного диэлектриком, проницаемость которого зависит от расстоя- 

а
ния до центра как е = —, где а  -  постоянная; r -  расстояние от оси сис- 

r
темы. Краевыми эффектами пренебречь.

Решение. Мысленно зарядим обкладки конденсатора одинаковыми по 
модулю, но противоположными по знаку зарядами так, что на единицу 
длины приходится заряд +Х и -1 . Тогда на единице длины конденсатора 
h заряд равен ±q = ± lh . И  по определению электроемкость такой систе-

q
мы численно равна C = — . Напряжение U между обкладками можно 

r 2
определить как U = J  Edr.

R1

Из соображения осевой симметрии следует, что поле между обкладка
ми имеет радиальный характер, т. е. вектор Е  в каждой точке перпенди
кулярен оси цилиндрического конденсатора, а модуль вектора Е  зависит 
только от расстояния r до оси. Поэтому, учитывая присутствие диэлек
трика между пластинами, применим теорему Остроградского -  Гаусса для 
вектора D, выбрав замкнутую цилиндрическую поверхность радиусом r 
(R1 <  r <  R2) и  в ы с о т о й  h (рис. 37).

01
Имеем D 2xrh = Ik . Учитывая зависимость е = — и связь между век-

r

торами D и Е, получим выражение Е  = — - — . Тогда напряжение на
2 т  0а

обкладках конденсатора
R2

U = f — —  dr = 4  R  R1). 
J 2ле0а  2ле0а
R1
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Рис. 37

Электроемкость единицы длины такого цилиндрического конденсато
ра равна C = 2яе0а(R 2  -  R1).

Задача 31. Определить взаимную емкость системы, которая состоит из 
металлического шарика радиусом R  и безграничной проводящей плоско
сти, отстоящей от центра шарика на расстоянии l, l »  a.

Решение. Мысленно зарядим шарик зарядом +q, вследствие явления 
электростатической индукции на поверхности проводящей пластины 
появится нескомпенсированный отрицательный индуцированный заряд, 
распределенный неравномерно по поверхности пластины, величина ко
торого равна -q .

Поэтому результирующее поле определяется как суперпозиция внеш
него поля заряженного шарика и поля индуцированных зарядов на плос
кости. Воспользуемся методом изображений, т. е. введем заряженный 
шарик-изображение q '3o6p = - q  вместо индуцированной плоскости, рас
положенный по другую сторону плоскости на таком же расстоянии l от 
нее. Только надо иметь в виду, что при этом методе поле рассматривает
ся только в полупространстве, заключенном между проводящей плоско
стью и шариком с зарядом +q.

Определим взаимную емкость системы проводников (шарика и без-
q

граничной плоскости) как C = -----------, где ф1 и ф2 соответствующие по-
Ф1 -  Ф 2

тенциалы в точках 1 и 2 (рис. 38).
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Рис. 38

Для расчета разности потенциалов используем выражение

Ф1 -  Ф 2 = J  Edr*

где E  -  вектор напряженности результирующего поля в области между 
точками 1  и 2.

По принципу суперпозиции E  = E 1 + E2, где E1 -  вектор напряженно
сти поля, созданного заряженным шаром; а Е2 -  вектор напряженности 
поля, созданного шариком-изображением соответственно. Модули век
торов E  и Е 2 как функции расстояния r от центра шарика численно 
равны:

E  = q E  =  q .
1 4ле 0r  2 ’ 2 4ле0(2/ -  r  )2 

Учитывая сонаправленность векторов E 1 и E2, получим, что модуль 
результирующего поля равен

E  = ■
1 1

4л£0 ^ r (2 l -  r )2
и, полагая l »  R, выполнив интегрирование, получим
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q
Ф1 -  Ф 2 = 4яе0 R

Следовательно, взаимная емкость этой системы проводников (при 
условии l »  R ) численно равна C = 4яе0R  и зависит только от формы и 
размеров проводников и их взаиморасположения.

1 0 . ЭНЕРГИЯ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ 
ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ЗАРЯДОВ.

ЭНЕРГИЯ ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО ПОЛЯ

Задача 32. Определить суммарную энергию взаимодействия точеч
ных зарядов, расположенных в вершинах квадрата со стороной а, в сис
теме, указанной на рис. 39.

Решение. Из теории известно, что энергия взаимодействия системы, со-
1 n

стоящей из n точечных зарядов определяется формулой W = 2  X  q ^ i >

где q  -  /-и заряд системы; ф/ -  потенциал, создаваемый в месте нахож
дения i-го заряда всеми остальными зарядами системы. 

Воспользовавшись этим выражением, получим

W  = -  
2

q3

q\ H h i + _ J L + L U A  l  ( - q i - J L + _ j t _ + _ f c b >  '
4ns0a 4^s0W 2 4яе0а I l 4яе0a 4ns0a 4ке0 / 2

+

_ j q 4 _  +  <-321+ i m i )  ] + ( _ ,( 
4rce0aV2 4 m 0 a 4яе, -

q3
4яе0а 4я£пал/2 4 а

Рис. 39
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После преобразования, учитывая, что
q1 = Ы  = q3 = \q4\= q, получим

W =-
4%z0 a

С>/2 -  4).

Задача 33. Диэлектрический изотропный 
шар радиусом R  и проницаемостью е рав
номерно заряжен сторонним зарядом с объ
емной плотностью р (рис. 40). Сфера какого 
радиуса a делит шар на две части с равными 
энергиями?

Решение. Из теории известно, что в случае изотропного диэлектрика 
энергию W, локализованную в поле, можно выразить через напряжен

ность E  как W  = где w =
££0 E

-  объемная плотность энергии,

распределенная в пространстве. Внутри диэлектрического шара, т. е. в 
области r < R, выберем замкнутую сферическую поверхность, центр ко
торой совпадает с центром шара, и определим модуль D  по теореме Ост-

2 4 3 -
роградского -  Гаусса: D 4лт = р —лг , а модуль E  как функцию расстоя

ния r от центра шара: E  =
pr

3££0

Рассчитаем энергию Wj в некоторой области шара, которая ограниче
на сферой искомого радиуса a (см. рис. 40), а затем энергию W2 в остав
шейся части диэлектрического шара:

» 1 = 1 2 0
pr

0 2 1 3ее0
4nr2dr = 2пр a

45е£п

W  = J
££r pr
2 I 3££r

4* r2dr = ^ R5 - a 5 ) . 
45e£0

R
Согласно условию задачи Wj = W2, следовательно, a = ~  0,87R.

V2
Задача 34. Сферическая проводящая оболочка заряжена равномерно 

с поверхностной плотностью о. Найти модуль электрической силы, дей
ствующей на единицу поверхности оболочки.

2
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Решение. Следует помнить важный результат, полученный теорети
чески и имеющий общий характер как в жидком, так и в газообразном 
диэлектрике. Оказывается, поверхностная плотность силы F  (т. е. сила 
на единицу поверхности), действующая на проводник, равна объемной 
плотности электрической энергии вблизи поверхности проводника:

ED  ££о-Е 2 „
р ед = w = - ^ -  = —^— . Направлена эта сила всегда по нормали к поверх

ности, причем наружу проводника (стремясь его растянуть), независимо 
от знака поверхностного заряда. Таким образом, решение задачи сводит
ся к нахождению плотности электрической энергии, локализованной в 
поле вблизи поверхности сферической оболочки.

qИспользуя теорему Остроградского -  Гаусса, получим E  (r ) = --------2  •
4кг 0r 2

0R 2
где r > R  оболочки, или E  (r ) = — 2 , условно полагая £ = 1. Объемная

eor
плотность электрической энергии, локализованная в поле как функция

©2  R 4
расстояния r от центра сферической оболочки, равна w(r ) = ------2 . То-

2£ о Г 4 '
2

гда вблизи поверхности оболочки (где r = R ) w(R) = . Из вышеска-
2£о

занного следует, что модуль силы, действующей на единицу поверхно

сти оболочки, равен FeM = .
2eo

Задача 35. Точечный заряд q находится на расстоянии l от безгра
ничной проводящей плоскости. Найти собственную энергию зарядов, 
индуцированных на плоскости.

Решение. Собственная энергия индуцированных зарядов -  это энергия 
взаимодействия друг с другом элементов индуцированного заряда, появив
шегося на плоскости вследствие явления электростатической индукции.

1
Введем W = — \ о(х)ф(x)dS , где о(x)

2 J
зарядов как функция расстояния x; ф(x) -  потенциал, который создают 
на пластине только индуцированные заряды, как функция расстояния x 
от основания перпендикуляра, опущенного на плоскость из точки нахо
ждения заряда q (рис. 41).

1 ч „, ч , , , , ч „ плотность индуцированных
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Рис. 41

Для нахождения ф(х) воспользуемся методом изображений, тогда 
сможем утверждать, что потенциал, созданный в этой точке только ин
дуцированными зарядами, равен потенциалу, который создает в этой

—Q —Q
точке заряд-изображение - q : ф(х) = -------- ---------------------

Для нахождения о(х) воспользуемся формулой, которая устанавливает 
связь мещду поверхностной плотностью зарядов на поверхности проводни
ка с напряженностью электрического поля вблизи проводника как 
о  = e0E n, где E n -  проекции результирующей напряженности на внешнюю 
нормаль вблизи проводника в точке на расстоянии х от основания перпен
дикуляра, опущенного на поверхность из точки, где находится заряд q.

Воспользовавшись методом изображений и принципом суперпози
ции, учитывая, что E 1 = E 2  = E , получим

Следует обратить внимание на направление вектора Ep, так как его про

екция на внешнюю нормаль n будет отрицательной.

Ep (х) = 2E  cos а  -  2
l

Значит, о(х) = ---------------- —, где знак «-»  показывает, что индуциро-

2 %(l2 + х2) 2
ванный заряд имеет противоположный знак заряду +q.
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Собственную энергию индуцированных зарядов рассчитаем по фор-
2

1 г - q i  ~ q
муле Wco6c = -  I ---------------г ---------п ----- Т 2 ™ dx = ' ^  г2 J 3 4 ЖР J i 2 + х2 16зсе0/

0 2 %{l2 + x2) 2 4 0V x

q

1 1 . ЗАКОНЫ ПОСТОЯННОГО ТОКА.
РАСЧЕТ СОПРОТИВЛЕНИЯ СРЕДЫ. 

КВАЗИСТАЦИОНАРНЫЕ ТОКИ

Законы постоянного тока в интегральной форме или классические за-
U 2

коны Ома и Джоуля -  Ленца, I  = — и Q = I  Rt, сформулированы на ос-
R

нове экспериментальных измерений при работе в установившемся режи
ме цепи, подключенной к источнику постоянного напряжения.

При замыкании (размыкании) цепи на протяжении какого-то времени 
возникает (замедляется) направленное движение электронов, т. е. изменя
ется сила тока. При прохождении тока происходит нагревание проводни
ков, при котором изменяется их сопротивление. Это происходит до уста
новления теплового равновесия, т. е. сколько тепла выделяется по закону 
Джоуля -  Ленца в проводнике, столько же уходит в окружающую среду.

В установившемся режиме сопротивления проводников (среды) и си
ла тока во всех участках цепи остаются постоянными, т. е. не зависят от 
времени.

Законы последовательного и параллельного соединений проводников 
сформулированы на основе экспериментальных измерений при установив
шемся режиме работы цепей, подключенных к постоянному напряжению.

-  E  -
Законы постоянного тока в дифференциальной форме j  = — = IE  и

Р
w = j 2р = I E 2 = jE  не содержат дифференциалов (производных), а назы
ваются так потому, что устанавливают связь между локальными величи
нами, характеризующими точку внутри проводника.

В такой локальной форме эти законы могут быть применены к любым 
проводникам вне зависимости от их формы, однородности, а также при
чин, возбуждающих ток.

В реальных цепях токи чаще бывают нестационарными (переменны
ми), чем постоянными (стационарными). Для расчета некоторых пара
метров непостоянного тока применяются законы постоянного тока, если 
ток квазистационарный (как бы стационарный).
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Кеазистационарным  называется такой нестационарный ток, мгновен
ные значения которого практически одинаковы на всех участках цепи. 
Это возможно, если время изменения его характеристик значительно 
больше, чем время установления электрического равновесия в цепи, ко
торое определяется скоростью распространения по цепи электромагнит
ного поля V ~ c ~ 3 • 108 м/с.

Задачи на расчет сопротивления можно разделить на две группы. 
К первой группе относятся задачи по расчету цепей со смешанным сопро
тивлением, в которых заданы сопротивления отдельных участков (локали
зованные сопротивления). Для решения многих из них используется ме
тод эквивалентных схем, предусматривающий следующие действия:

1) в цепи находятся участки чисто последовательного или чисто па
раллельного соединения, их общее сопротивление рассчитывается по

формулам: R0 Ri -  для последовательного соединения, —  = ^  ——
i Ro i R

для параллельного соединения;
2) если схема сложная и зрительно участки чисто последовательного 

или чисто параллельного соединения трудно выделить, то необходимо 
проанализировать токи и изменение потенциала на различных участках 
цепи. При параллельном соединении разность потенциалов (напряжение) 
на участках одинакова, а токи обратно пропорциональны сопротивлени
ям. При последовательном соединении через все сопротивления проте
кает один и тот же ток, а разность потенциалов зависит от величины со
противления -  ф2 = IR. Если две точки цепи имеют одинаковые по
тенциалы, то ток между двумя этими точками не течет, а сопротивление 
этого участка при расчете общего сопротивления не учитывается;

3) в исходной схеме рассчитанные участки заменяются их общими 
сопротивлениями, т. е. получается эквивалентная (равноценная), но уп
рощенная схема;

4) эти действия повторяются до полного расчета сопротивления цепи.
Ко второй группе относятся задачи, в которых необходимо рассчи

тать сопротивление среды. Для расчета таких задач используются два ме
тода. Первый метод предполагает следующие действия:

1) среда рассматривается как система таких малых объемов с посто
янным удельным сопротивлением, в которых линии стационарного элек
трического поля или вектор плотности тока перпендикулярны граням. 
В этом случае сопротивление такого малого объема можно рассчитывать

по формуле тонкого цилиндрического проводника dR = — -;
ds
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2) затем рассчитывается сопротивление для последовательно или па
раллельно соединенных соответствующих dR и общее сопротивление. 

Второй метод предполагает использование закона Ома в интеграль-

u  2  -  -ной форме R = — и формул для расчета напряжения U = I E dl и силы 
I

тока I  = Я м
Задача 36. Найти сопротивление проволочного каркаса (рис. 42), име

ющего форму куба при включении его в цепь между точками 1-3, если 
сопротивление каждого ребра каркаса равно R.

Решение. Так как цепь сложная, то анализируем распределение токов 
и потенциалов. Пусть, например, в точку 1 ток входит, а из точки 3 ток 
выходит. В точке 1 ток разветвляется на три тока, два из которых равны 
I \ 2  = I \ 4 , так как сопротивления ребер одинаковы. По закону Ома 
Ф1 _ Ф2 = I 12R  и Ф2 = Ф1 _ I 1 2 R, аналогично ф4 = ф1 -  I 14R, и следовательно, 
ф2 = ф4, эти точки можно соединить. Значит, ребра 1-2  и 1-4 включены па
раллельно, а также ребра 2-3  и 4-3  соединены параллельно. Так как сопро

тивления ребер 1-2  и 2-3  равны, то ф1 -  ф2 = 1 (ф 1 -  ф3) и ф2 = ф1 ^  Фз.

Ток I j5 расходится в точке 5 по двум одинаковым ребрам, т. е. токи 
I56 = I58, тогда ф6 = ф8, эти точки можно соединить. Значит, ребра 5-6  и 5-8  
включены параллельно, а также параллельно включены ребра 6-7  и 8-7. 
Так как сопротивление участка 1 -5 -6  равно сопротивлению участка

6(8)-7-3, Ф1 -  Фб = -2 (Ф1 - Фз) и Фб = Ф1 +2 Фз.

6 7

5

Рис. 42 Рис. 43

2

8
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Следовательно, потенциалы ф2 = ф6 и 
ф4 = ф8. Так как для протекания тока необ
ходима разность потенциалов, по ребрам 
2 -6  и 4-8, соединяющим эти точки, ток не 
течет, и эти ребра не вносят вклад в общее 
сопротивление.

Перерисуем схему с учетом сделанных 
выводов. У куба 12 ребер, на рис. 43 изо
бражено 10 ребер, а ребра 2 -6  и 4-8  не по
казаны, так как ток по ним не течет.

Это первая эквивалентная схема. Сопро
тивление параллельных участков

1 1 1 2 R

12 R + R R  ’ R' 2 2.

R
Аналогично R23 = R56 = R67 = —.

На рис. 44 вторая эквивалентная схема из двух параллельных ветвей 
1—5—7—3 и 1—2—4—3, на которой показано сопротивление всех участков. 
В ветви 1—5—7—3 все сопротивления включены последовательно, поэтому 
R1573 = 3R. Сопротивление ветви 1-3  равно R1243 = R. Общее сопротивле
ние цепи рассчитываем по формуле для параллельного соединения

Ro
_ L  1  -  _ L
3R R ~ 3R ’ Ro =

3R 
4 .

Задача 37. Пространство мещду двумя проводящими концентрически
ми сферами, радиусы которых a и b (a < b), заполнено однородной слабо 
проводящей средой. Емкость такой системы равна C. Найти удельное со
противление среды, если разность потенциалов мещду сферами, отключен
ными от внешнего напряжения, уменьшается в р раз за время At.

Решение. Уменьшение разности потенциалов между сферами объяс
няется тем, что среда является проводящей, т. е. через нее с одной сферы 
на другую движутся заряды или протекает ток. Так как среда слабо про
водящая (имеет большое сопротивление), через нее в единицу времени 
проходит очень малый заряд и напряжение между сферами изменяется 
медленно. В этих условиях ток можно считать квазистационарным.
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Тогда мгновенное напряжение (мгновенная разность потенциалов) 
между сферами определяет мгновенный ток через всю среду по закону

Ома it = — , где R  -  общее сопротивление среды, которое зависит и от 
R

искомого удельного сопротивления р.

qНайдем общее сопротивление цепи, используя соотношения U  = C  и

it = , где знак «-»  соответствует убыли заряда на сферах.
dt

_ dq qt dq dt
Подставим в закон О м а  = ——, разделим переменные —  = ------- ,

dt RC qt RC

q/ dq f dt ,
проинтегрируем I —  = - 1-----, найдем зависимость заряда на сферах от

J qt J RC
qo4t o

t
времени qt = q0e RC, где q0 = CU 0  -  заряд конденсатора в начальный 
момент времени; U0 -  начальное напряжение (начальная разность по

тенциалов) между сферами.
Так как емкость конденсатора постоянна и задана, из соотношения

t
q--------------------------------------------------------------------------------- ----

Ut = -^  следует зависимость напряжения от времени Ut = Uoe RC.

At
T-r U o RC I At и AtПо условию p = —— = eRC , отсюда ln p = ------и R = -------- .

UAt CR C ln p

Найдем общее сопротивление среды по первому методу, представив 
среду как систему последовательно и параллельно соединенных сопро
тивлений.

Пусть внутренняя сфера заряжена положительно, а внешняя отрица
тельно, и заряды будут двигаться коллинеарно линиям поля (рис. 45).

Выделим тонкий сферический слой, центр которого совпадает с цент
ром сфер, радиусом r и малой толщиной dr. Этот сферический слой мож
но представить как систему тонких проводников длиной dr, площадью се
чения dS , включенных параллельно друг другу. В каждом таком тонком 
цилиндрическом проводнике линии электрического поля перпендикулярны 
сечениям, а модуль напряженности практически не изменяется.
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Тогда сопротивление такого малого проводника dR1 = ; общее со-
dS

противление всех параллельно включенных тонких проводников, обра-
. 1 'v4' 1 v '' dSi 1 dSзующих сферический слои, —  = >  = > — -  = ------- > dSt = ----- , где

dR •“  dR1i •“  pdr pdr •“  pdr

dS = 4nr2 -  площадь поверхности тонкого сферического слоя.
od—

Общее сопротивление сферического слоя dR = ------2 . Всю проводя-
4nr

щую среду можно представить как набор таких сферических слоев, 
включенных последовательно. Тогда общее сопротивление среды

r = у  d R = К е ± . = - i  ( 1  - 1  )= e ttu a l ..
J 4лг2 4л V b a )  4%baa

Подставим в выражение для общего сопротивления:

p(b -  a) At 4%baAt
R  = -----------= --------- , P = ------------------ .4rcba C  ln p C lnp(b -  a)

Задача 38. Два длинных параллельных провода находятся в слабо 
проводящей среде с удельным сопротивлением р. Расстояния между ося
ми проводов l, радиус сечения каждого провода a. Найти для случая 
a << l плотность тока в точке, равноудаленной от осей проводов на рас
стояние r, если разность потенциалов между проводами U , и сопротив
ление среды на единицу длины проводов.
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Рис. 46

Решение. Как и в задаче 37, ток можно считать квазистационарным. 
Тогда плотность тока в любой точке можно определить по закону Ома в

-  E  -
дифференциальной форме j  = —, где E  -  напряженность результирую-

Р
щего поля в данной точке. Так как провода длинные и по условию рас
стояние между их осями l >> a, можно считать, что они заряжены рав
номерно с линейной плотностью +Х и -X , а результирующее поле по 
принципу суперпозиции E  = E+ + Е_ (рис. 46).

Так как искомая точка равноудалена от осей проводов, Е+ = Е_ и мо-

■ ^  lдуль плотности тока j  = — 2Е+ cos а, где cos а  = — .
p 2 r

Напряженность поля нити найдем по теореме Остроградского -  Гаус

са di|> E dS = — . В качестве замкнутой поверхности выберем поверхность
ео

прямого цилиндра радиусом r , высотой H , ось которого совпадает с

осью провода, тогда E+ 2xrH  = и E+ = — - — . Подставим в выраже-
е0 2 m 0r

ние для модуля плотности тока:
1 1 I  l И

j  = — 2E+ cos а  = — 2------------- = ----------  .
p p 2 %z0r 2 r 2^e0pr

Чтобы найти линейную плотность заряда X, воспользуемся соотно-
l - 2 a

^  -  — где, так как поле потенци-шением U = -  ф2 = |  E dl = |  (E+ + E_ )dr

ально, выбираем dl = dr и интегрируем по кратчайшему пути:
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/- 2 a /- 2 a l- 2 a
U = j  (E+ + E_ )dr = 2 j  E+ dr = 2 J

Xdr X , I 
ln-

2 %z0r ле0 a

, /  , /  -  2 a
где ln— = ln  .

a a

Тогда линейная плотность заряда равна X = . Подставим в вы-
ln -

a
X/ U/

ражение для плотности тока j  = ----------2  = -----------Г .
2^eopr 2pr 2ln -

a
С другой стороны, сопротивление среды можно рассчитать иным об

разом. По закону Ома в интегральной форме R = Ц , где сила тока

I  = IT Jd S  = f f — dS = 1  (ff> E  dS = ■̂H ; H  -  длина провода, охваченная этойJJ JJ p р л  ре0

поверхностью.

_  U X  / f  XH У 1
Тогда R  = — = ---- ln— -----  и сопротивление среды на единицу

I  л£о a ^ рво )

и P i / длины провода R = — ln—.
ж a

1 2 . ЭЛЕКТРОДВИЖУЩАЯ СИЛА. 
ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ПОЛЕ ПОСТОЯННОГО ТОКА. 

ЗАКОНЫ КИРХГОФА

Электродвижущей силой (ЭДС) называется скалярная физическая ве
личина, равная работе сторонних сил по перемещению единичного по
ложительного заряда на участке цепи или в замкнутой цепи: 

A  2
= —£L = J  ECTd /  -  на участке цепи; е = ф  ECTd/* -  в замкнутой цепи. 

q 1
Закон Ома в интегральной форме на участке цепи с ЭДС:

I  _  Ф1— ^ 2 + е -  обобщенный закон Ома, где ф1 -  ф2 -  разность потен-
R12

циалов на концах этого участка.

ACе = -
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Закон Ома для замкнутой цепи: I  = ------- , где r -  внутреннее сопро-
R + r

тивление источника ЭДС; R  -  сопротивление всей остальной (внешней) 
цепи.

Работой источника называется работа сторонних сил ACT = eq.
При решении задач на постоянный ток в проводящей среде необхо

димо использовать следующее:
1) поле постоянного тока является стационарным, математическим 

выражением этого является теорема о циркуляции вектора напряженно
сти ф E dl = 0;

2) условие стационарности тока в интегральной (ji^ jd S  = 0 или диф

ференциальной div j  = 0 формах.
Правила Кирхгофа для линейных разветвленных цепей применяются 

для расчета сложных разветвленных цепей, содержащих несколько ис
точников. Первое правило является следствием закона сохранения заря
да, а второе -  обобщением закона Ома на произвольное число источни
ков сторонних ЭДС в изолированном замкнутом контуре.

При расчете с применением правил Кирхгофа необходимо:
1) выбрать произвольное направление токов на всех участках цепи; 

действительное направление токов выяснится при решении: если иско
мый ток получится положительным, то его направление было выбрано 
правильно, а если отрицательным, то его истинное направление проти
воположно выбранному;

2) выбрать направление обхода контуров и строго его придерживать
ся, записывая с соответствующими знаками токи и ЭДС;

3) записать первое правило Кирхгофа для узлов цепи -  алгебраиче
ская сумма токов, сходящихся в узле, равна нулю: ^ I k = 0;

k
4) записать второе правило Кирхгофа для контуров -  в любом замкну

том контуре, произвольно выбранном в разветвленной электрической 
цепи, алгебраическая сумма произведений сил токов на сопротивления 
соответствующих участков этого контура равна алгебраической сумме 
ЭДС, встречающихся в этом контуре: ^ I kRk = ^ |г i ;

k i
5) количество всех уравнений должно быть равно количеству иско

мых величин (в систему уравнений необходимо включить все сопротив
ления и ЭДС рассматриваемой цепи).
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Задача 39. К зажимам аккумулятора подключен вольтметр. Под ко
нец зарядки аккумулятора при силе тока в цепи I 1 = 2,1 A показание 
вольтметра U1 = 4,5 B. В начале разрядки аккумулятора при силе тока в 
цепи 12  = 3,4 A показание вольтметра U2 = 4,0 B. Найти ЭДС источника 
и внутреннее сопротивление аккумулятора.

Решение. О сопротивлении вольтметра в задаче ничего не говорится, 
поэтому по умолчанию оно считается идеальным, т. e. RV >> r, следова
тельно, током через вольтметр в обоих случаях можно пренебречь. Так 
как вольтметр подключен параллельно аккумулятору, то он показывает 
разность потенциалов на его клеммах.

Тогда при зарядке аккумулятора через него течет ток I 1, направленный 
противоположно полю сторонних сил в аккумуляторе (рис. 47). Вольтметр 
показывает U1 = ф2 -  ф1 > е, где ф2 >Ф 1, иначе такой ток не будет про
текать.

Ф 1 _  +  Ф 2 Ф1 _

1l

О

Рис. 47

ф 2

Рис. 48

Обобщенный закон Ома в этом случае I 1r = ф2 -  ф1 -  е, или
I 1r = U1 -  e.

При разрядке аккумулятора через него течет ток I 2, сонаправленный 
полю сторонних сил (рис. 48). Вольтметр показывает U2 = ф2, -  ф[ < е, где 
ф2 < ф]. Обобщенный закон Ома в таком случае I 2r = ф{ -  ф2, + е, или

1 2 r = ~ U 2 + £.
Из этих уравнений следует:

r = Ui -  U 2 e = Ui12 + U211 r = 0,09 Om, e = 4,3 B.
I 1 + 12 I 1 + I 2

Задача 40. Участок цепи из последовательно соединенных конденса
тора емкостью С  и резистора сопротивлением R  подключают к источ
нику с ЭДС е (рис. 49). Найти зависимость заряда на пластинах конден
сатора от времени, работу источника по зарядке конденсатора и количе
ство теплоты, выделившееся при этом.

+

I2
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Решение. По закону сохранения энергии за 
счет работы источника dA за малый промежуток 
времени dt изменяется энергия электрического 
поля конденсатора dW  и выделяется количество 
теплоты dQ. Следовательно.

dA = dW  + dQ,

I C  

Рис. 49
где dA = e/dt; dW  = d f  q L  Л

2C
qdq
~C !

dQ = /  Rdt.

dq
Подставим эти соотношения и выражение для

силы тока /  = —  в закон сохранения энергии:
dt

s ‘̂ L d t= 3 d 4  ‘2 l  i Rdt.
dt C dt

dq
Разделим обе части этого выражения сначала на dt, а затем на — :

dt
3  ‘ q „ dt dq

e = — i----- R. Разделим переменные —  = ---------
C dt CR Ce -  q

и проинтегрируем:

J  C
dq

CR Ce -  q CR Ce

Зависимость заряда от времени q = Ce(1 -  e CR) показывает, что заряд 
обкладок конденсатора при его зарядке увеличивается до максимального 
значения qmax = ее при условии t

Работа источника за это время A = f e /d t = f e— dt = eqmax = Ce2
0 0 dt

К моменту полной зарядки конденсатора ток в цепи прекратится и 
напряжение на конденсаторе станет равным U = е. Соответственно, энер

гия заряженного конденсатора W = -Cl
2

По закону сохранения энергии за время зарядки A = W  + Q. Следова

тельно, количество выделившейся теплоты Q = A -  W  =
Ce2

2
Задача 41. Между пластинами 1 и 2 плоского конденсатора находит

ся неоднородная слабо проводящая среда (рис. 50). Ее диэлектрическая

R

q
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0
dx

Рис. 50

проницаемость и удельное сопротивление 
изменяются от значений е1; р1 у пластины 1  

до значений е2, р2 у пластины 2. Конденса
тор подключен к постоянному напряжению, 
и через него течет установившийся ток I  от 
пластины 1 к пластине 2. Найти суммарный 
сторонний заряд в данной среде.

Решение. Суммарный сторонний заряд
можно найти по формуле q = Ш  PcTdV, а 

плотность сторонних зарядов из теоремы
Остроградского -  Гаусса для вектора электрического смещения в диффе
ренциальной форме divD  = рст.

Так как ток течет от пластины 1 к пластине 2, так же направлены ли
нии напряженности и вектор электрического смещения. Пусть начало оси 
О Х  расположено на пластине 1, тогда модуль вектора смещения на рас
стоянии x от пластины 1: Dx = e0еxEx, где ex , Ex -  диэлектрическая про
ницаемость и напряженность поля на расстоянии x от пластины 1 .

По условию через среду течет постоянный ток, т. e. div j  = 0 и

j  = const, а модуль j  = —, где S  -  площадь сечения (пластин конденса- 
S

тора).
^ E

По закону Ома в дифференциальной форме j  = — и, следовательно,
Р

модуль вектора плотности тока j  = — . Тогда
P  x

Dx £о£xEx £о£xj Px £0 S  ^xPx.

Так как в условии не указано, по какому закону изменяются диэлек
трическая проницаемость и удельное сопротивление, выбираем про
стейший вариант -  линейную зависимость е = ax + b и p = a1x + b1 и оп
ределяем коэффициенты.

Так как при x = 0, е = е1 = b, а при x = d  (расстояние между пласти

нами) e = e2 = ad  + b, следовательно, b = £1, a = £2 81 и диэлектриче-
d

ская проницаемость £ = - -x + £1.
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А н а л о г и ч н о  п о л у ч и м  д л я  у д е л ь н о г о  с о п р о т и в л е н и я  р  =  х  +  P l .
d

С л е д о в а т е л ь н о , D x =  e 0 1  е xp x = ~ ° ~  

в и с и т  т о л ь к о  о т  х. Т о гд а

d D  _  (  £2 ~ е 1 (  Р 2 ~  P l
d x

80/  Г 82 8 X + 8

S d d
p CT = d iv  D  = ^ = ^ |  Ч 1 1  x + P1 14 x + e,

P 2 Pl
d

x  x  pj I з а

d
£ 2 __ Pj_

d

Д л я  в ы ч и с л е н и я  с у м м а р н о г о  з а р я д а  в ы б е р е м  м а л ы й  о б ъ е м  в  в и д е  т о н 
к о й  п л а с т и н ы  (см . р и с . 5 0 ): d V  = S d x .  Т о г д а  с у м м а р н ы й  з а р я д  в  д а н н о й

q = Ш  Рст dV  = J  Рот Sdx = Eo/ (Е2р2 -  EjPj ).с р е д е  q  =

З а д а ч а  4 2 . В  с х е м е  н а  р и с . 51 Э Д С  и с т о ч н и к о в  е, =  2 B ,  е 2 =  3 B ,  

е 3 =  4 B ,  и х  в н у т р е н н и е  с о п р о т и в л е н и я  r, =  0 ,5  О м , r2 =  0 ,6  О м , 

r3 = 0 ,2  О м , с о п р о т и в л е н и я  р е з и с т о р о в  R , =  3 ,5  О м , R 2  = 1,8 О м . Н а й т и  

с и л у  т о к а , п р о т е к а ю щ е г о  ч е р е з  в т о р о й  и с т о ч н и к .
Р е ш е н и е .  Д л я  т о г о  ч т о б ы  п р и м е н и т ь  п р а в и л а  К и р х г о ф а , п р о и зв о л ь н о  

в ы б р а н ы  и  у к а з а н ы  н а  р и с . 51 н а п р а в л е н и я  т о к о в  и  о б о з н а ч е н ы  к о н т у р ы , 
к о т о р ы е  б у д е м  о б х о д и т ь  п о  ч а с о в о й  стр е л к е .

П р и м е н я е м  п е р в о е  п р а в и л о  К и р х г о ф а  к  у з л у  D : / 1 +  / 2 +  / 3 =  0, д л я  

в т о р о г о  у з л а  А  п о л у ч и т с я  т о ч н о  т а к о е  ж е  в ы р а ж е н и е .
П о  в т о р о м у  п р а в и л у  д л я  к о н т у р а  A B C D :  / 1 (r1 + R 1) -  / 2 r2  = e1 -  e2, д л я  

к о н т у р а A D E K :  / 2 r2  - / 3 (r3 + R 2) =  e 2 - e 3.

D

K

Puc. 51

C
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Выражаем токи / 1 и / 3, подставляем в уравнение для токов

£l ~ 82 + 1 2 2  + / 2 + 12Г ~ £2 + £з = 0 и находим ток / 2 = -0 ,172... = -0 ,2  A.
ri +Ri 2 гз +R2 2

Знак «-»  означает, что направление тока через второй источник противо
положно указанному в схеме.

1 3 . ТЕОРЕМА БИО -  САВАРА -  ЛАПЛАСА

В основе метода суперпозиции для расчета индукции магнитного по
ля лежит теорема Био -  Савара -  Лапласа и принцип суперпозиции маг
нитных полей.

I. Если магнитное поле создается тонким проводником с током, то 
для расчета магнитной индукции в заданной точке необходимо:

1) проводник с током представить как систему элементов с током / d l ;

^ /  dl r
2) записать формулу для индукции магнитного поля dB = к — з— в за-

r
данной точке, создаваемой элементом с током;

3) провести радиус-вектор от элемента тока в заданную точку, по
строить в этой точке соответствующий вектор индукции ‘ B;

4) по принципу суперпозиции вектор результирующей индукции
N

B  = ^  dBi. Так как сложить большое число векторов нелегко, следует вы-
г

брать систему отсчета, спроецировать вектор d.‘B  на оси и рассчитать, на
пример, в декартовой системе координат Bx = J  dBx , By = J  dBy , Bz = J  dBz

и |B| = 7  B 2X+ B 2y + B 2 .

II. Если магнитное поле создается системой тонких проводников с то
ком и известны формулы для расчета индукции этих полей, то результи
рующий вектор магнитной индукции наиболее рационально рассчиты-

N
вать по принципу суперпозиции B  = ^  Bi .

г
III. Если магнитное поле создается непрерывно распределенным то

ком в некоторой области пространства, необходимо:
1) представить непрерывное распределение тока как систему тонких 

проводников с током d / ;
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2) найти индукцию поля, создаваемого таким тонким проводом;
3) рассчитать индукцию результирующего поля по принципу супер

позиции.
Задача 43. Рассчитать индукцию магнитного поля, создаваемого ча

стью провода с током I , в точке на расстоянии r0 от провода (рис. 52), 
если известны углы а 1, а 2.

Решение. Провод представляет собой набор элементов тока. На рис. 52 
показан элемент I d l , проведен радиус-вектор от него в искомую точку, по

строен вектор dB, направленный перпендикулярно плоскости, в которой 
расположен провод. Все элементы тока провода будут создавать в этой 
точке сонаправленные векторы, поэтому результирующий вектор индукции

•Id lr  sin аГ Г1будет направлен по оси OZ, а его модуль равен B  =1 dB = \- где

r , dl, а  -  переменные величины.
В указанной на рис. 52 системе отсчета dl = dx, где x -  координата 

элемента тока. Для перехода к одной переменной рассмотрим прямо-
r

угольный треугольник, образованный r0, r и x: — = sin(180 - а ) = sin а ,
r

x
— = ctg (180 - а )  = -c tg a .

Тогда в подынтегральное выражение можно подставить r = —0—, зна-
sin а

r0d  ачит, dx = r0d  (-c tg  а )  = ——
sin2 а

полученное выражение упрощаем и интег

рируем по углу а  от (180 - а 1)до (180 - а 2).

Рис. 52

3

r0
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Модуль индукции магнитного поля, создаваемого в указанной точке 
частью провода, равен

180-а2л ' kI kl
B  = I — sin a d a  = ------(c o s (1 8 0 -a 2) -  c o s (1 8 0 -a 1)) =

* Г V
kl

180-aj Го

_Hal_
4w 0

(cos a 1 -  cos a 2).

Задача 44. Рассчитать модуль индукции поля на расстоянии r0 от 
провода с током I  в случае: а) очень длинного провода; б) в точке возле 
одного из концов очень длинного провода.

Решение. Используем формулу, полученную в предыдущей задаче,

B  = _P°I _ (cos ™ _ cos а  2).
4^0 1 2

В случае а), когда длина части провода очень большая по сравнению 
с расстоянием r0, его можно рассматривать как прямой бесконечный 
провод, при этом а 1 ~ 0, а 2 ~ 180° и модуль магнитной индукции равен

B = Р 01 
2 %r0

. Во всех точках, расположенных на одинаковом расстоянии от

провода, модуль вектора магнитной индукции одинаков, а направление в 
любой точке поля перпендикулярно направлению тока и r0 (рис. 53).

Образованная равноудаленными от провода точками окружность -  
это линия магнитной индукции поля, создаваемого всем проводом.

В случае б) пусть точка находится на расстоянии r0 на перпендикуля
ре, проведенном ко второму концу очень длинного провода. В этом слу

чае а 1 ~ 0, а 2 = 90° и модуль магнитной индукции равен B = . На-
4nrn

правление этого вектора такое же, как и бесконечного провода.
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Задача 45. Найти индукцию магнитного поля в точке О , если провод
ник с током I  = 8,0 A имеет вид, показанный на рис. 54. Радиус изогнутой 
части проводника R = 100 мм, прямолинейные участки очень длинные.

Решение. Индукция магнитного поля в точке О по принципу супер
позиции B = B  + B 2  + B3.

Из результата предыдущей задачи следует, что модули магнитной

индукции прямолинейных участков равны по модулю B1 = B3 = 1 , но
4tcR

направление этих векторов различно: B1 оси O Z , B2 оси ОТ.

Разобьем изогнутую часть на элементы тока I d l , каждый из них 

создает в точке O вектор dB оси О Х . Модуль индукции равен

d V  jd  x 'k l d L R sin90° kIL ц° I  3 3p°I
B2 — /  j dBi — /  r — t~ — t 2 %R — .

2 i ^  R 3 R 2 4% R 2 4 8R

Так как все три вектора взаимно перпендикулярны, то модуль резуль
тирующего вектора магнитной индукции в точке О равен

B = J B 12 + B22 + B32 = ^ - . 2  ( - )  + ( - )  = ^ - y l  8 + 9л2. 
v 1 2 3 4 r V  U J  1 2 I 8 R n
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Задача 46. По длинному прямому проводнику, сечение которого име
ет форму тонкой дуги длиной L и радиусом R, течет постоянный ток I . 
Найти индукцию магнитного поля в точке О (рис. 55).

Решение. Представим проводник как систему тонких плотно уложен

ных бесконечных проводов с током dI = idl, где i = I  -  линейная плот

ность тока; dl = R d  а.
Пусть ток течет от нас перпендикулярно (рис. 55), тогда вектор ин

дукции магнитного поля тонкого провода с током dI в точке О направ
лен, как показано на рис. 55, и равен по модулю

р 0 dI  p 0idl p 0IR d a  p,0I d  а
dB = ------- = -------- = ------------= -----------.

2nR 2nR 2nRL 2nL
Найдем проекции этого вектора на оси указанной системы отсчета:

u 0I d a  . u 0I d a  ^  т
dBx = — ------- sin a , dBy = — ------- cos а. Так как L и R заданы, то можно

x 2nL y 2nL
L

ввести центральный угол a 0 = — и интегрировать по углу а  в пределах
R

^0 ^0
—0 < а <  —-. 

2 2

Рис. 55
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Тогда

B x  = Г sin a J a  = --^2 ^ f c o s ^ 0  -  cos ( - ^ 1 1  = 0.
x {  2nL 2 n L { 2 { 2 Л '

B y = Г Ы .  cos a  d a  = ^ L  ( ^  -  sin ( - ^  )} = * £  sin ̂  = ^  s i n ^  
y J IttT 1 ttT\ 1  1 1  I I тгТ 1  ttT 1 12nL 2nL I 2 I 2 1) nL 2 nL  2La0

2

т. e. результирующий вектор магнитной индукции сонаправлен с осью 

OY  и равен по модулю B = By = sin -L -.

2

1 4 . ТЕОРЕМА О ЦИРКУЛЯЦИИ ВЕКТОРА 
МАГНИТНОЙ ИНДУКЦИИ

Теорема (о циркуляции вектора магнитной индукции). Циркуляция 
вектора магнитной индукции по любому замкнутому контуру равна про
изведению магнитной постоянной на суммарный ток. охваченный этим 
контуром: ф Bdl = ц 01  = ц 0 JJ jd S .

S
Метод расчета индукции магнитного поля с использованием этой тео

ремы позволяет достаточно просто рассчитать индукцию магнитного по
ля по известному распределению токов. если можно выбрать контур. вдоль 
которого модуль вектора магнитной индукции имеет постоянную вели
чину. а направление этого вектора известно.

Наиболее рационально выбрать контур. полностью совпадающий с 
линией магнитной индукции или с ее частью. Следовательно. при реше
нии задач этим методом необходимо:

1) по заданному распределению тока представить вид магнитного по
ля с помощью линий магнитной индукции;

2) выбрать замкнутый контур. совпадающий с какой-либо линией 
магнитной индукции или ее частью. В этом случае B dl = B d lcos0°. а мо

дуль B  -  постоянная величина и левая часть. интеграл ф Bdl = B ф dl;
L
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3) вычислить, если не известен, суммарный ток в правой части тео
ремы;

4) приравнять друг другу левую и правую части и выразить модуль 
вектора магнитной индукции.

Задача 47. Двухпроводная система представляет собой длинный ко
аксиальный кабель, состоящий из цилиндрического центрального прово
да радиусом R 1 и окружающего его тонкостенного цилиндрического 
проводника радиусом R2. Найти индукцию магнитного поля в точках, 
расположенных от оси системы на расстояниях R1 < r < R2 и при r > R2, 
если по обоим проводникам в противоположные стороны течет постоян
ный ток I  (рис. 56). Магнитным полем внутри металла пренебречь.

Решение. Применять метод суперпозиции для расчета индукции в 
этой системе не рационально, но, используя метод суперпозиции, можно 
качественно представить результирующее магнитное поле.

Представим центральный цилиндрический провод как набор тонких 
очень длинных плотно расположенных проводов, по которым ток течет в 
одном направлении. Линии результирующего магнитного поля такого 
набора будут представлять собой окружности с центром на оси цен
трального провода.

Представим цилиндрический внешний проводник как набор тонких 
очень длинных плотно расположенных проводов на одинаковом расстоя
нии от оси системы, по которым ток течет в противоположном направле
нии. Линии результирующего магнитного поля и внешнего проводника 
будут представлять собой окружности с центром 
на оси центрального провода. Следовательно, 
линии результирующего магнитного поля кабеля 
также будут представлять собой окружности с 
центром на оси центрального провода.

Выберем замкнутый контур радиусом r 
(R1 < r < R2), совпадающий с какой-либо линией 
магнитной индукции результирующего поля, а на
правление обхода -  с направлением линии поля.
В этом случае B  Т Т  d l  в любой точке контура.
Величина вектора индукции не известна, но вдоль 
его контура модуль постоянен и может быть выне
сен из-под интеграла:

R1

I

B  r  dl

I

Bdl = B i)d l  cos0° = B2nr.
Puc. 56L
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При Rj < r  < R 2  контур охватывает только ток внутреннего проводни
ка, поэтому B 2%r  = p0I  и модуль индукции в точках между центральным

и внешним проводниками равен B  = .
2лт

Для расчета индукции магнитного поля вне кабеля выберем контур 
радиусом r, но r  > R2. Циркуляция вектора индукции вычисляется ана
логично:

)B d l  = Вф d l  cos0° = B 2%r .

Но контур в этом случае охватывает равные по величине токи, теку
щие в противоположных направлениях, поэтому суммарный ток равен 
нулю, тогда B2%r = 0 и магнитная индукция поля в точках за пределами 
кабеля при r > R 2  равна B = 0.

Задача 48. По круглому однородному прямому проводу с радиусом 
сечения R  течет постоянный ток плотностью j . Найти вектор магнитной 
индукции в точке, положение которой относительно оси провода опре
деляется радиус-вектором r (рис. 57). Магнитную проницаемость везде 
считать равной единице.

Решение. Представим провод как набор тонких плотно расположен
ных проводов, симметричных относительно оси провода. Линии резуль
тирующего поля будут представлять собой окружности с центром, рас
положенным на оси провода.

Выберем контур в виде окружности радиусом 
r < R, направление обхода которого совпадает с
направлением линии поля. Тогда B  Т Т  d l  в лю
бой точке контура и

^  Bdl = B ^  dl cos0° = B 2 %r.

Ток , охваченный этим контуром : I r =  j n r  . 
Приравняем обе части B 2%r  = ц0j w 2, модуль 

Д 0 jrвектора индукции B = -
2

т. е. линеино зави-

Рис. 57

сит от расстояния до оси провода. Так как век
торы j , B, r перпендикулярны друг другу, мож
но записать для вектора магнитной индукции

B  = —  [ j  х  /7] при r < R.

L

L
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Аналогично действуя для точек поля, расположенных за пределами 

провода, при r > R, получим ф Bdl = B ф d lcos0° = В 2 жт, а охваченный
L

ток I  = j%R2.
ц ,r 2

Следовательно, В2жг = р0j%R2  и модуль индукции В = — -----  или
2r

^ д R 2
для вектора магнитной индукции В  = 0 2 I j  x  r I при r > R.2 r2

Задача 49. Определить модуль и направление вектора магнитного 
поля: а) безграничной плоскости, по которой течет ток с линейной плот
ностью i , одинаковой во всех точках плоскости; б) двух параллельных 
безграничных плоскостей, по которым текут токи с линейными плотно
стями i и - i , одинаковыми во всех точках каждой плоскости.

Решение. В случае а) на рис. 58 показан кусочек безграничной плос
кости с линейной плотностью тока i . Разобьем плоскость на тонкие по
лоски очень малой толщины dl, по которым течет ток d l = idl. Тогда 
плоскость как бы представляет собой систему тонких плотно располо
женных проводников. По этим проводникам течет ток в одном направле
нии, и каждый из них создает свое поле, линии которого являются ок
ружностями. На рис. 59 показан торец плоскости и линии поля таких 
проводников. Результирующее поле плоскости, линии которого с двух 
сторон противоположны друг другу, изображено на рис. 60.

Выберем прямоугольный контур, две стороны которого l41 = l23 = l рас
положены на одинаковых расстояниях от плоскости и параллельны линиям 
поля, а две другие l12 = l34 перпендикулярны линиям поля (см. рис. 60).

Циркуляция вектора индукции по этому контуру:

^  Bdl = J  Bdl cos90°+ J  Bdl cos0°+  J  Bdl cos90°+ J  bdl cos0° =
12 23 34 41

= Bl23 Bl41 = 2Bl.

Ток, охваченный контуром, равен I  = il, и модуль магнитной индук

ции B = - ^ -  соответствует однородному полю, линии которого противо

положны с двух сторон плоскости.
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Рис. 58 Рис. 59
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В  с л у ч а е  б ) е с л и  д в е  п л о с к о с т и  с  п р о т и в о п о л о ж н ы м  н а п р а в л е н и е м  
п л о т н о с т и  т о к а  р а с п о л о ж е н ы  р я д о м , т о  в о з н и к а е т  р е з у л ь т и р у ю щ е е  п о л е . 
Н а  р и с . 61  с п л о ш н ы м и  л и н и я м и  п о к а з а н ы  л и н и и  м а г н и т н о й  и н д у к ц и и  

п л о с к о с т и  с  т о к о м  i , а  п у н к т и р н ы м и  -  л и н и и  м а г н и т н о й  и н д у к ц и и  п л о с 

к о с т и  с  т о к о м  - i .
В  п р о с т р а н с т в е  м е ж д у  п л о с к о с т я м и  н а п р а в л е н и е  л и н и й  с о в п а д а е т , 

м о д у л и  и н д у к ц и и  п о л е й  р а в н ы  B i = = B _i , и  м о д у л ь  и н д у к ц и и  р е 

зу л ь т и р у ю щ е г о  п о л я  р а в е н  B  = p 0i.

В  д р у г и х  о б л а с т я х  л и н и и  п о л е й  н а п р а в л е н ы  п р о т и в о п о л о ж н о  д р у г  
д р у г у  и  р е з у л ь т и р у ю щ е е  п о л е  р а в н о  н у л ю . Т а к а я  с и с т е м а  д в у х  п л о с к о -
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стей представляет собой как бы магнитный конденсатор. так как магнит
ное поле сосредоточено (сконденсировано) между плоскостями.

Задача 50. На рис. 62 показан кольцевой соленоид прямоугольного 
сечения. Найти магнитный поток через это сечение. если ток в обмотке 
I  = 1.6A. полное число витков N  = 1000. отношение внешнего диаметра 
к внутреннему р = 1.6. толщина h = 5.0 см.

Решение. Магнитный поток рассчитывается по формуле Ф = Я  BdS.

т. е. сначала необходимо найти модуль магнитной индукции.
Каждый виток катушки создает магнитное поле. линии которого пер

пендикулярны плоскости витка. Следовательно. результирующее маг
нитное поле внутри катушки будет иметь линии в виде окружностей с 
центром в центре катушки. Пусть внутренний радиус соленоида R1. а 
внешний R2.

Выберем замкнутый контур радиусом R1 < r < R2. совпадающий с ка
кой-либо линией магнитной индукции. циркуляция вектора магнитной 
индукции по этому контуру

ф  B d l = B ^  dl cos0° = B 2 %r.
L

Ток. охватываемый этим контуром. I 0XB = N I . так как контур охваты
вает все внутренние стороны витков катушки. по которым идет ток в од
ном направлении.

Р0 N IТогда B 2^r = ц0N I и модуль B = ■
2 %r

обратно пропорционален расстоянию до оси 
катушки.

Для расчета потока необходимо выбрать 
такой малый dS . чтобы в его пределах модуль 
магнитной индукции был практически посто
янным. Следовательно. выбираем dS = hdr. 
так как на протяжении h при одном r мо
дуль магнитной индукции не изменяется. 
Направление нормали к dS  совпадает с на
правлением вектора магнитной индукции. 
тогда

Ф =
ц 0 NIhdr 

2 -кг
Др NIh ln R

2 ж R

h
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R9 D 2
так как отношение радиусов равно отношению диаметров = —-  = ц ,

r i  d i

следовательно, Ф = ^ 0N^h l np , или Ф = 7,5 мкВ б.
2 л

1 5 . СИЛА АМПЕРА.
КОНТУР С ТОКОМ В МАГНИТНОМ ПОЛЕ

Силой Ампера  называется сила, действующая на элемент тока в маг
нитном поле dF = Id l  x  B.

Для расчета силы Ампера, действующей на контур с током, необхо
димо:

1) проводник с током представить как систему элементов тока I d l ;
2) записать формулу для силы, действующей на элемент тока. 

dF = Id l  x  B  и показать направление этого вектора;
3) по принципу суперпозиции найти вектор результирующей силы

N

Ампера, действующей на весь контур, F  = У  dFi . Так как сложить боль-
i

шое число векторов нелегко, выбрать систему отсчета, спроецировать 
вектор dF  на оси и рассчитать, например, в декартовой системе коорди

нат Fx  = J  dFx , Fy  = J  dFy , Fz  = J  dFz  и | f |  = ^ F 2X + F 2y + Fz2.

Магнитный момент вводится для характеристики поведения в целом 
проводящего контура с током I  в магнитном поле: p m = ISn, где S  -  
площадь, ограниченная контуром, а направление нормали П связано пра
вилом правого винта с направлением тока в контуре.

Задача 51. Тонкий проводник в виде полуокружности радиусом R, 
по которому течет ток I , расположен в однородном магнитном поле, ли
нии которого перпендикулярны плоскости проводника, а модуль индук
ции B  (рис. 63). Определить силу, действующую на проводник.

Решение. Представим проводник в виде системы элементов тока. На 
рис. 63 показан вектор силы Ампера, действующей на некоторый эле
мент тока. Модуль этой силы равен dF = B Id lsin90°. Проекции вектора 
dF  на оси координат dFX = -B Id l  cos a , dFy = -B Id l  sin а , где dl = R da .
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Проекции результирующей силы:
П

Fx  = -  J BIR cos a d  а  = 0,
о

л
Fy  = -  J BIR sin a d  a  = BIR (cos rn-cos0°) = -2BIR.

о
Следовательно, вектор результирующей силы направлен противопо

ложно оси OY  и равен по модулю F  = 2BIR.
Задача 52. Медный провод сечением 5 = 2 ,5мм2, согнутый в виде 

трех сторон квадрата, может поворачиваться вокруг горизонтальной оси 
0 0 ' . Провод находится в однородном вертикально направленном магнит
ном поле. Найти индукцию поля, если при пропускании по данному про
воду тока I  = 16 А угол отклонения рамки от вертикали р = 30° (рис. 64).

Решение. При пропускании тока поворот контура относительно оси 
0 0 ’ происходит под действием вращательных моментов силы тяжести и 
сил Ампера до тех пор, пока сумма этих моментов не станет равной ну
лю: M mg + M A = 0 или модули этих величин будут равны: M m g = M A.

Для вычисления модулей моментов сил необходимо знать точки их 
приложения.

Найдем точку приложения силы тяжести -  центр тяжести контура. 
Так как все стороны контура из одного провода и одной длины, напри
мер L, следовательно, центр тяжести каждой стороны массой m нахо
дится в ее середине. Заменим контур тремя точками С 1 , С2  и С3 -  центра
ми тяжести сторон (рис. 65). Центр тяжести двух противоположных сто
рон С13 расположен посередине контура, а общий центр тяжести контура 
делит расстояние между точками С13 и С2  на расстояния, обратно про-

r2 2m „ TI „  L L
порциональные массам — = —  = 2. Из рис. 65 r1 + r2 = — и r2 = —.

r1 m 2 3
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Найдем точку приложения результирующей силы Ампера. Так как кон
тур с током I  находится в однородном магнитном поле, а длины его сторон 
равны, модули сил Ампера, действующие на противоположные стороны 
контура, также равны: FA1 = FA3. Поскольку в противоположных сторонах
контура токи текут в противоположные стороны, силы Ампера FA1 = - F A3 
и результирующая сила Ампера FA = FA1 + FA2 + FA3 = FA2 равна силе Ам
пера, действующей на горизонтальную сторону контура, и приложена в 
точке на ее середине, точке С2..

Так как направление тока в горизонтальной стороне перпендикулярно 
вектору магнитной индукции, то модуль силы

L

FA2 = J  Id lB  sin90° = IBL.
о
На рис. 66 показан вид на контур сбоку. 

Модуль момента силы тяжести
2 2

M mg = 3m g—L sin P = 2pSL sin p,

где p -  плотность меди.
Модуль момента силы Ампера

M A = FA2L cos P = BIL2 cos p. 
Приравняем полученные выражения:

2pSL2 sin p = BIL2 cos P, 
тогда модуль индукции магнитного поля ра

вен B  = 2PSg tgP, B  = 16 мТл.

OO'
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Задача 53. Заряд q равномерно распределен по объему однородного 
шара массой m и радиусом R, который вращается вокруг оси, прохо
дящей через его центр, с угловой скоростью ю. Найти соответствующий 
магнитный момент шара.

Решение. Представим шар как систему зарядов dq, вращающихся с 
одинаковой угловой скоростью вокруг оси шара (рис. 67). Введем объ-

3q
емную плотность заряда р = 3 , dq = pdV , где в сферической системе

отсчета dV  = r 2dr sin 0 d  0 d  ф.

Вращающийся заряд создает элементарный ток dI = —  = —  ю и со-
T 2х

ответствующий модуль магнитного момента элементарного тока 
dp = dIS , где S  = x ( r sin0)2. Выразим

dp = dIS = —  юл(г sin 0)2 r 4dr sin3 0 d  0 d  ф.
2 x  2

Все моменты dp направлены в одну сторону, поэтому модуль маг
нитного момента шара можно получить интегрированием:

2п R л 5 л
P = Ш  dP = ~  J  d ^ J  r 4  dr J  sin3 0 d  0 = — ------J  ( - sin2 0 d  (cos 0)).

2 0 0 0 5 0

Puc. 67
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Так как -  sin2 0 = cos2 0 - 1, то интеграл J  (cos2 0 - 1)d  (cos 0) = Под-
0

ставим выражение для объемной плотности заряда и получим модуль
ожЯ5 — 3q щ Я 2

магнитного момента шара p = ----------------- т- = -------- .
5 3 — пЯ 3 5

Задача 54. Проводящую плоскость с током поместили во внешнее 
однородное магнитное поле. В результате индукция магнитного поля с 
одной стороны плоскости оказалась B 1 , а с другой -  В 2  (рис. 68). Найти 
магнитную силу, действующую на единицу поверхности плоскости.

Решение. Сила, которую необходимо найти, -  это сила Ампера, по
этому следует представить плоскость как систему тонких расположен
ных вплотную друг к другу проводников с током I i = id lt, где i -  линей

ная плотность тока на плоскости. Тогда сила Ампера dF = I idl х  В, где 

элемент тока на плоскости можно записать I tdl = dl1d li ; В  -  индукция 
внешнего магнитного поля, в котором находится плоскость. Тогда сила.

действующая на единицу поверхности плоскости, dF = i х В. Следова-
dl1dl

тельно, для вычисления силы необходимо определить модуль и направ
ление линейной плотности тока и индукции внешнего поля.
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Заданные в условии величины индукции результирующего магнитно
го поля по принципу суперпозиции можно записать как B1 = B  + Bi, 

B2 = B + —г1, где, как показано в задаче 48, векторы магнитной индукции 
поля по разные стороны плоскости перпендикулярны векторам линейной 
плотности тока и противоположны друг другу: Bi = - B i1 , а их модули

Bt = B , = М .г г1 2

Сложим и вычтем два выражения для результирующего поля:

B1 + B 2  = 2— и B  = ■

— - B2 = 2 B  и Bt = —1 —2 , i = -

—1 + —2
2 ’

2 —1 _ —2
^0 2 1 - 1 -  B2 I.

^0

Так как плотность линий вектора B1 больше, чем плотность линий 

вектора B2, модуль B1 > B2. С учетом этого в масштабе на рис. 68 по

строен вектор индукции внешнего поля B  как половина вектора суммы 
B1 + B2, а также построен вектор индукции поля плоскости Bi как поло

вина вектора разности B1 -  B2 = B1 + ( - B2).

Как видно из рис. 69 и векторных сумм B1 = B + Bi , B2 = B + Bi1, поле 
плоскости слева направлено вверх, а справа -  вниз. Следовательно, на 
рис. 68 ток течет от нас в плоскость рисунка.

^  ~ dF  т хСила, действующая на единицу поверхности,  = г х B, как век-
dl1dl

торное произведение, перпендикулярна вектору плотности тока и векто
ру индукции внешнего поля, а по модулю равна

dF  1 1 -  -  1—1 + —2 \ b 2 -  B 2
 = iB sin90° = —  -  -  B 2 V—  2  = - 1------^ .
dl1dl 1 2 2p0

Задача 55. Прямой бесконечный провод с током I 1 и прямоугольная 
рамка со сторонами l и b (l < b) расположены в одной плоскости так. 
что сторона l параллельна проводу и отстоит от него на расстояние г. 
Какую работу нужно совершить, чтобы повернуть рамку вокруг оси 0 0 1, 
параллельной проводу и проходящей через середины противоположных 
сторон рамки b ?
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Решение. Работа по изменению положения контура с током равна 
A = 12ДФ = I 2 (Ф2 -  Ф1), где ДФ -  изменение магнитного потока поля, 
создаваемого прямым проводом через поверхность контура.

Магнитный поток Ф1 в первом положении рамки Ф1 = J J  B d S , где

B  -  индукция магнитного поля прямого провода. Для вычисления инте
грала необходимо выбрать такое dS , чтобы в его пределах индукция 
магнитного поля была практически постоянной. Этому соответствует 
узкая полоска, величина площади которой равна dS = ldx  (рис. 70).

Вектор dS  направлен по нормали к контуру, которая по правилу пра
вого винта выходит из плоскости рисунка на нас. Вектор B  направлен в 
противоположную сторону, т. е. угол между этими векторами равен 
180°. Модуль индукции магнитного поля прямого провода в пределах

этой полоски B1 = , где x -  расстояние до провода. Следовательно:
2 %х

иФ. = B dS  cos180° = - цo Ij/r +С dx 
2%

dx
x

-£oV ln r + b
2 % r

dx

&
dS

Puc. 70 Puc. 71

При повороте на 90° рамка становится в положение, при котором ее 
плоскость параллельна проводу, а провод расположен напротив середи
ны рамки. На рис. 71 показан вид на систему сверху и наглядно видно, 
что в этом случае линия магнитной индукции поля, которая пересекла 
площадь рамки один раз, обязательно пересечет ее и второй раз. Поэтому 
при таком положении рамки поток через ее поверхность равен Ф2 = 0.

Искомая работа A = I 2  (Ф2 -  Ф1) = ^0ljI2/ l n .
2 % r
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1 6 . МАГНИТНОЕ ПОЛЕ В ВЕЩЕСТВЕ

Всякое вещество является магнетиком, т. е. под действием внешнего 
(созданного токами проводимости) магнитного поля В0 вещество спо
собно намагничиваться и таким образом становится источником магнит
ного поля В', создаваемого токами намагничивания. Распределение этих 
токов зависит от природы и концентрации магнетика, а также от конфи
гурации магнитного поля токов проводимости. По этому в веществе воз
никает результирующее магнитное поле В = В 0  + В'.

Циркуляция результирующего вектора В  теперь будет определяться 

как ф  Bd^ = p0(I + 1 '), где I  и I ' -  токи проводимости и намагничивания

соответственно, охватываемые заданным контуром. В общем случае на
хождение токов I ' является сложной задачей (исключение составляет 
случай, когда все пространство заполнено однородным изотропным маг
нетиком). Поэтому задача о нахождении результирующего поля В  в 
магнетике в общем случае не может быть решена.

Однако можно ввести вектор Н  -  вектор напряженности магнитного 
поля, который выполняет в теории магнитного поля такую же роль, как и 
вектор D  в теории электрического поля. Поэтому решение практически 
любой задачи начинается с расчета вектора Н  по теореме о циркуляции 

ф  Н dl = I , а затем, используя связь между векторами В  и Н , которая в

случае однородного изотропного магнетика выглядит как В = цц0Я , на
ходят В.

Для однородных изотропных магнетиков зависимость вектора намаг
ничивания J  от напряженности имеет линейный характер J  = уИ, где 
X -  магнитная восприимчивость, которая имеет связь с магнитной про
ницаемостью как x = р - 1.

Для нахождения токов намагничивания I ' (как Гобъеы и I ' 0Bepx) мож

но воспользоваться теоремой о циркуляции вектора J  в виде ф  Jd l = I ',

где I ' -  алгебраическая сумма токов намагничивания, охватываемая кон
туром.

Задача 56. Прямой тонкий проводник током I  расположен по оси ци
линдра из однородного изотропного парамагнетика радиусом Я. Опре
делить зависимости И  = f  (r) и В = f  (r), где r -  расстояние от оси ци
линдра.
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Решение. Для решения задачи четко раз
делим области исследования: г < R, т. е. в 
магнетике, г > R, т. е. в вакууме. Первона
чально в области г < R  выберем в качестве 
контура окружность радиусом г, центр ко
торой совпадает с осью цилиндра. Укажем 
направление H  и dl (рис. 72) и применим 
теорему о циркуляции ф H d l = H  2 %г = I .

Следовательно, в этой области справедли
вы зависимости

H (г) = J -  и —(г) = ^ .
2 %г 2 %г

Затем в области г > R  поступим аналогично и получим зависимости 

H  (г ) = — , _
2 жг 2 жг

—(г) = — . Для наглядного представления данных зависи

мостей построим графики зависимости H  = f  (г) и B  = f  (г), учитывая,

что ц > 1, ц0 = 4% -10
Гн

(рис. 73).

Следует обратить внимание, что на границе магнетик -  вакуум маг
нитная индукция — претерпевает резкое изменение, в отличие от напря
женности Н , что еще раз подтверждает зависимость — не только от тока 
проводимости I , но и от токов намагничивания (в данном случае по
верхностных).

Рис. 73
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Задача 57. Поверхностный ток проводимости 
I  течет вдоль длинного однородного цилиндри
ческого провода круглого сечения радиусом R.
Материал провода -  парамагнетик с магнитной 
восприимчивостью % Найти: а) зависимости 
H  = f  (r), B = f  (r), J  = f  (r); б) плотность тока 
намагничивания j ';  в) поверхностный молеку
лярный ток I ' оверх, объемный молекулярный ток
I '

объем •

Решение. В случае а) исследуем область r  < R  и найдем по теореме о 
циркуляции зависимость H  = f  (r). Выберем в качестве контура окруж
ность радиусом r (рис. 74) и, считая, что ток проводимости на рисунке

I  2 Iтечет от нас, получим выражение H 2 жг = — у жг , где — у = j  -  плот-
%R kR

Ir
ность тока проводимости, I 0XB. контуром = jS n . Тогда H (r ) = j r ; , следо-

МП Ir Ir
вательно, в этой области B (r ) = — °у (1 + 1), а J (r ) = lH  = x ----- у , счи-

2лR 2лR
тая парамагнетик изотропным и однородным.

Рассуждая таким же последовательным образом в области r > R,

получим соотношения: H  (r) = -!— , B (r) = , J  (r) = 0.
2 xr 2 xr

В случае б) для нахождения плотности тока намагничивания j ' вос
пользуемся теоремой о циркуляции для вектора J  в дифференциальной 
форме: V x  J  = j ' или rot J  = j '.

Используя формулу связи J  = xH  и в^1ражение теоремы о циркуля
ции в дифференциальной форме для H  (V x H  = j ') ,  после преобразова
ния имеем j '  = x i , т. е. численно плотность тока намагничивания про-

Iпорциональна плотности тока проводимости, т. e. j  = х — у .
nR

Заметим, что плотность тока намагничивания -  величина постоянная, 
поэтому объемный молекулярный ток найдем как I '6beM = j '^ R 2 = %I. Это 
выражение можно было бы получить другим способом, применяя теоре
му о циркуляции для вектора J  по контуру r = R  (внутри магнетика):

Ф Jd l = гобъеы = х  §  H  dl = XI.
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В случае в) проводник является магнетиком, поэтому в нем протека
ют токи намагничивания как объемные, так и поверхностные. Рассмот
рим контур в виде окружности, охватывающий проводник снаружи (не
посредственно вблизи его поверхности). По теореме о циркуляции для 
вектора J , поскольку во всех точках контура J  = 0, алгебраическая сум
ма токов намагничивания (объемных и поверхностных) равна нулю: 
1 ' = / объем + 7псверх = °. Отсюда следуем что Гобъем = оверх, где знак «- » 
показывает, что токи намагничивания противоположны по направлению. 
Следовательно, численное значение 1п0верх = У1.

Задача 58. Длинный соленоид заполнен неоднородным парамагнети
ком, восприимчивость которого зависит только от расстояния r до оси ци
линдра как х = or2 где а  -  постоянная. На оси индукция магнитного поля 
равна B°. Найти плотность тока намагничивания внутри магнетика j ' ( r ).

Решение. Рассмотрим точки на оси соленоида. Так как при этом r = 0, 
значит, х  = 0, следовательно, ц = 1 + % = 1. Поэтому, используя связь меж-

в
ду векторами В° и H °, получаем соотношение Н° = — .

Р°
В данном случае во всех других точках внутри соленоида H  = Н° 

(т. е. не зависит от r ), это непосредственно следует из циркуляции век

тора H  (т. е. ф H d l = 1 ) по контурам, указанным на рис. 75. Тогда мож

но записать, что намагниченность как функция расстояния r внутри ци-
в

линдра равна J  (r) = a r2— .
Ро
Для нахождения плотности молекулярного тока 

существует несколько способов. Воспользуемся од
ним из них, который основывается на дифференци
альной форме теоремы Остроградского -  Гаусса для 
вектора J , т. е. V x J  = j ' или rot J  = j '. Замечая, 
что намагниченность зависит только от r , матема
тически целесообразно в^1разить оператор V в ци
линдрической системе ко ординат.

Так как векторы J  и H  сонаправлены, то вектор
В ^

намагничивания можно записать как J (r) = ar2 —  к .
До

Рис. 7 5  Поэтому из всех компонент и производных вектора J
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dJ, dJ,
отлична от нуля только величина — —, следовательно, V х J  = ----- — ёф = -  j '.

dr dr
BnВыполняя расчет, получим, что j '( r ) = -2 a r —0ёф. Следовательно, плот
но

ность молекулярного тока численно равна j  = -
2aBn

r .

Задача 59. В точке 2 (рис. 76) вблизи границы раздела магнетик -  ва
куум вектор магнитной индукции В2 в вакууме составляет угол а 2 с 
нормалью к границе раздела, восстановленной в данной точке. Магнит-

т т  -  tg a iная проницаемость магнетика -  р.. Наити соотношение   , где а 1 -
tg «2

угол, который составляет вектор магнитной индукции B1 с нормалью в 
точке 1 на границе магнетик -  вакуум.

B 2

Вакуум

Магнетики

Рис. 76

Решение. Решим задачу в общем случае, когда граница раздела соот
ветствует двум магнетикам с магнитной проницаемостью р1 и р 2 соот
ветственно. Согласно граничным условиям для вектора B  его нормаль
ные составляющие оказываются одинаковыми по обе стороны границы 
раздела, т. e. B1n = B2n, а тангенциальные составляющие находятся в соот-

в 1т в 2т пношении —̂  = - ^ - . Последнее равенство является следствием гранично-
М-1 М-2

го условия И и = И 2т, если на границе раздела двух однородных диэлек
триков нет токов проводимости.

Так как tg a 1 = - - ^ , а tg a  2 =
B 1n

B2t

Если вторая среда -  вакуум (p2 = 1), т о ----- 1 = р.
tg «2

получим соотношение

tg «1

tg «1 _ P1 
tg «2 ^  2

2

1
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З а д а ч а  6 0 . П р я м о й  б е с к о н е ч н о  д л и н н ы й  п р о в о д н и к  с  т о к о м  I  л е ж и т  

в  п л о с к о с т и  р а з д е л а  д в у х  м а г н е т и к о в  с  п р о н и ц а е м о с т я м и  p j и  р 2 с о о т 

в е т с т в е н н о . Н а й т и  м о д у л ь  в е к т о р а  и н д у к ц и и  м а г н и т н о г о  п о л я  во  в с е м  

п р о с т р а н с т в е  к а к  ф у н к ц и ю  р а с с т о я н и я  r  д о  п р о в о д а . С ч и т а т ь , ч т о  л и н и и  

в е к т о р а  B  я в л я ю т с я  о к р у ж н о с т я м и  н а  о с и  п р о в о д н и к а .

Р е ш е н и е .  Н а  г р а н и ц е  р а з д е л а  м а г н е т и к о в  в ы д е л и м  т о ч к и  1 и  2 , д л я  

к о т о р ы х  с п р а в е д л и в о  г р а н и ч н о е  у с л о в и е  B jn = B 2n. Т а к  к а к  в  э т и х  т о ч к а х  

т а н г е н ц и а л ь н ы е  с о с т а в л я ю щ и е  о т с у т с т в у ю т , э т о  п о з в о л я е т  у т в е р ж д а т ь , 

ч т о  B j =  B 2 (р и с . 77 ).

Рис. 77

х  п  B 1 тег BТ о г д а  м о ж н о  о п р е д е л и т ь , ч т о  H j = — — и  H  2 =  -
№  И- оН-2

Л и н и и  в е к т о р а  H  т а к ж е  я в л я ю т с я  о к р у ж н о с т я м и , ц е н т р  к о т о р ы х  с о в 

п а д а е т  с  ц е н т р о м  п р о в о д н и к а . П о э т о м у  в  к а ч е с т в е  к о н т у р а  и н т е г р и р о в а 
н и я  в ы б е р е м  о к р у ж н о с т ь  р а д и у с о м  r  и  с о г л а с н о  т е о р е м е  о  ц и р к у л я ц и и

з а п и ш е м  ф H d l  = I , т . е. H j n r  + H j n r  = I .

П о д с т а в л я я  в  эт о  в ы р а ж е н и е  в ы ш е у к а з а н н ы е  ф о р м у л ы , п о л у ч и м  со - 

B n r  (  1 1 ̂
о т н о ш е н и е  ----- 1------ =  I , и з  к о т о р о г о  с л е д у е т , ч т о  м о д у л ь  и н д у к ц и и

До I  И- 2 )
м а г н и т н о г о  п о л я  в о  в с е м  п р о с т р а н с т в е  з а в и с и т  о т  р а с с т о я н и я  r  д о  п р о 

в о д а  к а к  ^ 1° ^ 12 =  B ( r ) .
^ r ( p j +  p 2 )
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Ферромагнетиками называются вещества, которые в отсутствии внеш
него магнитного поля обладают спонтанной намагниченностью. Типич
ным представителем ферромагнетиков является железо. Основная осо
бенность ферромагнетиков -  сложная нелинейная зависимость B (H ). По
этому для ферромагнетиков нельзя ввести магнитную проницаемость как 
определенную постоянную величину, характеризующую магнитные свой
ства ферромагнетика.

Для каждого ферромагнетика экспериментально можно построить кри
вую Столетова, которая соответствует зависимости p (H ).

Задача 61. Тонкое железное кольцо со средним диаметром d = 50 см 
имеет на себе обмотку из N  = 800 витков с током силой 1 = 3,0 A. В коль
це есть поперечная прорезь шириной b = 2,0 мм (рис. 78). Пренебрегая 
рассеянием магнитного потока на краях зазора, найти с помощью графика 
(рис. 79) магнитную проницаемость железа в этих условиях.

Решение. Магнитную проницаемость железного кольца при условиях, 
указанных в задаче, можно рассчитать используя основную кривую на
магничивания технически чистого железа (рис. 80).

Отсутствие рассеяния магнитного поля на краях зазора позволяет ут
верждать, что B1 = В2 = В, где B1 -  модуль индукции магнитного поля в 
железном кольце; B2 -  модуль индукции магнитного поля в зазоре.

N
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Рис. 79

Рис. 80
Согласно теореме Остроградского -  Гаусса о циркуляции вектора И  

по контуру в виде окружности (см. рис. 78) диаметром d  можно утвер
ждать, что И  (%d -  b) + И 0Ъ = N1, где И  и И 0 -  модули вектора напря
женности в железе и зазоре соответственно. Воспользуемся соотношени-
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b
ем H  Q = —  и получим уравнение, выражающее связь между B  и H : 

Д  q

B
H  (xd -  b) H—  b = N I , которое после преобразования примет вид линей- 

Ц
„ , D NIpq p ()(xd  -  b)H

ной функции: B = ---------------------------- . При подстановке численных зна-
b b

чений функция представлена как аналитически: B = 1,5 -  Q,99H  Тл, так и 
графически (см. рис. 79). Кроме этого, зависимость B (H ) представлена 
на графике (см. рис. 8Q). Искомые H  и B  должны удовлетворять обеим 
зависимостям.

Находим точки пересечения двух графиков, получаем для условий
К..А.

задачи B = 1,25 Тл, H  = Q,26 — . Для расчета магнитной проницаемости
м

B  3железа при этих условиях используем формулу р = ------- = 3,8 • 1Q .
P q H

1 7 . ЭЛЕКТРОМАГНИТНАЯ ИНДУКЦИЯ

Задача 62. Длинный прямой проводник с током I  и П-образный провод
ник с подвижной перемычкой расположены в одной плоскости (рис. 81). 
Перемычку, длина которой l , перемещают с постоянной скоростью v. 
Найти ЭДС индукции в контуре как функцию расстояния г.

Решение. Рассмотрим перемещение перемычки в течение времени dt. 
Площадь контура, которую заметает перемычка за это время, равна 
dS = ld t (рис. 81). Определяем модуль и направление вектора магнитной 
индукции поля, создаваемого длинным прямым током. По теореме о цир
куляции по контуру в виде окружности г, центр которой совпадает с цен
тром прямого провода, имеем B 2^r = цQI . Следовательно, модуль вектора

магнитной индукции как функция расстояния г равен B (r) = . Причем
2 -кг

в пределах выделенного элемента dS  поле можно считать однородным.
Направление вектора B  определяем как направление касательной к 

силовой линии поля, созданного прямым током I  (в соответствии с пра
вилом правого винта) (см. рис. 81). Выбираем сонаправлено с вектором 
B  направление единичной нормали n к контуру.
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r dr

+ e,

С n

Рис. 81

Рассчитываем элементарный магнитный поток через выделенный кон-

ннтнон индукции , получим выражение ь, = -------= -------- lv , где v = — .
dt 2 xr dt

Знак « -»  определяет полярность е, или (согласно правилу Ленца) на
правление индукционного тока в перемычке.

Задача 63. По двум гладким медным шинам, установленным под уг
лом а  к горизонту, скользит под действием силы тяжести медная перемыч
ка массой т .  Шины замкнуты на конденсатор C. Расстояние между шина
ми l . Система находится в однородном магнитном поле с индукцией B, 
перпендикулярном плоскости, в которой перемещается перемычка (рис. 82). 
Сопротивление шин, перемычки и скользящих контактов, а также самоин
дукция контура пренебрежимо малы. Найти ускорение перемычки.

Решение. Изменение магнитного потока через контур площадью 
dS = ldx  обусловлено движением перемычки в течение времени dt. Вы
бираем П к контуру сонаправлено с B. Тогда изменение магнитного по
тока dФ = B dS = Bldx. По закону Фарадея находим

где v =  мгновенная скорость перемычки. Знак «-»  определяет по-
dt

лярность е, или (согласно правилу Ленца) направление индукционного 
тока в перемычке.

—  = - B l —  
dt dt

dr
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Рис. 82

Найдем силу индукционного тока. Для этого воспользуемся опреде

лением I  = — , где dq -  изменение заряда на обкладках конденсатора за 
dt

время dt.
Так как движущаяся перемычка замкнута на конденсатор, в каждый 

момент времени справедливо равенство ег- = U c , где U c -  напряжение на

qконденсаторе, которое равно U c = . Следовательно, заряд на обкладках 

конденсатора можно выразить как q = Czt = CBlv, а силу индукционного

тока I  как I  = C B l — .
d t

Применим теперь основное уравнение динамики = £ дд,

поступательного движения перемычки. На перемычку действуют две си
лы: сила тяжести mg  и сила Ампера РА, которая действует со стороны 
магнитного поля на перемычку с индукционным током.

По закону Ампера РА = I  [T х  B  J , т. е. численно равна

РА = I I B  = C B  2l2 — ,
А d t

направлена так, что тормозит движение перемычки (см. рис. 82). В про
екции на ось О Х  получим
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2,2 dv dvmg sin a  -  CB l —  = m — .
dt dt

_ dv mg sin a
Следовательно, ускорение перемычки равно a = ~ ^  =  CB 2 l 2 .

Задача 64. На длинный прямой соленоид, имеющий диаметр сечения 
d  и содержащий N  витков на единицу длины, плотно надет круговой 
виток из медного провода с поперечным сечением S. Найти силу индук
ционного тока в витке, если ток в обмотке соленоида увеличивается с 

dI0
постоянной скоростью —-  (рис. 83).

dt
Решение. По закону Ома силу индукционного тока в витке можно оп- 

£.
ределить как I  = — , где R  -  сопротивление витка; г. -  ЭДС индукции, 

R
появившаяся в витке вследствие применения магнитного потока через 
его контур.

Сопротивление медного витка R = , гДе Р -  удельное сопротив

ление меди; l = xd  -  длина витка.
ЭДС индукции можно определить по закону Фарадея:

dФ dB x d 2
dt dt 4

Изменение потока магнитной индукции через контур кругового мед
ного витка происходит за счет изменения поля соленоида, которое мож-

dB dI-
но задать как —  = ипи —-.

dt 0 dt
Выполняя соответствующие подстановки, получим, что сила индук- 

p0ndS dI- u
ционного тока I  = — --------- - .  Направление индукционного тока согласно

4р dt
правилу Ленца будет такое, чтобы созданное индукционным током маг
нитное поле B. препятствовало нарастанию поля B  в соленоиде.

Рис. 83
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Задача 65. Контур находится в одно
родном магнитном поле с индукцией B.
Верхнюю часть контура -  провод в виде 
полуокружности радиусом а  -  вращают с 
постоянной угловой скоростью га вокруг 
оси O O '. Сопротивление контура R . В мо
мент t  = 0 магнитный поток через контур -  
максимальный. Пренебрегая магнитным 
полем индукционного тока, найти среднюю 
мощность, выделяемую в контуре (рис. 84).

Решение. Причина изменения потока маг
нитной индукции через контур при враще- Рис- 8 4

нии провода в виде полуокружности -  изменение угла а  между вектора
ми B  и n  (единичной нормали к контуру) по закону а  = a t .

Учитывая начальные условия ( t  = 0, Фтах), запишем магнитный по

ла
ток как функцию t : ) = B S  cos a t , где S  = - ^ -  -  площадь той части

контура, через которую изменяется магнитный поток. По закону Фарадея

dФ
е,- = —

dt
■ = B S a  sin a t ,

2л
т. е. ЭДС изменяется по гармоническому закону с периодом Т = — . Сле

га
e, B Sa  .

довательно, по закону Ома сила индукционного тока I  = —  = -------sin a t
R R

также является гармонической функцией t. Среднюю мощность индук
ционного тока за период Т  можно рассчитать, используя закон Джоуля -  
Ленца:

< P  > = -  f I 2R dt = -  f
T J T 40 0

2 2 
Bлd га

2R
R  sin ratdt.

T T. i - t
Интеграл вычислим как I sin2 a td t  = — I (1 -  cos 2a t)d t = —. Следова-

0 0
тельно, средняя за период T  тепловая мощность индукционного тока

1 T т2п , 1 (B n a 2 а ) 2равна < P > = — J I  R d t =
T 8R
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Задача 66. Металлический диск радиусом R  вращают с постоянной 
угловой скоростью ш вокруг его оси. Найти ЭДС индукции, действую
щую между центром и ободом диска, если: а) внешнего поля нет; б) име
ется перпендикулярное к диску внешнее однородное магнитное поле с 
индукцией B.

Решение. Для случая а) рассмотрим первоначально причины возник
новения ЭДС между центром и ободом вращающегося металлического 
диска. При вращении металлического диска на носители электрического 
тока -  электроны -  начинает действовать сила инерции, которая будет 
перемещать их к ободу диска. Перераспределившиеся электроны созда
дут электрическое поле Ё*. Найдем ЭДС индукции, действующую меж-

R
ду центром и ободом диска, ег- = J Ё dr.

0
Рассмотрим электрон массой т, который находится на расстоянии r 

от центра диска (рис. 85). На него при вращении диска с угловой скоро
стью ш действует центробежная сила инерции F  б = т и 2г, которая вы

полняет роль сторонней силы. Соответствующее электрическое поле
F„ б

Ё  = ------ , где e -  заряд электрона. Тогда при вращении диска ЭДС, дей-
e

R 2 2 ъ2г ты r 1 ты R
ствующая между его центром и ободом, равна е2- = I  dr = ---------- .

J e 2 e0
Значение ЭДС индукции очень мало, даже при достаточно больших раз
мерах диска и большой угловой скорости его вращения. Например, при

R = 25 см и и  = 130 , ег- = 3,0 нВ.

Рис. 85
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Рис. 8 6

Следует также заметить, что величина ЭДС и ее полярность от на
правления вращения диска (по или против часовой стрелки) не зависит.

В случае б) если вращающийся металлический диск находится в пер
пендикулярном плоскости диска магнитном поле, то на электроны, кро
ме центробежной силы инерции, действует сила Лоренца: Рл = e |̂ v x B  J

(рис. 86), направление которой существенно зависит от направления 
вращения диска и модуль которой значительно превышает численное 
значение центробежной силы инерции даже при полях с индукцией 
B = 0,5 мТл. Поэтому в дальнейшем расчете будем учитывать только си
лу Лоренца, воздействие которой на электрон будет определяющим. Вы
полним преобразования, учитывая, что v = [й  x  r ], B  || й , B L  r , й  Т  r . 
Тогда

Рл = - е  |^[й x г ] x B  J = e ̂  B  х [ й  х г ] J = e(co (B r ) -  г (Bco)) = ±eBwr.

Знак «+» соответствует случаю, когда диск вращается против часовой 
стрелки (т. e. B  й ) (см. рис. 86, б), знак «-»  -  вращению по часовой 
стрелке (т. e. B  ТТ й ) (см. рис. 86, а).

Магнитная сила -  сила Лоренца -  выполняет роль сторонней, ей со-
Fuответствует поле E  = - ^  = +a>Br. Возникающая ЭДС индукции между 

- e
центром и ободом вращающегося диска

ег- = J  E*dr = J  + o>Br dr = + ®B J  .
0 0
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Знак « + »  определяет полярность ЭДС индукции между центром и 
ободом вращающегося диска в направлении против часовой стрелки и по 
часовой стрелке. Численное значение ЭДС индукции при B = 5,0 мТл.

ю = 1 3 0 и R = 25 см равно ег- = 20мВ (т. е. ЭДС индукции, возни- 
с

кающая вследствие воздействия на электроны силы Лоренца, превышает 
ЭДС, возникающую под воздействием центробежной силы инерции 
~106 р аз).

В итоге можно утверждать, что возбуждение ЭДС индукции в дви
жущихся проводниках в магнитном поле объясняется действием магнит
ной силы Лоренца ~ [v x B  J на электроны и, следовательно, их дальней

шим перераспределением в проводнике.
Задача 67. Непроводящее тонкое кольцо массой т, имеющее заряд 

q, может свободно вращаться вокруг своей оси. В начальный момент 
кольцо покоилось и магнитное поле отсутствовало. Затем включили од
нородное магнитное поле, перпендикулярное к плоскости кольца, кото
рое начало нарастать во времени по некоторому закону B (t). Найти уг
ловую скорость й  кольца в зависимости от индукции B(t).

Решение. Первоначально выясним причины, которые вызвали вращение 
непроводящего покоящегося заряженного кольца. Согласно теории Мак
свелла изменяющееся во времени магнитное поле порождает вихревое 
электрическое поле независимо от наличия проводящего контура. Уравне
ние, выражающее связь между вихревым электрическим и вихревым маг

нитным полями, имеет вид [ У х Ё ] = ------ . При этом циркуляция вектора
dt

— г — — dФ
Ё  по любому неподвижному контуру определяется как ф  Edl =  ег- = ------- ,

dt
т. е. закон электромагнитной индукции справедлив, когда магнитный поток 
сквозь контур меняется за счет изменения во времени магнитного поля. Ес
ли в области возникновения вихревого электрического поля Ё  находится 
заряд q, то на него воздействует сила F  = qЁ, которая при определенных 
условиях создает вращающий момент силы M , относительно некоторой 
оси вращения, что свидетельствует о возможности возникновения враща
тельного движения.

Для описания вращения кольца вокруг своей оси используем основное
7 dra -  7 2уравнение вращательного движения: I  —  = M  , где I  = mr -  момент*
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dq

инерции кольца радиусом r (рис. 87);
М рез -  результирующий момент сил, дей
ствующих на заряженное кольцо со сторо
ны возникающего электрического поля.

Для расчета М рез мысленно выделим 
элемент кольца с зарядом dq и опреде
лим элементарный вращающий момент от
носительно оси кольца, который создает 
сила dF = Edq, как dM  = [r х  dF ]. Учитывая, что r F E  для каждого эле

мента кольца, получим, что численное значение М рез = qEr. Вектор М рез
направлен по оси кольца так, что вызывает его вращение по часовой стрел
ке. Далее для расчета E  используем теорему о циркуляции по контуру в
виде окружности радиусом r. Запишем ф  E d i  =  е , , т. e. E 2 x r  = г , , откуда

Z7 е гследует, что E = ——.
2 %r

тг dФ dB 2Для расчета е, используем закон Фарадея: е, = ----------- = ----------- nr . Сле-
dt dt

d B r  dB qr2 „
довательно, E  = --------- , а М = ------------ . Знак «-»  показывает, что ли-

dt 2  рез dt 2
нии вихревого электрического поля, индуцированного изменением поля 

B, образуют с вектором левовинтовую систему.

Подставляя полученное выражение в основное уравнение динамики для
dra

вращательного движения, имеем
dt

q dB _  ч q
-, или a>(t) = ------------------B(t).

2 m dt 2 m

1 8 . САМОИНДУКЦИЯ.
ИНДУКТИВНОСТЬ. ВЗАИМНАЯ ИНДУКЦИЯ

Задача 68. Катушку индуктивности L и сопротивление R  подключи
ли к источнику постоянного напряжения. Через какое время ток через 
катушку достигнет р (%) установившегося значения?

Решение. В момент времени t = 0 быстро повернем ключ K  из верхнего 
положения в нижнее (рис. 88), т. е. мы подключим к катушке индуктивно
сти источник ЭДС е. Ток в цепи начинает нарастать, и в катушке возникает
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L, J переменное магнитное поле, которое через 
витки катушки создает переменный магнит
ный ток. Это изменение (нарастание) маг
нитного потока является причиной порож
дения ЭДС самоиндукции eS, противодей- 

K ствующей в конечном итоге появлению в
Рис. 8 8  цепи электрического тока. Согласно закону

Ома в любой момент времени справедливо
7 £ +равенство I  = ■-------

J
r d lВоспользовавшись законом самоиндукции eS = —L — , получим вы-

dt
т d l d l

ражение J I  = е -  L — , г д е  скорость нарастания тока в цепи. Преоб-
dt dt

разуем данное уравнение к виду, удобному для интегрирования. Для это
го введем новую переменную U = J I  - е, для которой dU  = J d I , и вели

чину т = L  -  постоянную времени (время релаксации). После преобразо- 
J

dU  dt
вания получим выражение -----= ------ , которое проинтегрируем в преде-

U т
лах по переменной от - е  до J I  - е  и по времени t от 0 до t.

Полученное соотношение имеет вид ln — —-  = . Отсюда следует.
- е  т

t— £
что сила тока в цепи нарастает по закону I  = I 0(1 -  eт), где I 0 = — пред-

J
ставляет собой величину силы установившегося тока. Величина т характе
ризует быстроту установления тока. График возрастания силы тока в цепи 
от времени представлен на рис. 89. Используя условие задачи, что I  = ц10,

t

получим р /0 = I 0(1 -  eт), откуда следует, что время, через которое ток в ка

тушке достигнет указанного значения I , равно t = - L ln(1 -  p).
J

Аналогичные рассуждения можно провести для процесса исчезнове
ния тока при размыкании цепи. Так как в этом случае ток через катушку 
начинает убывать, возникающая ЭДС самоиндукции будет препятство-

t

вать исчезновению силы тока в цепи по закону I  = I 0 eт, где т теперь бу
дет характеризовать скорость убывания тока в цепи ( т -  время, в течение 
которого сила тока уменьшается в e раз).

+
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Рис. 89

Задача 69. Определить индуктивность тороидального соленоида из 
N  витков, внутренний радиус которых R, а поперечное сечение имеет 
форму квадрата со стороной а. Внутри соленоида пространство заполне
но изотропным магнетиком с магнитной проницаемостью р.

Решение. Известно, что индуктивность L как характеристика контура 
зависит от формы и размеров, а также от магнитных свойств окружающей 
среды и не зависит от силы тока I , протекающего в контуре.

Поэтому пропустим по виткам тороидального соленоида ток I . Тогда 
полный магнитный поток через поперечное сечение соленоида будет 
прямо пропорционален силе тока и можно записать, что Ф = L I , где L -  
индуктивность соленоида.

Следовательно, задача сводится к нахождению полного магнитного пото
ка Ф через поперечное сечение соленоида. Для этого выделим в поперечном 
сечении соленоида элементарную площадку dS = adr (рис. 90). Элементар

ный магнитный поток через эту площадку равен dI = B dS = B adr , считая, 

что B  ТТ п.
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Для дальнейшего решения необходимо найти B  как функцию рас
стояния r от центра симметрии тороидального соленоида. Но так как 
пространство внутри соленоида заполнено магнетиком, первоначально 
определяем значение H  по теореме о циркуляции по контуру в виде ок
ружности радиусом r , т. e. H2%r = N I , а затем модуль вектора индукции 

N I
как B (r ) = цр0H  = рр0 -— .

2 -кг
Тогда элементарный магнитный поток через выделенную площадку 

N1
численно равен dФ = рр0----- a dr. Магнитный поток через поперечное се-

2 %r
чение одного витка соленоида равен

R+a N1 , N1 , R  + aГ NI NI
Ф1 = I № 0 —  adr  = № InJ  t ' T r r  t ' T r r2 %r 2 %rR

Полный магнитный поток через поперечное сечение N  витков соленои-
N  2  I a , R + a

да равен Ф = NOj, или Ф = рр0--------ln
2 % a

В итоге находим индуктивность тороидального соленоида:

Ф N 2 a , R + a
L = —  = рРс,—— ln- 

I  2п a
Задача 70. Тонкое кольцо из магнетика имеет средний диаметр d  и 

несет на себе обмотку из N  витков. Площадь поперечного сечения коль
ца -  S. В кольце сделана поперечная прорезь длиной b. Когда по обмот
ке течет ток I , магнитная проницаемость магнетика -  р. Пренебрегая 
рассеянием магнитного потока на краях зазора, найти индуктивность си
стемы (рис. 78).

Решение. Данную задачу можно решить двумя способами: определить 
индуктивность системы через полный поток и через энергию. Так как 
первый способ аналогичен решению предыдущей задачи, мы воспользу
емся вторым способом, в основе которого будет использована формула

L = = f— dV.
12 J РР0

По условию задачи рассеянием магнитного потока на краях зазора сле
дует пренебречь. Данное условие позволяет утверждать, что Bj = B2 = B, 
где B1 и B2 -  модули магнитной индукции в магнетике и зазоре. Тогда в

B B  
области прорези Н 0 = — , в области магнетика H  = ------. Применим тео-

Р0 №0
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рему о циркуляции для H  по контуру в виде окружности диаметром d ,

тогда получим (xd -  b )H  + H 0b = N I , или (xd -  b)
B B

b = N I .
ДДо

Из данного выражения находим B  = - n i P P o
Д 0
^ДДо

(xd -  b) + pb x d  + pb 
здесь и в дальнейшем, что b ^  d .

Тогда найдем индуктивность системы:

учитывая

( B 2 B л
 S (xd  -  b) H------Sb
№o До

pN 2S
xd  .
—  + b
Д

Задача 71. Рамка и прямой провод лежат в одной плоскости, причем 
ближайшая к проводу сторона рамки длиной b параллельна проводу и 
отстоит от него на расстояние l (рис. 91). Вычислить взаимную индук
тивность прямого длинного провода и прямоугольной рамки со сторона
ми a и b.

Решение. Пропустим по прямому длинному проводу ток силой I , соз
дающий в окружающем пространстве неоднородное поле, модуль векто
ра индукции B  которого является функцией расстояния r от провода до

точки наблюдения как B = -^°1  (согласно теореме о циркуляции вектора
2 xr

B  по контуру в виде окружности радиусом r ). Тогда через элементар
ную площадку площадью dS = bdr  поле создает элементарный магнит- 

p0Ibdr
ныи поток d® = — -------.

2 xr

b

Рис. 91
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П о л н ы й  м а г н и т н ы й  п о т о к  ч е р е з  п л о щ а д ь  в с е й  р а м к и  р а в е н

Ф = 1
l+a IA I b  , l  + a

p  0  d r  = p 0 — ln -
2 -кг 2 n lJ

И з  т е о р и и  и з в е с т н о , ч т о  п о л н ы й  м а г н и т н ы й  п о т о к  ч е р е з  п л о щ а д ь  р а м к и  

п р я м о  п р о п о р ц и о н а л е н  с и л е  т о к а  I , т е к у щ е г о  в  п р о в о д н и к е , т . е. 

Ф  =  L 121 , г д е  L i  -  к о э ф ф и ц и е н т  п р о п о р ц и о н а л ь н о с т и , к о т о р ы й  н а з ы в а 

ю т  в з а и м н о й  и н д у к т и в н о с т ь ю  р а м к и  и  п р я м о г о  п р о в о д а . С л е д о в а т е л ь н о , 

T b l + a
L 12 =  ц 0 — l n -------- . И з  о т в е т а  в и д н о , ч т о  в з а и м н а я  и н д у к т и в н о с т ь  за в и с и т

2 % l
о т  ф о р м ы , р а з м е р о в  и  в з а и м н о г о  р а с п о л о ж е н и я  п р я м о г о  п р о в о д а  и  р а м 

к и , а  т а к ж е  о т  м а г н и т н о й  п р о н и ц а е м о с т и  о к р у ж а ю щ е й  с р е д ы  (ц  =  1).

1 9 . ЭНЕРГИЯ МАГНИТНОГО ПОЛЯ

З а д а ч а  72 . Т о к  I  т е ч е т  п о  д л и н н о м у  п р я м о м у  п р о в о д н и к у  к р у гл о г о  

с е ч е н и я  с  м а г н и т н о й  п р о н и ц а е м о с т ь ю  ц. Н а й т и  э н е р г и ю  м а г н и т н о г о  п о 

л я  в н у т р и  п р о в о д а  в  р а с ч е т е  н а  е д и н и ц у  е го  д л и н ы .
Р е ш е н и е . Д л я  р а с ч е т а  э н е р г и и  м а г н и т н о г о  п о л я , з а к л ю ч е н н о й  в н у т р и

п р о в о д н и к а , в о с п о л ь зу е м с я  ф о р м у л о й  W  =  J  w dW, гд е  w -  о б ъ е м н а я  п л о т 

н о с ть  э н е р г и и  м а г н и т н о г о  п о л я . И з  т е о р и и  и з в е с т н о , ч т о  эт у  в е л и ч и н у  

м о ж н о  за д а т ь  к а к  ф у н к ц и ю  р а с с т о я н и я  r о т  о с и  п р о в о д а  п о  ф о р м у л е  

B 2
w ( r ) = -------- , г д е  B  -  м о д у л ь  м а г н и т н о й  и н д у к ц и и  к а к  ф у н к ц и я  р а с с т о я -

2 Р Р 0
н и я  r о т  о с и  п р о в о д а .

Т а к  к а к  п р о в о д  в ы п о л н е н  и з  м а г н е т и к а , д л я  о п р е д е л е н и я  B  в о с п о л ь 

зу е м с я  с н а ч а л а  т е о р е м о й  о  ц и р к у л я ц и и  H  п о  к о н т у р у  р а д и у с о м  r ,  п р о 

в е д е н н о м у  в н у т р и  п р о в о д н и к а  (р и с . 9 2 ), п р и ч е м  т о к , о х в а т ы в а е м ы й  кон-
х -  I  2 I

т у р о м , м о ж н о  р а сс ч и т а ть  к а к  I  = ф H d r = H 2nr, I  = — -  nr , гд е  j = — г- -
1  nR nR2

п л о т н о с т ь  т о к а ; R  -  р а д и у с  п р о в о д а .
В  и т о г е  п о л у ч а е т с я , ч т о  м о д у л ь  H  к а к  ф у н к ц и я  р а с с т о я н и я  r о т  о си

гг Irп р о в о д а  и м е е т  в и д  H  = --------  .
2 nR 2
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Рис. 92

ММ Ir
Следовательно, искомая величина B = цц0H  =— ° у . Выразим объем-

2nRl
-  ^ 012r 2ную плотность энергии магнитного поля внутри провода как w = — ^ —-т- .

8л2 R4
Рассчитаем энергию, заключенную внутри провода в расчете на еди

ницу его длины l. При расчете используем выражение объема элемен
тарного цилиндра единичной длины dV  = 2%r dr. Получаем, что

Задача 73. Тонкое кольцо из магнетика имеет средний диаметр d  и 
несет на себе обмотку из N  витков. Площадь поперечного сечения коль
ца -  S. В кольце сделана поперечная прорезь длиной b . Когда по обмот
ке течет ток I , магнитная проницаемость магнетика -  р.. Пренебрегая 
рассеянием магнитного потока на краях зазора, найти отношение маг
нитной энергии, заключенной в зазоре, к магнитной энергии, заключен
ной в магнетике.

Решение. По условию задачи рассеянием магнитного потока на краях за
зора можно пренебречь, следовательно, можно утверждать, что B1 = B2 = B, 
где B1 и B2 -  модули индукции магнитного поля в магнетике и в прорези соот

ветственно. Тогда в области прорези H 0 = B , в области магнетика H 0 = - ^ - .
^0 № 0

Применим теорему о циркуляции для H  по контуру в виде окружно
сти диаметром d  (рис. 93).
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B B
Тогда получим (nd -  b )H  + H 0b = N I , или (%d -  b )-------l b = N I . Из

ДД0 До 
NI^^o N I^^oданного выражения находим B  = -----------  =  —, здесь и в даль-

(nd -  b) + pb nd  + pb
нейшем учитываем , что b ^  d . Энергию магнитного поля, заключенную

B 2
в прорези, найдем как W1 = I w1dV, где w1 =   -  объемная плотность

J 2Д о
энергии в прорези.

Энергию магнитного поля, заключенную в магнетике, найдем анало-
B 2

гично: W2 = I w2dV, где w2 =  объемная плотность энергии в маг-
J 2рро

нетике. В результате получим выражения для энергии W1, заключенной в 
прорези, и W2, заключенной в магнетике соответственно:

W = рРоN  21 2 bS W = Д 2Д оN  21 2 (М  -  b )S
1 (nd  + pb )2 ’ 1 2 (nd  + ^b )2

в  Wi pbВ итоге получим отношение величин: —-  ~ — .
W2 nd

Задача 74. Найти энергию взаимодействия двух контуров с токами I 1 

и I 2, если контуры имеют вид окружностей с радиусами a и b (причем
a ^  b ). Центры этих контуров находятся в одной точке, плоскости кон
туров составляют друг с другом угол а .
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Решение. Из теории известно, что вза
имная энергия контуров с токами Д и I 2 
определяется по формуле W12 = Д 2I jI2, где 
L12 -  взаимная индуктивность контуров. Для 
расчета L12 используем формулу = L12I 1, 
где -  полный магнитный поток через 
площадь первого контура, вызванный маг
нитным полем, созданным вторым конту
ром.

Магнитная индукция B, которую в цен
тре витка создает круговой ток I 2, числен-

Рис. 94

но равна B = ^ 2 (рис. 94). 
2b

При условии, что a ^  b и что плоскости контуров составляют друг с 
другом угол а , запишем полный магнитный поток:

Ф, = ^ 2 n a 2 cos а. 
1 2b

Тогда взаимная индукция контуров равнаД 2 =
^ 0na  cos а  

~~2 b '
В итоге получаем, что энергия взаимодействия контуров с токами

равна W12 = Р-0na  I]12 
2 b

cos a.

20 . ЦЕПИ ПЕРЕМЕННОГО ТОКА

В значительной части цепей переменного тока протекающие токи 
можно считать квазистационарными. Для конденсаторов и катушек ин
дуктивности с заданными параметрами при постоянной частоте тока ем
костное и индуктивное сопротивления постоянны. Поэтому в таких це
пях для амплитудных и действующих значений тока и напряжения вы
полняется закон Ома.

При расчете последовательной цепи переменного тока необходимо:

1) рассчитать сопротивления: индуктивное xL=rnL, емкостное xC = - 1

реактивное x = xL -  xC

a C

полное(импеданс) Z -  VR + ( xl xc ) ;
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ХГ ~ XC2) сдвиг фаз между током и напряжением tg ф = —-----—;
R

3) использовать закон Ома для амплитудных I 0 = Ц 0  или действую-

„ , Uщих значении тока и напряжения I  = — ;

4) потребляемую цепью мощность и коэффициент полезного дейст
вия цепи рассчитывать по формулам S  = IU  и p = cosф соответственно.

При расчете цепи переменного тока, состоящей из параллельных уча
стков, рационально использовать метод проводимостей:

1) рассчитать активную g i = —2 , реактивную bt = —j  проводимости
Z i Z i

каждой из параллельных ветвей;
2) рассчитать активную g  = ^  g i , реактивную b = ^  bt и полную

i i

Л  = -у/g 2 + b 2 проводимости всей цепи;
3) рассчитать действующее значение силы тока в магистрали i = UЛ;
4) найти сдвиг фаз между напряжением и мгновенным током в цепи 

b
tg ф = -  ;

g
5) потребляемую цепью мощность и коэффициент полезного действия 

цепи рассчитать по формулам S  = IU  = U 2Л  и p = cos ф соответственно.
Задача 75. Последовательный участок цепи переменного тока состо

ит из резистора сопротивлением R  = 53,3 Ом, конденсатора емкостью 
C  = 21,0 мкФ и катушки с индуктивностью L = мГн. Частота переменного 
тока V = 50,0 Гц, сила тока зависит от времени по закону i = 2 ,94sinШ(Л). 
Найти зависимость от времени напряжения на данном участке, коэффи
циент полезного действия цепи, потребляемую мощность.

Решение. Если ток зависит от времени по гармоническому закону, то 
в цепи с постоянными параметрами напряжение также изменяется от 
времени по гармоническому закону с той же частотой v = U0 sin(rot + ф).

Так как амплитуда силы тока задана в условии, следовательно, 
U 0 = 1 0-Z.

Для расчета импеданса вычислим индуктивное и емкостное сопротив
ления:

xL =mL = 2nvL = 6,28 -50 -0,19 = 59,66 Ом,

1 1 106xC = ------= -------- = ------------------= 151,7 Ом.
C mC 2nvC  6,28 • 50 • 21
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Так как это промежуточные результаты вычислений, они округлены с 
одной запасной цифрой.

Значение

Z =ylR2 + (xL -  xC)2 =yl53,22 + (59,66 - 151,7)2 = 106,5 Ом. 

Амплитудное значение напряжения
U 0 = I 0 Z = 2,94 -106,5:

Сдвиг фаз между током и напряжением 
x L -  xC -92 ,04

313 В.

tg ф = - -1,720, ф = -5 9 ° 5 0 '= -0 ,332 рад.
R  53,5

Отрицательное значение сдвига фаз между током и напряжением означа
ет, что мгновенное напряжение отстает по фазе на 0,332 рад от мгновен
ной силы тока.

Зависимость напряжения от времени
u = U 0sin(rot  + ф) = 313sin(314t  -  0,322).

Коэффициент полезного действия определяется косинусом сдвига фаз 
между током и напряжением: p = cosф = 0,865.

Потребляемая цепью, или полная, мощность равна
2,94 • 313

S  = IU  = ^ = 460 Вт.
2 2

Задача 76. Участок цепи из двух параллельных ветвей подключен к 
источнику переменного напряжения, зависящего от времени по закону

u = U0  sin(rot + ф), где U0 = 100 В; ш = 1000 . В первой ветви последо

вательно включены резистор сопротивле
нием Rj = 40 Ом и конденсатор емкостью 
C  = 150 мкФ. Во второй ветви последова
тельно включены резистор сопротивлением 
R2 = 40 Ом и катушка с индуктивностью L = 
= 60 мГн. Найти зависимость силы маги
стрального тока, коэффициента полезного 
действия цепи и потребляемой ею мощно
сти от времени.

Решение. Магистральным  называется 
ток, проходящий по цепи до разветвления 
(рис. 95). Если напряжение изменяется по

U

R1 R,

Рис. 95

109



гармоническому закону, то и ток будет зависеть от времени по закону 
i = I 0sin(ro/ + ф). Так как амплитудное значение напряжения задано в ус
ловии, I 0 = U0 Л.

Для расчета проводимости всей цепи, рассчитываем сначала актив
ную и реактивную проводимости первой ветви:

R  R  40 ,
g1 "  Z 2 "  R2 + ((вC )"2 ~ 1600 + 6,672 ~ , М ’

b  = { 1  = ----- 6,67— 2 = 0,004 Ом-1.
1 1шС )  1600 + 6,672

Так как это промежуточные результаты вычислений, они округлены с 
одной запасной цифрой. Аналогично рассчитываем активную и реактив
ную проводимости второй ветви:

§ 2 = Л  = ~ Г ( — T = ------------- “  0,007 Ом"1,2 Z  22 R22 + (roL)2 900 + 602

b2 =  = 0,013 Ом-1.
2 Z22 900 + 602

Активная проводимость всей цепи g  = g 1 + g 2 = 0,031 Ом-1, реактив

ная проводимость всей цепи b = b1 + b2 = 0,01 Ом-1. Полная проводимость

Л = у] g 2 + b2 =yl0,0312 + 0,0172 = 0,035 Ом"1.
Амплитудное значение силы токаI 0 =  U0Л =  100 • 0,035 =  3,5 А.
Тангенс сдвига фаз между током и напряжением

tgф = b  = 0,017 = 0,548, ф = -28°40/ = 0,50 рад, g  0,031 , ^

и ток в магистрали зависят от времени по закону i = 3,5sin(1000l + 0,50). 
В этом выражении рассчитанные величины поставлены с двумя значащими 
цифрами, так как минимальное число значащих цифр в условии два.

Коэффициент полезного действияp = cosф = 0,877 = 0,88. Потребляе
мая цепью мощность

U 2 1002
g = и 2Л = —00А =  0,035 = 175 Вт = 0,18 кВт.

2 2
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2 1 . УРАВНЕНИЯ МАКСВЕЛЛА. 
ДВИЖ ЕНИЕ ЧАСТИЦ В ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ 

И МАГНИТНОМ ПОЛЯХ

Использование уравнений Максвелла при решении 10 различных за
дач показано в учебном пособии И. Е. Иродова «Основные законы элек
тромагнетизма», поэтому рассмотрим одну задачу, решение которой ос
новано на свойствах электромагнитных волн, вытекающих из уравнений 
Максвелла:

1) электромагнитные волны поперечные, т. е. колебания векторов на
пряженностей электрического и магнитного полей происходят в плоско
сти, перпендикулярной направлению распространения волны. В любой 
момент времени эти векторы и вектор скорости распространения волны 
взаимно перпендикулярны: E E H LV ;

2) колебания векторов E  и H  совпадают по фазе (синфазны);
3) объемные плотности энергии электрического и магнитного полей 

волны в любой момент времени равны;
4) для характеристики переноса энергии электромагнитной волной вво

дится вектор Умова -  Пойтинга S  = E  x  H  = wv, определяющий плотность 
потока электромагнитной энергии через поверхность, которую проходит 
электромагнитная волна.

При движении нерелятивистской заряженной частицы со скоростью V 
относительно какой-либо инерциальной системы отсчета в пространстве, 
в котором существуют стационарные электрическое и магнитное поля, 
на частицу действует сила Лоренца F  = qE  + q (V x  B). Расчет каких-либо 
характеристик движения можно проводить используя основные законы 
классической механики.

Задача 77. Плоская синусоидальная электромагнитная волна с частотой

V = 10 кГц и амплитудой напряженности электрического поля E0 = 0,5 —
м

распространяется в воздухе. Определить: а) какую энергию переносит 
волна через поверхность площадью s = 1 см2, расположенную перпендику
лярно направлению распространения волны за промежуток времени t = 1 с;
б) как изменится ответ при тех же данных, если волна будет распростра
няться в стекле с диэлектрической проницаемостью е = 6 и магнитной 
проницаемостью р. = 1.

Решение. В случае а) энергия, переносимая электромагнитной волной 
за промежуток времени dt через поверхность, перпендикулярную направ

111



лению распространения волны dsn , определяется модулем вектора Умова -

Пойтинга S  = dW  , а вектор -  векторным произведением S  = Ё  х  H .
dtdsn

t

Следовательно, искомая энергия W  = Л И
0

В плоской электромагнитной волне колебания напряженности элек
трического поля и напряженности магнитного поля происходят в одной 
фазе, поэтому можно записать для мгновенных значений этих величин: 
Ё  = Ё 0  sin rot, H  = H 0  sin rot, где го = 2nv.

Кроме того, в любой момент времени векторы полей взаимно перпен
дикулярны: Ё  L  H , поэтому модуль вектора Умова -  Пойтинга 

S  = EH  sin90° = Ё0 sin rotH0 sin rot = Ё 0 H 0  sin rot.

Найдем амплитуду вектора напряженности магнитного поля из соот
ношения для объемной плотности энергии электромагнитной волны:

е0еЁп Ц0дЯ0 ^  
w3 = w M или u = u . Для воздуха диэлектрическая проницае

мость е ~ 1 и магнитная проницаемость ц ~ 1, поэтому H 0 = Ё0
IМ-0

Так как волна распространяется перпендикулярно поверхности с за
данной величиной площади, интеграл

JJ Sds  =JJ Sds  cos0° = H 0 Ё0 sin2 rotJJ ds = ё 0 S  —  sin2 ro.
V ^0

Тогда энергия, проходящая через заданную поверхность:
t

W  = f  EqS
|е 0 1 -  cos2rot

= E^s.l - 0-

0

^ rcos2rot
t -  I---------

V 0 4ю

W = (0,5 •10_3)210_4,

V ^0 2

>
d  (2rot) = Ё 02 s l

У

/8 ,85-10”12 (

sin2rot
p.0 V 4ro

sin4n>104
12,56-10_' V 4л>104

= 0,066 -10”13 = 7 -10”15 Дж.
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В случае б) при распространении в стекле в соответствии с формулой 
е0е£02 ц0д Я 02

2  2  изменится амплитудное значение вектора напряженно

сти магнитного поля. Так как для стекла 1, а р,= 1, следовательно.

H  о = Е 0  и переносимая энергия больше, чем в воздухе, в Ve раз:

W = E 2s m t  -  ) = 16 -10-15 = 2 -10-14 Дж.
0 -у ц 0 I  4ю J ^

Не противоречит ли полученный результат тому, что скорость рас
пространения в стекле в Ve раз меньше? Используем для проверки вы
ражение для вектора Умова -  Пойтинга S  = w v , где w = w3 + wM -  объем
ная плотность энергии электромагнитной волны. Так как w3 = wM, значит, 
w = 2w3, тогда в простейшем случае модуль вектора Умова -  Пойтинга

800Е0 1 2 |е80
S = — ^ -0— , = Е0 I—- ,  т. е. скорость распространения уменьша-

2 Vee0 ^ 0  V ^0
ется в раз, а объемная плотность энергии увеличивается в е раз.

В чем физический смысл увеличения переносимой энергии? Дело в 
том, что в воздухе, если принимается величина диэлектрической прони
цаемости 8 = 1,000 58 ~1, не учитываются колебания зарядов вещества. 
При распространении электромагнитной волны в стекле этим нельзя пре
небрегать, так как энергия электромагнитной волны не только энергия 
электромагнитного поля, но и энергия колебаний зарядов в веществе.

Задача 78. Протон, ускоренный разностью потенциалов U, попадает в 
однородное электрическое поле плоского конденсатора, длина пластин 
которого в направлении движения равна l. Напряженность поля меняется 
во времени как E  = bt, где b -  постоянная. Считая протон нерелятивист
ским, найти угол между направлениями его движения до и после пролета 
конденсатора, если протон попадает в поле в момент t = 0. Краевыми эф
фектами пренебречь.

Решение. Фраза «ускоренный разностью потенциалов» означает, что 
до влета в конденсатор протон побывал в другом электрическом поле. 
А работа этого электрического поля пошла на сообщение протону кине-

л т т mv2 l2qUтическои энергии, т. е. A = qU = — —, отсюда v0 = А  скорость про-
2 V m

тона в момент начала движения в конденсаторе.
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Согласно условию протон влетает в пространство конденсатора па
раллельно пластинам, т. е. перпендикулярно вектору напряженности 
электрического поля. Так как масса частицы m  ~ 1,67 10-27 к г , а заряд 

q  ~  1,60 • 10-19 К л , модуль электрической силы много больше модуля силы 
тяжести q E  »  m g . Силами сопротивления движению по умолчанию мож
но пренебречь. Поэтому движение протона можно рассматривать только 
под действием электрической силы, которая направлена перпендикуляр
но начальной скорости протона (рис. 96).

В указанной системе отсчета движение протона вдоль оси О Х  равно
мерное со скоростью v0.

По второму закону Ньютона проекция ускорения протона на ось O Y

F  q E  q b t  d vy
a y  = — = —  = ----- . С другой стороны, a y = — — и проекция скорости

m  m  m  d t
t

протона на ось O Y  vy =  J  ayd t .
0

+ +  +  + + + +

x

MY

i

Puc. 96

К моменту вылета из конденсатора вдоль оси О Х  протон пролетит рас-
lстояние, равное длине пластин l = v0t , и время движения в поле t = — .

v0
К моменту вылета проекция скорости протона на ось OY

i* t--V
r  , q b  V  , q b  l 1

v y  =  I a y d t  =  —  I t d t  = ----------------У J У j-yj J yyj O,,-m 0 m 2v0
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Так как проекция скорости на ось О Х  постоянна (v0 = vx), а проекция 
скорости на ось OY  зависит от времени, следовательно, частица движется 
по криволинейной траектории. Направление движения в любой момент 
времени указывает вектор мгновенной скорости.

Первоначальное направление движения было вдоль оси ОХ  (см. рис. 96). 
Тогда угол между направлением движения протона до и после пролета 
конденсатора -  угол между мгновенной скоростью и осью ОХ.

vy qbl2 qbl2 f  m ^ b l2 m
Тангенс этого угла: tg a  = —  =  -  = --------. ------- = —  I  .

v0 2mv03 2m \ ^ 2 q U )  4 \ 2 q U 3

Соответственно, величина угла между направлением движения про

тона до и после пролета конденсатора а  = arctg
( b l2  I m ^

2 q U 3
q

Задача 79. Частица с удельным зарядом — движется прямолинейно
m

под действием электрического поля Ё  = Ё 0  -  bx, где b -  положительная 
постоянная; x  -  расстояние до точки, в которой частица первоначально 
покоилась. Найти расстояние, пройденное частицей до точки, где она ос
тановилась, и ускорение частицы в этой точке.

Решение. Как и в предыдущей задаче, считаем, что движение частицы 
происходит только под действием силы со стороны электрического поля.

Так как первоначально частица покоилась, она начинает движение с 
ускорением, проекция которого на направление движения

F  qE q(Ё 0  -  bx)
ax  ~ _  _m m  m

зависит от пройденного расстояния x. Хотя проекция ускорения с уве
личением x убывает, скорость частицы возрастает. В момент, когда 

Ё0Ё  = Ё 0  -  bx = 0 и x = — , проекция ускорения ax = 0, скорость частицы 
b

имеет максимальное значение.
При прохождении частицей малого расстояния dx работа электриче

ского поля идет на возрастание ее кинетической энергии: 
dWx = dA = Fdx = maxdx.

На рис. 97 показан график зависимости произведения массы частицы 
на ее ускорение от x. Изменение кинетической энергии dWx = maxdx на 
этом графике равно малому элементу площади под графиком. Тогда мак
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симальная кинетическая энергия частицы численно равна площади под 
графиком до момента, когда ускорение частицы ax = 0. В этот момент

- Eoрасстояние частицы от начальной точки x  = - ^ .

Рис. 97

^  Е 0При x  проекция ускорения на направление движения становится 
b

отрицательной, т. е. ускорение направлено противоположно скорости 
частицы, которая начинает убывать, и в какой-то момент частица оста
новится. Убывание кинетической энергии частицы до нуля соответствует 
такой же по величине площади под графиком. Следовательно, частица

Е0
остановится, когда пройдет расстояние x  = 2—̂ , а ее ускорение в этот

b
qEoмомент равно по модулю a = — -.
m

Задача 80. Из начала координат О области, где созданы однородные 
параллельные оси OY, электрическое и магнитное поля с напряженно
стью E  и индукцией B  (рис. 98), вылетает в направлении оси О Х  части-

qца с удельным зарядом — . Начальная скорость частицы равна v0. Найти 
m

для нерелятивистского случая координату y n частицы в момент, когда 
она n-й раз пересечет ось OY, и угол между скоростью частицы и осью 
OY  в этот момент.
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Решение. Электрическое и магнит
ное поля действуют на частицу с си
лой Лоренца

F  = F  + FM = qE + q[v XB].
Пусть частица имеет положительный 
заряд. Направление сил, действую
щих на положительную частицу, по
казано на рис. 98. Действием сил тя
жести и сопротивления можно пре
небречь.

Ускорение частицы под действи-
F  qE

ем электрического поля аэ = — = - —
m m

в любой момент направлено вдоль оси OY  и постоянно по модулю. Ско-
^ qE

рость частицы по направлению OY  равна vy = —  t.
m

Ускорение частицы под действием магнитного поля в начальный момент 

Fm _  qtvo Х B ]времени am = - ^ -  = направлено вдоль оси OZ и перпендикулярно 
m m

начальной скорости, т. е. является центростремительным (нормальным). 
В этом случае модуль скорости в любой момент остается постоянным и 
равен v = v0, а направление непрерывно изменяется, поэтому возникает

т  vo2 qVoB sin90°движение по окружности в плоскости ZOX. Тогда am = —  = —  ------------
m m

и mv0и радиус окружности, по которой движется частица, R = — -.
qB

Частица одновременно участвует в двух движениях: под действием 
электрического поля ускоряется вдоль оси OY, а под действием магнит
ного поля движется по окружности в плоскости ZOX.

Кинематический закон движения вдоль оси OY: y  =
a t 2

E  2.
2m

Если частица движется по окружности из начала координат, то она 
будет пересекать ось OY  после каждого полного оборота, т. е. через вре

мя, равное периоду T = 2%R 2%m . Тогда частица пересечет ось OY  n -й
v qB

раз через время t = nT  и координата частицы
qE  ^ ч2 qEn24 n 2 m 2  2n 2 n 2mE

у  = E  (nT ) =■ -2m 2mq2 B 2 qBA
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/t ^  
V ; -

У  У
К У '

Мгновенная скорость частицы, уча
ствующей в двух движениях, равна 

qE
— t + v0, причем в любойvt = vy + v0 =

момент времени vy L  v0 (рис. 99). Тан
генс угла между мгновенной скоро-

v yстью и осью OY  tg а  = — . При пере-

Рис. 99

соответственно, угол а  = arctg

сечении оси OY  в n -й раз
qE  _  qEn 2 m n 2 mnE 

v„ = —  nT  = - -
m m qB B

tg a  =
Bv.0

2 nnE
B v 0

2 nnE

Y

0

v0

Z
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