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УДК 519.63 

СОВЕРШЕНСТВОВАНИЕ ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ РАСЧЕТА 
ЗАДАЧ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ С УРАВНЕНИЕМ  

ВЛАГОПЕРЕНОСА 

Н.Г. Абрашина-Жадаева 

Беларусь, Минск   zhadaeva282@gmail.com 

Обсуждается новый класс численных методов для решения задач математиче-
ской физики, возникающих в теории влагопереноса, в том числе и учитывающих 
фрактальные свойства среды. Исследована корректность метода построения разност-
ных задач в классе достаточно гладких решений рассматриваемых уравнений.  
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IMPROVEMENT OF NUMERICAL METHODS FOR  
CALCULATING MATHEMATICAL PHYSICS PROBLEMS  

WITH THE HEAT-MOISTURE TRANSFER EQUATION 
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A new class of numerical methods for solving problems of mathematical physics  
arising in the theory of moisture transfer, including taking into account the fractal properties 
of the medium, is discussed. The correctness of the method of constructing difference  
problems in the class of sufficiently smooth solutions of the equations under consideration is 
investigated. 
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Введение 

В настоящее время имеется большое число публикаций, посвящен-
ных исследованию различных математических моделей физических про-
цессов и их численной реализации.  Мы рассматриваем модель влагопе-
реноса, где известно, что влажность может возрастать в более сухих слоях 
по диффузионному закону, если среда (почва) в начальный момент вре-
мени имеет неравномерное по глубине распределение влажности. В таких 
условиях наблюдается, так называемый, эффект Аллера [1]. Эффект, ко-
гда направление градиента влажности почвы будет соответствовать сло-
ям, где влажность ниже. Для описания этого явления обычно используют 
концентрацию трещиноватого пористого грунта. В этой связи в уравнение 
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влагопереноса вводится поправочный член, который в почвогрунтах учи-
тывает его влагоперенос. 
Базовая модель Аллера имеет вид: 

𝜕𝑢
𝜕𝑡 =

𝜕
𝜕𝑥 �𝐷

𝜕𝑢
𝜕𝑥 + ℵ

𝜕2𝑢
𝜕𝑡𝜕𝑥�, 

где 𝐷 = 𝐷(𝑢),ℵ −соответственно коэффициент диффузии и коэффициент 
Аллена. В основе таких моделей лежат дифференциальные уравнения в 
частных производных и их конечно-разностные аналоги, которые хорошо 
себя зарекомендовали при решении больших прикладных задач. Этим и 
продиктовано внимание исследователей к анализу важной в приложениях 
задачи в аграрном секторе страны, описывающих процесс влагопереноса 
в средах различной структуры [1-4], и развитию численных методов ре-
шения смешанных задач математической физики, которые должны быть 
универсальными. 
В работе для решения задачи с уравнением влагопереноса предлагаются 
модифицированные методы переменных направлений, основанные на ад-
дитивном представлении оператора исходной задачи. Причем операторы 
расщепления обладают свойствами самосопряженности и положительной 
определенности [4]. Предложенные при этом разностные схемы просты в 
реализации позволяют проводить как последовательные, так и распарал-
леленные вычисления [6-9]. 

1. Постановка задачи. 

В цилиндрической области 𝐺𝑇 = �̅� × (0,𝑇], где �̅� = 𝐺 ∪ 𝜕𝐺,𝐺 = {𝑥 =
�𝑥1, … , 𝑥𝑝�, 0 < 𝑥𝛼 < 𝑙𝛼  ,𝛼 = 1, . . . ,𝑝} – p -мерный параллелепипед с боко-
вой поверхностью 𝜕𝐺𝑇 = 𝜕𝐺 × [0,𝑇], будем исследовать процесс движе-
ния влаги против градиента влажности, рассматривая многомерную мате-
матическую модель влагопереноса Аллера вида: 
 𝜕𝑢

𝜕𝑡 = 𝐿𝑢 + 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ 𝐺, 𝑡 ∈ (0,𝑇], (1) 

 𝑢�|𝜕𝐺𝑡 = 0, 𝑢(𝑥, 0) = 𝑢0(𝑥), (2) 

где 
𝐿𝑢 = ∑ 𝐿𝛼𝑢 + ℵ 𝜕

𝜕𝑡
𝑝
𝛼=1 ∑ 𝐿𝛼𝑢

𝑝
𝛼=1 ,  

 
𝐿𝛼𝑢 =

𝜕
𝜕𝑥𝛼

�𝑘𝛼(𝑥)
𝜕𝑢
𝜕𝑥𝛼

� , 0 < 𝐶1 ≤ 𝑘𝛼 ≤ 𝐶2 
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 ℵ − коэффициент Аллера, который мал при впитывании влаги и велик 
при испарении [1 с.159]. Основные обозначения используем из [5]. 

Следуя [8,9], для (1), (2) переходим к соответствующей абстрактной 
задаче Коши [6-9]: 

 𝑑𝑢
𝑑𝑡 + 𝐴 �𝑢 + ℵ

𝑑𝑢
𝑑𝑡� = 𝑓(𝑡), (3) 

 𝑢(0) = 𝑢0 , (4) 

где 𝐴 = ∑ 𝐴𝛼 ,𝑝
𝛼=1  𝐴:𝐻 → 𝐻 - положительно определенный оператор в 

гильбертовом пространстве  𝐻 со скалярным произведением (𝑢,𝑣) =
∫ 𝑢𝑣𝑑𝑥𝐺 , и 𝐴𝛼 − постоянные, самосопряженные положительно опреде-
ленные операторы, порожденные дифференциальными выражениями 
−𝐿𝛼𝑢 и граничными условиями из (2).  𝑢(𝑡) ∈ 𝐷(𝐴),𝐷(𝐴) − область опре-
деления оператора 𝐴. 

Вместо скалярного решения 𝑢(𝑡), рассмотрим вектор решений  
𝑈(𝑡) = �𝑢1(𝑡),𝑢2(𝑡), …𝑢𝛼(𝑡), … ,𝑢𝑝(𝑡)� и перейдем к системе однотипных 
подзадач: 
 𝑑𝑢𝛼

𝑑𝑡 + �𝐴𝛽(𝑢𝛽 + ℵ
𝑑𝑢𝛽
𝑑𝑡

𝑝

𝛽=1

) = 𝑓(𝑡), (5) 

 𝑢𝛼 = 𝑢0    , 𝛼 = 1, … , 𝑝, (6) 

2. Корректность перехода к (5), (6) и априорная оценка. 

Теорема. Задача (5),(6), полученная в результате перехода от 
(3),(4), поставлена корректно и справедлива оценка 
 

�� 𝐴𝛼𝑢𝛼 
𝑝

𝛼=1
�
2
≤ 𝑀‖𝑓‖22 + ‖ 𝐴𝑢0‖2 , (7) 

𝑀 > 0 −постоянная и 𝑢𝛼(𝑡) = 𝑢(𝑡), ∀𝛼 = 1, … ,𝑝. 
Доказательство методологически аналогично [6-9]: 

пусть 𝑧𝛼 = 𝑢𝛼 − 𝑢 , тогда из (5) будем иметь  
 𝑑𝑧𝛼

𝑑𝑡 + �𝐴𝛽(𝑧𝛽 + ℵ
𝑑𝑧𝛽
𝑑𝑡

𝑝

𝛽=1

) = 0,    𝑧𝛼(0) = 0    ,

𝛼 = 1, … , 𝑝, 

(8) 
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Каждое уравнение из (8) умножим скалярно на 𝐴𝛼
𝑑𝑧𝛼
𝑑𝑡

 и просуммиру-
ем их по α=1,…, p, тогда получим 

 
� (

𝑝

𝛼=1

𝑑𝑧𝛼
𝑑𝑡 ,𝐴𝛼

𝑑𝑧𝛼
𝑑𝑡 ) + � (� 𝐴𝛽𝑧𝛽 ,

𝑝

𝛽=1

𝑝

𝛼=1
𝐴𝛼

𝑑𝑧𝛼
𝑑𝑡 ) + 

+ℵ� (� 𝐴𝛽
𝑑𝑧𝛽
𝑑𝑡 ,

𝑝

𝛽=1

𝑝

𝛼=1
𝐴𝛼

𝑑𝑧𝛼
𝑑𝑡 ) = 0  . 

(9) 

В (9), учитывая, что для второго выражения в нем справедливо пред-
ставление вида (v,𝑑𝑣

𝑑𝑡
) = 1

2
𝑑
𝑑𝑡

(𝑣, 𝑣), а первое - в силу линейности и положи-
тельной определенности оператора будет положительным, - третье пред-

ставимо как  ℵ�∑ 𝐴𝛼
𝑑𝑧𝛼
𝑑𝑡

𝑝
𝛼=1 �

2
, получим выражение, которое после интег-

рирования по 𝑡 от нуля до произвольного 𝑡∗ ∈ ]0,𝑇] будет иметь вид 

1
2�� 𝐴𝛽𝑧𝛽  

𝑝

𝛼=1
�
2

+ ℵ� �𝐴𝛼
𝑑𝑧𝛼
𝑑𝑡 �

2

= 0
𝑡∗

0
, 

Тогда в (8), следуя [8], [9], получаем  𝑑𝑧𝛼
𝑑𝑡

= 0, 𝑧𝛼(0) = 0, 𝛼 =
1, … , 𝑝   и таким образом, для любых 
  𝑡 ∈ [0,𝑇],  𝑧𝛼(𝑡) = 0,→   𝑢(𝑡) = 𝑢𝛼 , 𝛼 = 1, … , 𝑝.  

Покажем, что каждая из компонент векторного решения непрерывно 
зависит от входных данных, т.е. от 𝑓(𝑡), 𝑢0. Для этого умножим скалярно 
каждое из уравнений системы (5) на 𝑑𝐴𝛼𝑢𝛼

𝑑𝑡
 и просуммируем по    𝛼 =

1, … , 𝑝,   с первыми тремя выражения поступим, как при доказательстве 
корректности, а к последнему выражению применим 𝜀 −  неравенство и 
получим 

1
2
𝑑
𝑑 𝑡 �� 𝐴𝛼𝑢𝛼  

𝑝

𝛼=1
�
2

+ ℵ�𝐴𝛼
𝑑𝑧𝛼
𝑑𝑡 �

2

≤
1

4𝜀
‖𝑓‖2 + 𝜀 �𝐴𝛼

𝑑𝑧𝛼
𝑑𝑡 �

2

. 

Положим 2𝜀 = ℵ и проинтегрируем по 𝑡 от нуля до произвольного 
𝑡∗ ∈ ]0,𝑇] будет иметь неравенство вида 

�� 𝐴𝛼𝑢𝛼 
𝑝

𝛼=1
�
2
≤

1
ℵ
‖𝑓‖22 + ‖ 𝐴𝑢0‖2,   ‖𝑓‖22 = � ‖𝑓(𝑡)‖2𝑑𝑡

𝑡8 

0
 

из которого, обозначив 1
ℵ

= 𝑀, получим оценку, которая и доказывает 
справедливость утверждения теоремы. 
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Для решения задачи (5), (6) построим модифицированные многоком-
понентные схемы [9], так называемые векторно-аддитивные схемы,  по-
следовательной реализации [8], следующего вида: 

 𝑦𝛼� − 𝑦𝛼∗

𝜏 + �𝐴𝛽�𝑦�𝛽 + 𝑦𝛽𝑡� + � 𝐴𝛽(𝑦𝛽 + 𝑦�𝛽𝑡)
𝑝

𝛽=𝛼+1

𝛼

𝛽=1

= 𝑓, (10) 

𝑦𝛼(0) = 𝑢0, 𝛼 = 1, … ,𝑝, 

𝑦1∗ = 𝑦1,        𝑦𝛼∗ =
1
2

(𝑦𝛼−1 + 𝑦𝛼), 𝛼 = 2, … ,𝑝. 

и параллельной реализацией [7], [8]: 
 𝑦𝛼� − 𝑦�

𝜏 + 𝜎𝐴𝛼(𝑦�𝛼 + 𝑦𝛼𝑡) − 𝜎𝐴𝛼(𝑦𝛼 + 𝑦�𝛼𝑡) + �𝐴𝛽(𝑦𝛽 + 𝑦�𝛽𝑡)
𝑝

𝛽=1
= 𝑓,  

(11) 

причем 𝜎 ≥ 0,5, 𝑦� = 1
𝑝
∑ 𝑦𝛼 ,     𝑝
𝛼=1  𝑦𝛼(0) = 𝑦0. 

Для (10), когда 𝑓 ≠ 𝑓(𝑡)  и для (11) доказана безусловная устойчи-
вость алгоритмов для всех 𝜏 < 𝜏0 и, например, для (10) справедлива оцен-
ка  

‖𝑣𝑛+1‖2 = �(𝑣𝛼,𝛼−1,𝑣𝛼,𝛼−1) ≤ 𝜏2(1 + 𝜏𝐶0)−1 �� 𝐴𝛼𝑦𝛼(0)− 𝑓(0)
𝑝

𝛼=1
�
2

,
𝑝

∝=1

 

𝑣𝛼,𝛼−1 = 𝑦𝛼 − 𝑦𝛼−1,  𝐶0 > 0. 
Подробным доказательствам будет посвящена отдельная статья. С 

методологией исследования устойчивости и сходимости векторно-
аддитивных схем вида (10), (11) можно ознакомиться, например в работах 
[7,8] (см. цитируемую там литературу). Наличие члена в предложенных 
алгоритмах вида ∑ 𝐴𝛽(𝑦𝛽 + 𝑦�𝛽𝑡)

𝑝
𝛽=𝛼+1  не вносит дополнительных трудно-

стей в исследования. 
Аналогичные алгоритмы строятся для задачи, описывающей процесс 

влагопереноса в средах с фрактальной структурой. В этом случае за базо-
вую модель принимают уравнение вида  

𝜕0𝑡
𝛾 𝑢(𝑥, 𝑡) =

𝜕
𝜕𝑥 �𝐷

𝜕𝑢
𝜕𝑥 + ℵ 𝜕0𝑡

𝛾 𝜕𝑢
𝜕𝑥� , 0 < 𝛾 ≤ 1, 

𝑢(𝑥, 𝑡) −влажность в точках 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙 в момент времени t. 
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𝜕0𝑡
𝛾 − регуляризованный оператор Римана − Лиувилля, 0 < 𝛾 ≤ 1, 

представляет собой оператор дробного дифференцирования [9].  
Это модель обобщается, по образцу данной статьи, на многомерный 

случай. В качестве численного метода нахождения решения поставленной 
задачи можно выбрать, например, алгоритмы, предложенные в работах 
[11‒14]. 

Заключение  

Результаты, представленные в работе, ориентированы на применение 
информационных технологий в мелиорации [4]. Предложенные методы 
строились на основе известных аналогов [6 - 9] и представляют собой уже 
усовершенствованные численные методы решения многомерных задач 
математической физики для конкретного типа задач и могут быть исполь-
зованы для улучшения информационного обеспечения задач автоматиза-
ции управления водным режимом почвы в случае соответствующих 
средств дистанционного зондирования. 
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