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П. А. ВАКУЛ ЬЧ И К

О СХОДИМОСТИ ПОЛНОСТЬЮ К О Н С Е Р В А Т И В Н Ы Х  
Р А З Н О С Т Н Ы Х  СХЕМ И МЕТОДА НЬЮТОНА ИХ Р Е А Л И З А Ц И И  

Д Л Я  СИС ТЕМ Ы У Р А В Н Е Н И Й  ГАЗОВОЙ Д И Н А М И К И

Р ассм отри м  систему уравнений газовой д инам ики  в случае  а д и а б а ­
тического течения га за  [1, 2]

dv др д (  \ \  dv д (  , v2 \  д , , , . ,
И Г  ~  д Г ’ “ д Г Г р /  Ш~' ~2~) ~~ М

где t — врем я; s  — л а г р а н ж е в а  м ассовая  координ ата ;  р — плотность сре­
ды; v — скорость; р  — д авлен ие;  г  — внутренняя  энергия. П усть при 
t  =  0 за д ан ы  н ачальн ы е  условия

w(s, 0) = u 0(s ) ,  p ( s ,  0) =  p 0( s ) ,  p (s ,  0) =  po(s), e ( s ,  0) =  e0 (s ) ,

(2)
а при s  =  0 и s =  /И — граничны е условия  вида  [3].

u(0, t) =  v * ( t ) ,  p ( M ,  t)  =  p* ( t ) , 0 < t s ^ t 0. (3)
Б уд ем  т а к ж е  п редполагать , что решение за д ач и  (1) — (3) в П =
=  {0 s М,  0 ^  t  ^  4} существует, единственно и явл яется  д о ста ­
точно гладким .

З а д а ч а ,  ан ал о ги ч н ая  (1 ) — (3) в случае изотермического течения 
идеального  газа ,  р а с с м ат р и в а л а с ь  ранее  в [4, 5], где на целочисленном 
ш аблон е  исследуется  сходимость разностны х схем типа  Л а к с а  — Венд- 
р оф ф а  [6, 7], а т а к ж е  м етода  Н ью тона их реали зац и и . Эти исследования 
продолж им  здесь д л я  случая  ади абатического  течения, при этом, не 
огран и чи вая  общности исследования, будем п редполагать , что газ  и д еа ­
лен с уравнени ем  состояния е =  р£/'(у — 1), где £ =  у >  1 — постоян­
ная величина.

Н а  равном ерной сетке узлов  ш/1Т [3] рассм отрим  полностью кон серва­
тивную разностную  схему типа Л а к с а  •— В ен д р о ф ф а

Щ +  р[°'Ъ) =  0, l t -  v<°’5) =  0, st +  р(о.5)у (°-5> =  О, е,. о =  - р (о°-% , о, (4) 
которая  апп роксим ирует  исходную систему (1) с погрешностью 

О (h2 +  т2). Здесь f  =  0,5 ( /  ( +  1) +  / ) ,  =  0,5 (f +  / ) ,  ё  =  Д и с­
персионные свойства разностной  схемы (4) изучены в работе  [8]. Р а з ­
ностные схемы реш ения зад ач и  (1) — (3),  отличные от (4), предлож ены  
в [9]. З десь  ж е  получены оценки погреш ности в норме Ь2. В [10] иссле­
дуется  сходимость разностны х схем в случае  идеального  г а з а  при н а л и ­
чии слабого  р а зр ы в а  в решении. Д л я  погреш ности разностной схемы 
в этой рабо те  получены априорны е оценки в сеточных норм ах  Ь 2 и С. 
Будем  исследовать  сходимость разностной  схемы (4) в сеточной норме 
Z.2 -f- W 2. Р ассм отри м  ее погрешность. С этой целью  обозначим через х,
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у  и  z  соответственно погрешности — , р  и V.  В ы читая  теперь из у р а в н е ­
ний системы (1) соответствующие уравнения  (4), д ля  погрешности р а з ­
ностной схемы (4) получим следую щую  разностную задачу:

zt +  0,5 {ys +  у ь)  =  / \  (/г2 +  т2), xt — 0,5 (zs +  zs) =  r2 (h2 +  x 2),

Tt,yt +  p x t +  p < ° '5> ( z s +  z a)  ] 9 1 =  y tx  +  x ty  +  l ty  +  p , x  +  (5)

+  K/<°'5> (zi°’5) — Ws°’5)) J +  r ,  (h2 +  X2)

с нулевыми начальны м и и граничными условиями. Здесь  г, (/i2 +  х2) ,
i = l ,  2, 3 — погрешность аппроксимации соответствующих у р а в н е ­
ний (4).

Теорем а 1. П усть разностная  схема (4) на ш/!Т аппроксимирует  исход­
ную систему (1) с погрешностью 0(/г2 +  х2). Тогда при достаточно м а ­
лы х  /г и х и таких, что при х =  /г“ , а  >  0,75, решение, получаемое по
разностной  схе,ме (4), стремится к  точному решению исходной задачи  
(1) — (3), при этом скорость сходимости характери зуется  соотношением

/ Л  Л Л д  V _ J  Г - ( 0 , 5 )  -  ~ \ \ 3 _

Ql + 1 =  ||[ X  II +  |[ у  |j- +  |[ Z  ||- -f- |[ у а II2 -Д 2 Я  ZS’ Zs I J 2 ^

< 4 4 ( / i 2 +  x2), (6)
N — I

где | [ / | | 2=  2 lift, M  >  0 — ограниченная величина, не зависящая от h,
г=о

х и решения задачи (4).
Д л я  до к азател ьства  теоремы 1 умнож им скаляри о  уравнени я  систе-

Л Л - ( 0 ,5 )
мы (5) соответственно на 2xz +  2x y ts +  xzt , 2тх +  х 2-——  (у — 1 )zts + x x t,

I
л л _

2ху  - f  xz ts/t, +  x y t. Используя затем для  оценки скалярного произведения 
неравенство Коши — Буняковского и е-неравенство [3], после суммиро­
вания полученных выражений придем к соотношению вида Q/+ i< C ( l  +

 i_
+  xci)Ql  +  rc2 (Qf+i +  Qf) h 2 +  хс3 (Qj+ i +  Q-) l i~3 +  xc4 (/i2 +  x2)2, где 
Qu =  0, c , - > 0 ,  / = 1 ,  4 и зависят от точного решения задачи (1) — (3). 
Следуя теперь [11], из последнего соотношения при h, х 0 и х — ha, 
а  > 0 , 7 5  иолучим оценку вида (6) и теорема 1 доказана.

Д л я  реш ения системы нелинейных разностны х уравнени й  (4) в к а ж ­
дой точке сетки со/1Т на (/ +  1)-ом слое будем использовать  метод Н ь ю ­
тона, который достаточно полно излож ен  для  такого  рода за д ач  в [12]. 
Л и н еар и зо в ан н ая  по методу Н ью тон а  система уравнений в наш ем сл у ­
чае  примет вид

k -т 1 £+1
7   7) 1 f   г к +1

+  0,5 (ра +  р а) =  0, -  0,5 (vs +  о„) =  0,т
k k -\-1 k k-\-\ k k
p  I  - f 1  p  —  p I  —  p I

2

v — i -
H A Pvs =  0.

(7)

З д есь  индекс k  сверху об о зн ачает  номер итерации на /  +  Ком слое.
В качестве  нулевой итерации будем брать  значения  реш ения в соответ-

о
ствую щ ей точке /-слоя, т. е. /  =  /.
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Будем  исследовать  сходимость метода Н ью тон а  (7) решения систе­
мы нелинейных разностны х уравнений (4). С этой целью  рассмотрим

k /е k — k
сеточные функции погрешности метода Н ью тона Д£ =  Z — £, Ар =  р — р,.

k ~  k
Ли =  v — о, и из системы (4) почленно вычтем соответствую щ ие у р а в ­
нения системы (7 ).  П олучим  систему уравнени й  д л я  погрешности м е­
тода Н ью тона

k± x т *+i т *+i
A v +  -g- A p s =  О, А I  — -y  A vs =  О,

k_ /е+1 k k+1 k A+l * ft+1
р А ? + ^ Д р  +  ^ - ( у -  1) [ ( » , +  us) A p  +  (p +  p ) A t ) s] =

A A A k
=  —  A l A p  —  - ^ - A p A v s {y —  1) (8)

с нулевыми н ач аль н ы м и  и граничными условиям и. Д л я  упрощ ения по­
следую щ их вы кладок ,  исключив из второго уравнени я  системы (8)

ft+i
А £, придем к  системе

£~Ы &+1 & 4̂-1 yfe-f-1 ^
А о +  - J -  A p s =  0, - j -  {vs +  о.) А р  +  -Ь- А ns • (2р +  р) =

1 7 - М  -  *
f — V - ) x A ^ A y -  (9>

Возведем  соотношения (9) в к в а д р а т  и обе части к в а д р а т а  второго соот­

ношения умножим на
k ,k k , —i

. Полученные вы-(2р  +  р)  ^  +  - Д - ( у - 1 ) ц '  
ражения умножим на h, почленно сложим и просуммируем по всем точкам

*+' k+\
сетки i =  0, 1, . . . ,  N —• 1. При этом воспользуемся тем, что [А о, A p s) +

k + \  k ± }  k + \  *+> k± l t2 fc+i
+  [A v s, A p)  =  0. Тогда д ля  || A w  ||2 =  |[ A v  ||2 +  |[ A p  ||2 +  — (|[A p s ||2+

&+1
+  | [ A n s ||2) получим рекуррентное соотношение

|| А ш ||2 < с | | А ш | | 4/1 -1, (10)
k

где с — некоторые величины, зави сящ и е  от ^-п рибли ж ени я . Т а к  к а к  д л я
о

сходимости разностной схемы (4) имеет место теорем а  1 и f  =  /, то оче- 
о

видно, что ||A w || =  0 (т ) .  Е сли  в (10) п олож ить  k  =  0, то получим 
1 0  0 о

||Дау||2 ^  с||Аш||2 ■ 0 ( т 2/ М ) ,  где с при выполнении условий теоремы 1 
ограничена, а следовательно , ш аги  / г и т  м ож но вы брать  так, чтобы
0 1 0  й+1
с • 0 (г2/г-1) =  q0 <.  1 и ||Аш||2 ^  <7ol|A®||2 и т. д. Б удем  иметь ||Д w  ||2 ^  

k о
М  II г7г||Аау||2, где все qi <  1. И з  последнего соотношения следует, что 

1=0
k

lim ||Дш|| =  0, а это значит, что метод Н ью тон а  сходится к точному ре-
k—>00
шению разностной схемы (4). Т аки м  образом, справедли ва

Т еорем а  2. П ри  выполнении условий теорем ы  1 и при т — ha, а > 0 , 5  
решение, получаем ое по методу Н ью тона (7), сходится к точному реш е­
нию разностной схемы (4) со скоростью геометрической прогрессии, 
зн ам ен ател ь  которой есть величина  порядка  т2/г_ | .

Д л я  реш ения за д ач и  (1)-— (3) рассмотрим однопарам етрическое  се ­
мейство полностью кон сервативн ы х  разностны х схем [8]

Щ +  р ' а) =  0, & - 4 ° ' 5) =  0, ^  +  р<о.5)0<°) = 0 , а  > 0 , 5 .  (12)

С праведлива  
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Теорем а 3. Если разностная  схема (12) аппроксимирует  исходную 
•систему (1) с погрешностью 0(/г2 +  т ) ,  то при достаточно м алы х  h  и т 
и таких , что при т =  /г“ , а >  1,5, решение разностной схемы (12) схо­
дится  к  точному решению исходной задачи , при этом скорость сходи­
мости по п орядку  совпадает  с погреш ностью аппроксимации.

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы 3 повторяет  р ассуж дения  теоремы 1. 
К а к  и в случае разностной схемы (4 ) ,  решение системы нелинейных 
у р ав н ен и й  (12) будем находить по методу Н ью тона, д ля  сходимости к о ­
то рого  имеет место

Т еорем а 4. П ри  выполнении условий теоремы  3 и x = h a, а > 0 , 5  метод 
Н ью тон а  реш ения системы (12) сходится.

З а м е ч а н и е  1. Все проведенные р ассуж дения  имеют место д ля  
га за  с нелинейными уравнени ями  состояния р =  Р ( р, Т) ,  е =  е(р , Т ) , 
где Т — тем п ература .

З а м е ч а н и е  2. И сследовани е  сходимости разностной схемы, а н а ­
логичной (12), д л я  случая изотермического течения газа  при наличии 
•слабых р азр ы во в  в решении проведено в [13].

З а м е ч а н и е  3. Вид (3) кр аевы х  условий д ля  системы (1) не о г р а ­
н и чи вает  общности излож енны х рассуж дений .

З а м е ч а н и е  4. И сследовани е  сходимости полностью кон сервати в­
ных разностны х схем типа Л а к с а  — В ендроф ф а д ля  з а д ач  газовой д и н а ­
мики с учетом теплопроводности [14] существенно услож няется . О днако  
-основные результаты  [4, 5] и приведенные в настоящ ей работе  сп р ав ед ­
л и в ы  и д л я  этого случая.
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У Д К  512.643

П. Т. К О З Е Л

О В Л О Ж Е Н И И  О Р Т О Г О НА Л Ь Н ОЙ  Г Р У П П Ы  НАД ПОЛЕМ 
ХАР АКТ Е Р ИСТ ИКИ 2 В П ОЛ НУЮ Л И Н Е Й Н У Ю  ГРУППУ

В работе  дан о  д о казател ьство  теоремы, анонсированной в [1]. 
И спользую тся  обозначения из [2], а т а к ж е  следующие: 0S; — нулевая 
sX Z -м атри ца; Е т —-единичная m X m -м атрица; *Х — м атри ца , тр а н с ­
п он ированн ая  к X; d ( X )  =  (*ц, . . . ,  х тт) — вектор диагональны х  эл ем ен ­
тов м атрицы  X  — ( x i ;). С им п лекти ческая  группа S p 2m ( K )  над  полем К

Г Л В п
характеристики 2 отождествляется с группой матриц S

С D
удов-
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