
*k е у Л) X*

0 ,9 9 .470238583775 1

1 ,00 .471238879537 1 1,000000989

1,01 .472239175266 1

1,99 .784397830621 1

2 ,0 0 .785398126399 1 2,000001743

2,01 .786398422111 1

2 ,9 9 .109855707734 2

3 ,00 .109955737313 2 3,000002913

3,01 .110055766882 2

З а д а ч а  (1), (2) м ож ет  быть обобщ ена на случай систем п  линей
ных о. д. у. первого порядка  и д л я  нее по аналогии м ож ет  быть разви та  
р а с с м ат р и в а е м а я  здесь методика, д л я  чего мож но воспользоваться  р е 
зу л ь та та м и  работы  [4].
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У Д К  517.925
В. А . П Р О К А Ш Е В А

О Д Н О Р О Д Н Ы Е  СИСТЕМ Ы ПЕРВОГО П О Р Я Д К А  
БЕЗ П О Д В И Ж Н Ы Х  КРИ Т И Ч Е С К И Х  ТОЧЕК (п. к. т.)

(случай Л 0 =  0)

В работе  [I] изучался  вопрос отсутствия п. к. т. в реш ениях системы

а0и ' +  ayii 'v'  +  a2v ' -f- а3и2 +  +  a5v2 =  0 ,

Ь0и ,2л \ -  b y u 'v '  +  boV ,2 +  b3u 2 +  biUV  +  b5v 2 =  0 ,
(1)

где ak =  ah (z ) ,  bh =  bh ( z ) ,  k =  0, 1, 2, 3, 4, 5.
С помощ ью п реобразования  u =  v - w  д ан н а я  система приведена 

к  уравнению

А 0 (2, w) w ,6 +  А г (2, w) w ri +  А 2 (г, w ) w ' 2 +  А 3 (2, w ) =  0. (2)
Д л я  уравн ен и я  (.2) получены [1] необходимые и достаточные условия 

отсутствия п. к. т. д л я  случая Л)=И=0.
В данной работе  изучается  случай  А 0 =  0, т. е. случай, ко гд а  (2) при

мет следую щ ий вид:
А х (г, w ) w ri +  А 2 (г, w ) w ,2 - М з  {г, w)  =  0, (3)

П оскольку [1], А 0 — а0
( О 

■

Сг
*

о

2
а о a y  by \

« о !
cl2 bo а х by ci.y bo )=  0 ,
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т о  возм ож н ы  три подслучая: 

с 0 =  О,

а0 =  О,

а0 Ф О,

а 0 Ь0 2 С0 Ьо a,  by

а 2 ь2 a-i К а 2 Ьг
а 0 К 2 а0 ь0 ay Ьу

а 2 Ь2 Cti by а2 Ь-2
ао ь0 2 а0 Ьо йу Ьу
а2 ь2 ах by а2 ьг

Ф 0;

=  0 ; 

=  0 .

(4)

(5)

( 6 )

I .  И сследуем  уравнени е  (2) при условии (4), а т а к ж е

| Яз| + 1 с 4| +  | с 5| ФО.  (7)
Тогда, т а к  как  <2о1 =  азш2- |-а4Ш + а 5¥=0 , можно зап и сать  A i(z ,  w) =  

- Q a i - B 0 { z ) ,  A 2 (z , w )  = Q o i - B 2 (z , w ) ,  A 3 {z , w )  = Q 0i - B t (z ,  w )  и перейти 
к рассм отрению  уравн ен и я

flx by

а3 b3

где В 0 (г) =  b0 [b0a\ +  с 4 

В 2 (z ,w )= b 0[a  1 

—  2 а3 

+  2с 2

В0 (г) w '4 +  В 2 (г, w ) ж ' 2 +  Д4 (г, w) =  О, 

«1
(8)

с2 Ь2

~Ь 2b0a2a3j  да4 +  Ьй 1260c2c4 - f  2a 4
C2 ^2

c g bs

йу by й у  Ь у Г, ( ay by

а2 by +  a i

a4 by
I w 3 + bo 1 a y a-о b3

2b0a2a5

& 2 b2 
a3 b3

2йу
a 2 b2

— 2c4
dy by \ ay by ay by "

) +/ay by a2 b2 a2 b2 аз b3
w2 - f

+

+

/
% ^ 2a x

ci2 b2
— 2 a-0

a± by
+  2a2

a 2 b2 \ Ci by ay by) +a-о Ьъ a2 b2 ai  by a2 b2 ay by
w +

a i by
@2 Ь2

a 4 by

a5 b5
+  2 b0a2

a2 b2 

a b b5

B y  (2 , W ) =  | —  M g t f l 4 +  ( —  M i  +
a i b 1

аз b3

JOuo \ 2 ( «2 Ь2 ay by \ a2 b2
j w 2 +  ( йу by + a s b-0

1 w +
a3 b3

W 3 +
a 2 b2 

a3 b3

ai by 

ai b\

Р а з д е л и в  (8 ) на В 0( г ) фО,  получим

ш ' 4 +  Л п (г, w) w '2 +  А21 (z, w) =  0. (8 ')
У равн ения  типа (8')  р ассм атри вали сь  в [1— 3]. Д и ф ф ерен ц и руя  (8 ') 

вдоль  своего реш ения в данном случае получим необходимое условие 
отсутствия п. к. т. в виде

(9)А п  =  А'ц.

П р и р а в н и в а я  в условии (9) коэфф ициенты  при соответствующ их сте
пенях  w,  получим систему уравнений, реш ения  которой будут иметь вид: 
д л я  случая  Л и  =  2 У А 2у.

( 10) 

; (П)

=  о,

йу by 2 a2 b2
a 0 =  0 , a3 =  ay =  b3 =  by =  0 , a5 Ф  0 ,

«5 b5
=  — 460a3

a -о b5

a 4 by 2 a2 b.2
с 0 — 0 , a3 — c5 — b3 — b3 — 0, а у й у Ф  0,

ay by
— —  4 b0ay

ay by

Cl by a i by
Cq — 0, a3 — b3 — 0, c 4 -c4 - f— 0, c 4

c4 by
— 460o2c4,

a2 b2
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ai ь1
«5 Ь-0

=  — 4 70й2й3 (12)

а0 =  О, й3 =  73 =  0, а4 Ф  0, й2й5
ах 74

а 4 К
—  2 7 0а 4

a i

й2 72 = 0,
й2 72 «1 &1 аг Ьо «1 2 й4 74

«5 &5
—

a-о Ьь
=  0, 4й4й470

«4 &4
=  — а 4

й4 74 +  а  А а 5 й4 74

(13)

д ля  случая  Лц =  — 2 у Л2ь 

«о =  «1 =  0, — 470
й 2 72 . о п2 72
й3 73 — M 3t 01

а 4 74
=  Ь \а ^ ,

■ 4Ь0
&ч Ь-2

a, 7=
— Ь\й$,

Й1 bi 2 й2 7,
й0 — 0, й3 — 73 — 0, й4 Ф  ̂0,

а4 74
=  — 470а4

й4 74

й4 74 2 й2 ,72 й 4 74 CL± 74 i

«о 75
=  —  470й5

а3 65
, «4 а-а Ь5 =  а-о Й4 74 !

а0 — 0) ~  Ь3 — 0 , й4 Ф  О,
й 4 74 «1 h й 4 7]. й2 72
й 2 7, й 4 74 а 5 &5 а5 h

О, ах-а3-аъф О,
а 4 74 й4 74 й4 74 «2 ^2 й2 72 «2 ^2
а5 Ь-0 й4 74 й3 73 й3 73 й4 74 «о 6о

(14)

(15)

= 0;

(16)

=  0. (17)

/4 ,При выполнении условия (9) уравнение (8) запишется в виде w 
+  2е У A 2i W '2 +  А 21 =  0, т. е.

, ' 2w —  е ] / А 21, е =  ±  1. (18)

И сследуя  уравнени е  (18) на  предм ет отсутствия п. к. т. при условиях  
(10) — (17) соответственно получим следую щ ие достаточные условия: 
д л я  ( 11):

' ах 74
=  270й4-а, а  =  const;

й4 7*4

д л я  ( 12) одно из условий:

-А -  =  const, - ~ — аг 2 а2

(19)

+V- a l a i а2а 4
> ^5 0 ,

- ^ -  =  const,7 /7 const ^  п5 ¥ = 0;
и=

для  (13) добавляется а, =  7, =  0, —!— =  const,U4

й2 72 й2 72

а4 74
=  а70й4, а  =  const, 70й5 +  4а4

й4 74
=  0

ИЛИ

й4 7Х й2 72
а 4 Ф  0, й5 =  73 =  0,

й2 72
=  0 ,

а4 74

д л я  (14) одно из условий:
а 3 =  0 , а 4 =  0 ;

(20)

(21)

(22)

Р70й4, Р =  const ;  (23)

(24)
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а3 =  О, fl4 • а 5 ф  0 , bi ф  0 , b0 =  а&ь а 4 =  |3а 5, 
а и р  —  cons t ,  60О5 =7^ bidi ,

аз =  0 , а 5 =  0 , а4 Ф  0 , =  const Ф  0 ;
°0

О, Ьх =  О, а ^ а 5 ф  0 ,

« з ^ О ,  = ^ _ ,

= const; 

И .
аз

О, bi =  const, =  const,/Т. const,
4а,

корни уравнения да2 -{ — да -f- —2-  =  о

отличаются от 61
2&п

для  (15) добавляется одно из условий:
2й0а4—^  =  const,ай «1
я4 64 

а 4 =  0

=  const, а4-а5 ^ = 0 ,

я 4 61
а4 Ь4

2аЬ0а±, а =  const Ф  0 ;а 5 =  0 ,

д л я  (16) одно из условий:

а 5-а4 ^ = 0 , - %  =  const,
ai

0 .

о4

а 4 =  0 , а 5

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)

У словия (10) и (17) я в л яю тся  необходимыми и достаточными д ля  
отсутствия п. к. т. в уравнени и  (8 ). И з  вы ш есказан н ого  вы текает

Теорема 1. Д л я  отсутствия п. к. т. в реш ен иях  уравнени я  (2) при 
условии (4) необходимо и достаточно вы полнения одной из следую щих 
г р у п п 1* условий: (10);  (11),  (19); (12), (20);  (12), (21); (13), (22);
(13),  (23); (14), (24); (14), (25);  (14), (26);  (14), (27); (14), (28);
(14), (29);  (15), (30);  (15), (31);  (15), (32); (16), (33);  (16), (34); (17).

II. И сслед уя  (2) при условии (5) с учетом (7 ),  приходим к р ассм от
рению уравнени я

В 2 {г, да) да' 2 +  В4 (г, да) =  0, (35)

где B 2(z,  да) и 5 4(z, да) многочлены по степеням w, причем не вы ш е соот
ветственно второй и шестой степени, если ао =  Ьо =  0 и не выше четвер 

той и восьмой, при я 4 • а2 ф  0 ,
ai Ьу
flo Ьо

b0ci\

Если в (5) а 0 =  а 4 =  а 2 =  0, то система (1) не содерж ит в решениях 
п. к. т. Если д л я  (2) вы полнены  условия  (6 ) — (7), то уравнение (2) р а с 
п ад ается  на д в а  следую щ их уравнения:

«o® '2 +  Qoi =  0 (изучено в [1]) и В.п  (z, да) да' 2 +  В 41 (г, да) =  0, (36)

где  B 2l(z, да) и В ц ( г ,  да) — многочлены не выш е соответственно четвер
той и восьмой степени.

П р о во д я  аналогичны е 1 исследования  д л я  каж до го  случая, получим 
серию необходимых и достаточн ы х условий, подобную тем, которые 
сф орм ули рован ы  в теорем е 1.

* Группы отделены  друг от друга  точкой с запятой.
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Н. В. ПЫЖКОВА

к  ВОПРОС У О П Е Р И О Д И Ч Е С К И Х  И З О Х Р О Н Н Ы Х  СИСТЕМАХ

Рассм отри м  систему диф ф ерен ц и альн ы х  уравнений

=  -dm (0  \  А  А >1 (0  л А  А о (0  A  A i  (^) Ел +  А 02 (t) в 2 +  А о  (0  £3 А

+  А х  (0  | 2Л +  А г  (0  ?Л 2 А  А з  (f) II3, (1 )

=  Дю (0  £ А  Дох (0  Л +  Дао ( 0  Г  А  Д и  (0  |Т| +  Д 02 (0  л ’ А

+  д 30 (0  Г  +  Д *1 (0  Г л  А  Д и  (0  л2!  +  Доз (0  л 3
с  непрерывными периодическими коэффициентами А ь ( 0 >  Д»л(0-

Получим условия, при которых система (1 )  с помощью п р ео б р азо 
вани я

I  =  х  cos t — у  sin t, т) =  х  sin t  +  у  cos t (2)
приводится к системе с постоянными коэффициентами:

•АА =  а10х  +  а01у  +  а20х2 +  О ц ху  +  а02у 2 +  а30-х3 +  а21х2у  +

+  й ц х у 2 +  а03у 3, ^

, -АД =  Ь10х  +  Ь01у  +  Ь20х2 +  Ь ц ху  +  Ь02у 2 +  b30x 3 +  b21x 2y  +

+  Ь12х у 2 +  Ь03у 3.
Т еорем а 1. Д л я  приводимости (1) к  виду (3) п р ео б р азо в анием (2) 

необходимо и достаточно сущ ествование постоянных (Зг (t =  0, 17) т а 
ких, что

Дю (t) — Ро А  1 A  Pi sift 21 -(- Рг cos 2 t,
Аю (t)  =  Рз — Рг sin 21 +  Pi cos 2t,
Д 01 (t) =  Рз A  A  sin  21 — Pi cos 21, (4)

Aay{t) =  — (Po -f- 1) A  Pi s in  21 -f- P2 cos 2 t\

Д20 (t) =  — P4 sin t -j- p5 cos t — Pe sin 31 +  P7 cos 31,
Ao (t)  =  — Pe sin t +  p9 cos t  — p7 sin 3/ — p6 cos 3t,

B n ( t )  — (P5 — p8) s in  t -)- (p9 -f- P4)cos  t -|- 2p7 s in  3* -|- 2p6 cos 3 t, (5) 
A n  (t) =  (Рэ A  P4) s in  t —  (p5 — p8) cos t  — 2p6 s in  3/ +  2p7 cos 31,

Д02 (t ) =  p9 sin t A  Pe cos t +  p9 sin 3t  — p7 cos 31,
Aoz{t)  =  — p5 sin t —  p4 cos t +  p7 sin 31 +  Ре cos 31;

Д30 (t) — (P12 -f- ЗР10) A  2 (Pi7 — Pie — P14) sin 21 -f- 2 Pn cos 21 —
— (P15 A  Pie A  P17) sin At — (pi2 — pio) cos At,

A o (0  =  (P17 A  Pie) (Pis A  PA sift 2£ — P14 cos 21 -(- (6)
A  (P12 — Pio) sin At — (P15 A  P16 A  P17) cos At,

Д21 (0  =  (Pi? A  Pie) A  (3 P11 — P13) sin 21 -f- (4 Pi6 4pi7 -(-
-)- ЗР14) cos 2t  — 3 (P12 — Pio) sin At -(- 3 (p 15 -j- Рю A  Pit) cos At,

A u ( t )  =  — (P12 -j- Зрю) A  2 (Pie — Pit) sin 21 -j- 2Pi3 cos 2t  —
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