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Ф и зи к а

У Д К  621.372.8

А . Д .  Т И Т О В ,  А. П. Х А П А Л Ю К

Г И Б Р И Д Н Ы Е  Н А П Р А В Л Я Е М Ы Е  М О Д Ы  
СИММЕТРИЧН ОГ О ПЛОСКОГО П Р О ЗР АЧН ОГ О В О Л Н О В О Д А

В р аботах  [1] изучались гибридны е н ап р авл яем ы е  Н Е - и Е Н -м оды  
симметричного плоского диэлектрического  волновода (П Д В )  в общем 
случае  комплексности п о к азател ей  прелом ления  N j  =  rij— ixj  слоя ( / = 1 )  
и окр у ж аю щ ей  среды (/ =  2 ) .  Н а п р а в л я е м ы м и  считались моды, которые, 
расп ростран яясь  в волноведущ ем слое, не обмениваю тся энергией с вол 
нами, р аспространяю щ им ися  вне слоя. П оказан о , что условия  н а п р а в л я е 
мое™  существенно различны  д л я  Н Е - и ЕН -мод; только в случае  отсут
ствия поглощ ения в слое (%i =  0) они совпадаю т и могут быть запи сан ы  
в виде

eix sh (kdnie2x) ± е 2х sin (kdriieix) =0 , (1)
где d — толщ ин а слоя; k — a/c  — волновое число в вакууме; верхний зн ак  
соответствует симметричным, ниж ний — антисимметричным решениям. 
К омплексны й единичный вектор волновой норм али  парц и альн ы х  плоских
неоднородных волн (П П Н В )  в слое  e =  e i + t e 2 в прямоугольной д ек а р то 
вой системе координ ат  (ось х  н о р м ал ьн а  к границам , вдоль оси z имеет 
место реж им  бегущей волны) зап и сы вается  в виде [2]
ех=  {ch '&(cos а, 0, sin а)}, е2=  {sh €■(—sin а  cos ц, sin ц, cos а  cos ц)}, (2)
где а  — угол падения  (угол м еж д у  вектором ф азовой норм али  и нор
м алью  к границам ; эти векторы определяю т плоскость п ад ен и я ) ;  Ф — п а 
рам етр  неоднородности (при #  =  0 волна  однородн а);  ц — п ар ам етр  не-
к ом п лан арности  (угол м еж ду  вектором  амплитудной норм али  е% и п ло
скостью падения; при т] =  0 волна  ком п лан арн а ,  т. е. д в у м ер н а ) .

О становим ся  на п редставляю щ ем  практический интерес в оптике слу
чае  прозрачности обоих сред  (%i =  x2= 0 ) ,  когда дисперсионные у р а в н е 
ния гибридных мод можно зап и сать  в виде [1]

1±!

Ыt g \ - Щ - п х ех = i

V n \ . 1 - e i
ntfx

J 4 _ Y  V n l - n \ { l - e l )  
'h ) nl ex

(HE)

(EH).
(3)

Т аки м  образом , з а д ач а  н ах о ж ден и я  н ап равляем ы х  м одовых решений сво
д и тся  к решению системы трех  (одного комплексного (3) и одного вещ е
ственного (1 ))  трансцендентны х уравнений относительно трех вещ ест
венных величин е1х, е2х и kd.  В и д  этих уравнений не изменится, если од 
новременно изменить знаки  e ix и е2х, поэтому при их исследовании всегда 
м ож но ограничиться  неотриц ательны м и значениями е1х (или е2х, если 
<?1ж =  0 ) . У равн ения  М ак с в е л л а  и граничны е условия  не позволяю т 
уточнить з н а к  корня в п р авы х  частях  (3) [4]. Н еравенство
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Im ] / л |  — n \ ( \ — e \ ) < . Q  обеспечивает затухан и е  полей вне слоя при 
\ х\  -*■ оо (собственные моды [3, 5]). Д ругой  зн а к  соответствует модам, 
экспоненциально н арастаю щ и м  при удалении от границ  и, сл едо ватель 
но, не удовлетворяю щ им  условию  излучения З о м м ер ф ел ьд а  (моды утеч
ки [6] или несобственные моды [3, 5]). К а к  и в [1], исследуем возможность 
реали зац и и  н ап р авл яем ы х  мод д ля  обоих вариантов  знака .

У равн ение  вида (1) имеет ненулевые корни относительно k d  только 
в двух случаях  [1]: 1) е2х= 0 ,  е1х> 0  (скользящ ее  затухание)  и 2) e lx =  0, 
е2х~>0 (скользящ ее  распространение  П П Н В  [7]). Р ассм отри м  их по от
дельности.

Скользящее затухание.  В этом случае имеется три вар и ан та  н а п р а в 
ляем ы х  решений: 1) поперечные моды, реали зуем ы е  плоскими однород-
ными волнам и  с e = { c o s o c ,  0, s in  а} ;  2) поперечные (гибридные) моды,
р еали зуем ы е  плоскими неоднородными волнам и при их ком планарном
(неком планарном ) относительно норм али  к границ ам  распространении

*—>' —>■
и нулевом угле падения  с e = { ch '& , 0, i sh ft} (е =  {ch О, i sh Ф sin rt, 
i s h '& c o s r i ) ;  3) гибридные моды, р еализуем ы е плоскими неоднородными
волнам и при т]=л;/2 с е =  {ch tt  cos a, i sh ф, ch Ф sin a} .

Д исперсионны е уравнени я  (3) имеют реш ения только  при выполне
нии условия

e?i < ■ ( * ? — «!)/«?■ (4)
И з  (4) видно, что д л я  полого диэлектрического  волновода (t i i< in2) нель
зя  р еал и зо в ать  н ап р ав л яем ы е  модовые реш ения вещественными ех 
(в частности, и плоскими однородными волнам и) [6]. В первом варианте  
р еал и зац и и  н ап р авл яем ы х  мод неравенство (4) соответствует общ еизве
стной области  полного внутреннего о тр аж ен и я  (П О ) [8]:

п  1 sin а ^ п 2. (4 а)
Эти моды хорош о изучены и мы о стан авли ваться  на них здесь не будем. 
Д л я  второго в ар и ан та  неравенство  (4) не имеет см ы сла  и, следовательно, 
такие  н а п р ав л я е м ы е  моды не реализую тся . В третьем варианте  неравен 
ство (4) имеет вид

п 2 ch2 Ф cos2 a  п \  ■— п 2. (4 6)

П ри этом реш ения  дисперсионных уравнений (3) относительно приве
денной толщ ин ы  (частоты) kdtiy мож но зап и сать  в виде

ch #  cos а

„ arctg f  Y n 2 ( 1 — ch2»  cos2 a) — 1
— arcctg \ n ch #  cos a

arctg  f r t / n 2(l — ch2fl cos2 a) — 1
ЩП ±  Z arcc{g у ch Ф cos a

(5)

где n  =  « i /n 2, m±, m 2= 0, ± 1 ,  ± 2 ,  . . . .  И з  задан ного  значения  ch Ф cos a  =  
=  const волновы е п ар ам етр ы  а  и ф не определяю тся  однозначно и, сле
д овательно, имеется о д н оп арам етри ческая  счетная  серия собственных 
частот, разли чн ы е  д л я  симметричных и антисимметричны х Н Е- и ЕН-мод. 
М е ж д у  собственной частотой моды и пространственной структурой ее 
поля однозначного  соответствия не существует. К а к  следствие все часто
ты бесконечно вы рож дены . Это означает, что д л я  задан ной  собственной 
частоты им ею тся и н тервалы  значений волновы х п арам етров , на которых 
они могут при ним ать  произвольны е значения. К ром е того, частоты могут 
совп адать  д л я  мод разли чн ы х  серий к а к  внутри симметричных и, соот
ветственно, антисим м етричны х Н Е- и Е Н -м од , т а к  и м еж д у  ними. В п р е 
деле  д л я  однородны х волн неравенство (4 б) переходит в (4 а ) .  Р а в е н 
ство в (4 б) соответствует предельном у значению  П О , когда имеется 
о д н о п ар ам етр и ческ ая  серия собственных частот  (5 ) ,  одинаковы х д л я

Н Е- и ЕН-мод: kd пх =  —H r .1- к -— '1 -  ( т = 1 ,  2, . .  .), где четные
z у  л2 — 1
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значения т  отвечают симметричным, а нечетные — антисимметричным 
решениям. О днако  д а ж е  в этом предельном случае пространственная  
структура  поля  каж дой  частотной моды не определяется  однозначно 
и м ож ет  быть весьма разнообразной . Д ействительно, из равенства  (4 б) 
мож но определить один из п арам етров  (а  или # )  и записать  вектор вол
новой норм али  через другой парам етр

Y п2 — 1 • ^  g Y sh2 Ф +  1 1  /  V ti2 — 1 / и 2 sin2 а — 1
J 1  ̂ J „ ( I n *  п г/ ’

У У  - L t g a | .  (6)

Н а  п ар ам етр  неоднородности ф в (6) не н ак л ад ы в ается  каких-либо о гр а 
ничений, и он м ож ет  быть произвольны м ( й ^ О  [2]); угол п адения  а,  
если он больш е предельного угла  П О  («up) однородных волн, т а к ж е  мо
ж ет  приним ать произвольны е значения  ( а пр^ а ^ я / 2  [2]). П ри  этом соб
ственная частота  моды не меняется. В этих случаях  увеличение п а р а м е т 
ра неоднородности волны требует  одновременного увеличения угла  п а 
дения (и наоборот).

Д л я  н ап равляем ы х  Н Е -м о д  м ож но построить уни версальн ы е д испер
сионные кривы е [1], справедли вы е и в случае прозрачности сред, если 
полож ить в соответствующ их величинах т  =  К2 =  0. Д л я  н ап равляем ы х  
Е Н -м од  в общем случае налич ия  поглощ ения таких  универсальны х з а 
висимостей построить нельзя  [1]; это, о казы вается , возм ож но только  в 
случае прозрачности  обоих сред. Д ействительно, с учетом условия  (4) 
дисперсионное уравнение Е Н -м о д  (3) мож но представить  в удобном д ля  
графического ан ал и за  виде

V У а  .— L—  =  р л ±  arctg я » У .1 - . л .1:11 (7)
A J ’ у 4

где р =  1 , 2 , . . .  — модовое число; V = k d V n \  —  п \ >  0 — норм и рован ная  
толщ ина (частота) П Д В  (парам етр  во л н о во д а) ;  А = п \ е \ х1(п\  — п\)  — 
нормированный поперечный п о к азател ь  прелом ления  (ф азовы й  п а р а 
метр) ( 0 ^ Л ^ 1 ) ,  и отрицательное значение корня в правой  части отве
чает дисперсионному уравнению  собственных, полож ительн ое  — несоб
ственных н ап равляем ы х  мод. В отличие от н ап р авл яем ы х  Н Е -м од  в у р а в 
нении (7), помимо V,  есть ещ е один независимы й п ар ам етр  п,  необходи
мый д л я  представления  общей волноводной структуры  [9]. Н а  рис. 1 пред
ставлены  дисперсионные зависимости  A = A ( V )  д л я  различны х значений 
тг= 1,1 ( 1 , а ) ;  1,5 ( 1 ,6 ) ;  10 ( 1 , е ) ;  оо ( 1 ,г ) .  Сплош ны ми линиям и п о к а 
заны  дисперсионные кривые собственных, ш триховы ми —- несобственных 
н ап равляем ы х  мод. Д л я  слабо н ап р авляю щ его  П Д В  {nl m n 2 [10]) у р а в 
нение (7) со вп ад ает  с аналогичны м  уравнением  Н Е -м од  [1] (при xi =  
= Х 2 = 0 )  и н ап р авл яем ы е  Е Н -м оды  м ало  отличаю тся  от соответствую 
щих НЕ-мод. Д л я  них м ож но использовать ун и версальн ы е дисперсион
ные кривые Н Е -м о д  [1]. П ри  т г ^ -о о  имеет место вы рож дение  по номеру 
моды: дисперсионные кривые четырех мод Е Н 0-, Е Н г ,  ЕН(2)-, Е Н (3)- сли 
ваю тся в одну кривую, а мод Е Н 2-, Е Н 3-, Е Н (4)-, ЕН(5)- в другую  и т. д., 
дисперсионная кри вая  Е Н (1)-моды сливается  с осью ординат. Очевидно, 
что все моды, кроме Е Н 0-, имею т критическую  дли ну  волны (критиче
скую миним альную  толщ ину волновода) .  Д л я  них волноводный эф ф ек т  
имеет место только при дли не  волны больш ей некоторого минимального 
значения  (для  задан ной  толщ ины  П Д В ) .  В точках  отсечки собственных 
мод Ут =  т л  (т  =  1, 3, . . .  д л я  антисимметричны х и /и =  2, 4, . .  . д л я  сим-

. ,  У  п\  -  п1метричных реш ении) реш ение получается  аналитически  е1х=      >
• * 1

kd  =  —  тл  . Условие отсечки антисимметричной несобственной моды 1 / 2 2  У  д  — «i
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2 5  10 V

Р ис. 1. Д исперсионны е кривые гибридны х направляем ы х Е Н -м о д  в случае скользящ его
затухан и я  П П Н В :

/  — Е Н 0-; 2 — 3 — E H i - ;  4 —  Е Н (2 )П  5 — Е Н 2-; 6 —  EH^gj - ;  7 — Е Н 3-; S — Е Н ( 4 ) - ;  9—
Е Н 4-; 10 — Е Н (5 ) - ;  11 — НЕо-моды

первого порядка  имеет вид 1/(1) =  2 /п2; этой точке соответствует т р и в и ал ь 
ное решение £* =  0. Условия отсечки остальны х несобственных мод нель
зя  вы рази ть  аналитически: они определяю тся  путем совместного реш ения
(7) и уравнени я  V ' { A )  = 0 .  С увеличением разл и ч и я  п оказателей  прелом 
ления  ( п —>-оо) величина отсечки неизменна д л я  собственных и ум ень
ш ается  д л я  несобственных мод. К а к  и Н Е 0-мода [1] Е Н 0-мода не имеет 
отсечки и существует  при лю бы х условиях. П ри  этом она слабее  о гран и 
чена волноведущ ей сердцевиной и имеет меньш ую ф азовую  постоянную
[10] (см. рис. 1). С ледовательно, основной модой симметричного пр о зр ач 
ного П Д В  явл яется  Н Е 0-мода.

Скользящее распространение.  В этом случае  в ы р аж ен и е  (2) приво
дит  к поперечным (гибридны м) модам, реали зуем ы м  плоскими неодно
родны ми волнам и при их ком п лан арном  (неком планарном ) относитель

но норм али  к гран и ц ам  распространении  и угле падения  л /2  с е =
—у

=  {— i sh Ф, 0, ch -O'} ( е =  { — i sh  Ф cos т], — i s h d s i n r ) ,  ch O } ) .  Теперь д и 
сперсионные у р авн ен и я  (3) имеют реш ен ия только  при выполнении 
условия

е\к =  sh2 ft cos21] > ( « 2— ni )1пЬ (8)
Очевидно, что неравенство  (8) всегда вы полняется  при n i > n 2, когда лю 
бы е реш ения дисперсионны х уравнений (3) в виде мнимых ех ( 6 ^  =  0) 
будут  н ап р ав л я ем ы м и  модами. В общ ем случае  при выполнении (8) 
дисперсионное уравн ен и е  Е Н -м о д  (3) становится  действительным урав-
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нением относительно е2х и Ы  и ввиду ограниченности функции гипер
болического тангенса имеет смысл при n i > n 2 только д л я  антисим м ет
ричных, а при t i i C n z  — только д л я  симметричных решений

где норм ированны е величины V = k d  V \ n \  — « |  | >  О, А  — п \  e | t / |  п \  — |

( А ^ О )  и отрицательны е значения  А
корней в правы х частях  отвечаю т ди- /Д  ,

зя вы р ази ть  аналитически: оно опре
деляется  путем совместного реш ения второго уравнени я  (9) и у р ав н е 
ния V ' ( A )  = 0 .

У словия (4) и (8) п ри водят  к тому, что поперечное волновое число 
той части поля, которая  находится  вне П Д В , приним ает  только чисто 
мнимые значения: k N 2e'x = i k Y п \  —  п \ —  п \е \х или k N 2ex = i k Y п \ — « 2 + % eL* 
Следовательно, критерий н ап р авл яем о е™  (1),  введенный д л я  выделения 
мод, которые, р асп р о стр ан яясь  в волноведущ ем слое, не обмениваю тся 
энергией с волнами, распространяю щ им ися  вне волновода, помимо этого, 
отби рает  из класса  ком плексны х волн только поверхностные. К а к  изве
стно [3], только д л я  поверхностных волн полный поток мощности, пере
носимый в направлении оси z, отличен от нуля.

Е сли  совместить рис. 1 и 2, мож но видеть, что дисперсионные кривые 
н ап равляем ы х  Е Н -м од  (прозрачны е ср еды ) ,  к а к  и н ап р ав л яем ы х  Н Е -м од  
[1], в совокупности образую т  зам кн утую  ф азовую  траекторию  в д вум ер
ном пространстве  независим ы х парам етров  V и А  (причем эти п а р а м е т 
ры приним аю т все возм ож н ы е значения  от нуля  до бесконечности).

Заключение.  И сследованн ы м и двум я  типам и решений (вещ ественны 
ми или чисто мнимыми ех),  вообщ е говоря, не исчерпы ваю тся все воз
мож ны е реш ения дисперсионных уравнений (3). П о к аж ем , что кроме них 
существуют комплексны е реш ен ия вида ex = e lx-j-ie2x (е1хф 0 ,  е2х=А=0) (не- 
н ап р авл яем ы е  м оды ), которы е не удовлетворяю т  критерию  н а п р ав л я е 
мое™ (1).  Д о к азател ь ств о  проведем д л я  симметричных Н Е -м о д  (анало-

V Y  А
2 (9)

личных значений /2 =  1,01; 1,1; 1,5 
(кривые 1, 2, 3) и 1/л =  1,01; 1,1; 1,5 
(кривые 4, 5, 6 ).  Д исперсионны е кр и 
вые антисимметричной при п-*~ оо и 
симметричной при «->- 0 несобствен
ных н ап р авл яем ы х  мод сливаю тся  с 
осью ординат. Волноводный эф ф ек т  
н аблю дается  только при длине во л 
ны меньшей некоторого критическо
го значения  (для задан н ой  то л щ и 
ны). П ри  больш их дли нах  волн П Д В

сперсионным уравнени ям  собствен
ных, полож ительны е —  несобствен
ных н ап р авл яем ы х  мод. И з  (9) ви д 
но, что реш ения существуют только 
в виде несобственных мод. Н а  рис. 2 
представлены  дисперсионные к р и 
вые зависимостей A  = A ( V )  д л я  раз-  W

нитную энергию д л я  таких  мод. Д л я  
антисимметричной несобственной 
моды условие отсечки имеет вид 
V = 2 /га2; д л я  симметричной несоб
ственной моды условие отсечки нель-

не м о ж ет  у д ер ж и вать  электром аг-  /

; 2  У

Рис. 2. Д исперсионны е кривые гибридны х  
направляем ы х Е Н -м о д  в случае скользя

щ его распространения П П Н В
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гично и д л я  остальны х м од),  дисперсионное уравнени е  которых (3) п ре
о б р азу ем  к виду

kd =   — farccos . " lgjr mix V (Ю)
[ V n * - n *  ) [ >

где m  =  0, + 1 ,  ± 2 ,  . . .  и л е в а я  часть  действительна. Это уравнение д л я  
ком плексны х ех при П г > п 2 эквивалентно  системе действительны х у р а в 
нений

Z y + z 2= a 2 ( x 2- \ - y 2) - f  1, z Lz 2 =  a 2x 2, (11)
kd  iu e ,y  k d  Пл e , .. 2  „

г д е  x  =    У =  b ^ - ’ a  = — 1 П ------ 9 . z i  =  cos2 X, z2 =  c h 2 z/.
Ы К Л2 — «2

П о  теореме Виета и z2 явл яю тся  корнями приведенного квадратн ого  
у р авн ен и я  z 2— z [ a 2 { x 2- \ - y 2) - \ - \ ] - \ - а 2х 2 = 0 ,  д л я  сущ ествования  дей стви тель
ных решений которого нуж но потребовать  неотрицательности его д и с к 
рим и нанта , что д ает  очевидное неравенство [(ад: — I ) 2 +  у 2 +  1] X 
Х [ ( а х + 1 ) 2+ г /2+ 1 ] > 0 .  С ледовательно , всегда существую т реш ения у 
исходного уравнени я  (10) в комплексны х ех (при n i < n 2 доказательство  
проводится  аналогично).  Отметим, что из (11) следует система д л я  опре
дел ен и я  е1х и е2х к а к  функций приведенной толщ ины  k d  и показателей  
прелом ления  щ  и п 2:

sin2 х  (cos2 х  — а2 л:2) -f- a 2 cos2 х  arch2 

у  =  arch /  -2—— ]
I COS X

COS X
=  0 ,

к оторая  не имеет см ы сла  при е1х — 0 , а при е2ж= 0  д ает  решения в виде 
симметричны х н а п р ав л яем ы х  Н Е -м о д  [1].
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У Д К  539.1

В. Г. Б А Р Ы Ш Е В С К И Й ,  С. А. К У Т Е Н Ь

о  возможности И С С Л Е Д О В А Н И Я  
Ф А З О В Ы Х  П Е Р Е Х О Д О В  В СЕГ НЕТ ОЭ ЛЕ КТ РИ КА Х  

С ПОМОЩЬЮ П О Л О Ж И Т Е Л Ь Н Ы Х  МЮОНОВ

Б л а г о д а р я  специфическим свойствам  ц -е-распада  стало возмож ны м 
и сп ользовать  п о ляри зован н ы е  пучки п олож ительн ы х мюонов д л я  иссле
д о ван и я  к а к  конденсированны х сред, т а к  и газов [1]. Этот т а к  н а зы в а е 
мый ц 5 ^ -м е т о д  можно р ас с м ат р и в а т ь  к а к  своеобразн ы й ан алог  Э П Р  или 
Я М Р , а полож ительн ы й мюон (ц+) к а к  своего рода  магнитный зонд. В ы 



сокая чувствительность р+ к в ар и ац и ям  локальны х магнитны х полей сде 
л а л а  его незаменимы м при изучении ф азовы х переходов в анти- и ф ер
ром агнетиках  и других магнитоупорядоченных структурах , о бладаю щ и х  
д альн им  порядком в ориентациях электронных спинов. И сследование 
прецессии и релаксац и и  спина мюона (мюония) в полупроводниках  и ме
та л л а х  дало  богатую  информ ацию  о диф фузии  указан н ы х  частиц и о д ей 
ствую щ их на них магнитных полях. Н апример, в ряде полупроводников 
вы явлены  три разли чн ы х  зар ядо вы х  состояния мюона: д и ам агн и тн ая  
ф р ак ц и я  — «голый» р+, н о р м ал ьн ая  ф ракц и я  — «нормальны й» (Ми) и 
ан о м ал ьн ая  ф р акц и я  — «аном альны й» мюоний (М и*). И сследованы  т а к 
ж е  найтовские сдвиги д л я  р+, установлен  подбарьерны й х арактер  его 
диф ф узи и  в меди, о б н аруж ен ы  аном алии  в диф ф узи и  мюона в ряде д р у 
гих м еталлов  и т. д. О бщ ее состояние и проблемы магнитного зон д и рова
ния вещ ества  с помощ ью  мюонов представлены  более детально  в трудах  
двух м еж дународны х  p S ^ -конференций [1, 2].

В настоящ ей зам етк е  о б р ащ ается  внимание на то, что р+ м ож ет  слу
ж ить  и в качестве электрического  зонда, в частности, при исследовании 
ф азовы х переходов в сегнетоэлектриках . П ри влете пучка п олож и тель
ных мюонов в сегнетоэлектрик следует  ож идать, что с больш ой вероят
ностью образуется  связанное  состояние — мюоний (нормальный, ан о 
м альный или оба о д н о в р ем ен н о ) . Одним из авторов ранее  показано  [3], 
что свободный М и в основном с о с т о я н и и  о б лад ает  электрическим квад- 
рупольным моментом (см. т а к ж е  [4— 6]). В кр и сталле  величина квадру- 
польного момента мю ония перенормируется  по сравнению  с вакуумной, 
причем существенную роль в квадрупольном  расщ еплении уровней Ми 
начинаю т играть эф ф екты  его «конечных разм еров»  [7]. Вследствие в за и 
модействия квадрупольного  момента мюония с тензором градиента эл е к 
трического поля (точнее, с обобщ енны м тензором ГЭП , см. [7]) п о явл яет 
ся механизм  релаксац и и  спина р+, чувствительный к структурны м ф а з о 
вым превращ ениям  в сегнетоэлектрике. Д ругой  (магнитны й) кан ал  
деп оляри зации  спина р+ в мюонии, связанны й с ф лук туац и ям и  локальны х 
магнитных полей на р+, а т а к ж е  с б луж дан ием  мюония к а к  полярона 
малого радиуса по решетке, р ассм атр и в ал ся  нам и в [8]. В результате  
процессы релаксации спина мю она при наличии связанной системы ц+е~ 
в сегнетоэлектрике будут описы ваться  кинетическим уравнением  вида

где р Д /)  — спиновая м атри ца  плотности мюония; Д  — оператор Л иувил- 
ля, соответствующий зеем ановской  энергии М и во внеш нем магнитном 
поле (если такое  им еется) .  Явный вид  магнитной части ин теграла  столк
новений /m a g n ( t ,  р Д О )  приведен в [8] (ф ормула  9 ) ,  а ин теграл  столкно
вений /quath- Д, р Д 0 )>  связанны й с квадрупольны м  м еханизм ом  р е л а к с а 
ции, получается  из ф орм улы  (9) [8] заменой магнитного взаим одействия  
Wi  на квадрупольное  взаим одействие мюония с решеткой

где Q i h ( R ) — оператор квадрупольного  момента мюония в кристалле.

F = S - \ - T — операторы  спина р+ и г в  мюонии; Q ( R )  — величина к в ад 
рупольного момента М и при фиксированном полож ении центра инерции 
R  (см. [7]). В (2) фih (R)  — тензор градиента электрического  поля, со зд а 
ваемого в точке R,  учиты ваю щ и й эф ф екты  «конечных разм еров»  Ми 
(обобщенный тензор ГЭ П  [7]). У м н о ж ая  (1 )н а  оператор спина мюона S

+  i L lPl ( 0  =  — /m a g n  Д. Pi (0 )  — /quadr (#, Pi ( 0 ) (1)

H Q =  - ^ - Q l k (R)  (Ю, (2)

(3)
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и беря след  по соответствующ им переменным, получаем  уравнени я  д в и 
ж ения  д л я  вектора п оляри зац и и  P a (t) = 2 S p p l (t) S a типа приведенных в 
[8] с д обавлением  в правой  части столкновительны х членов вида

t

2 S p I quadr (t, p1 ( 0 ) S a  =  4 - e«pep>.T/ \ ( 0  ) <{Ak (t ' ) ,  A i } a k\ ( t ' ) )  dt ' ,  (4)
о

где 8,ap — символ Л еви -Ч еви та ;  зн а к  • >  о зн ач ает  операцию  усред
нения с помощ ью равновесной матрицы  плотности кр и стал л а ,  а аргумент 
t'  у операторов  Ah =  Q^kaJa. — их гейзенберговское представление. В ели
чины a u x ( t )  я вл яю тся  коэфф иц иентам и  м атри цы  поворота вокруг  н ап р ав 
ления эфф ективного  магнитного поля на мюоне (внешнее поле плю с кон
тактное поле от электрон а  мюония) и определяю тся  соотношением

Sa  =  exp[' (a’oS/_<“S*+  < НЧ ) )П Sa exp[- £(<“oS7-a>Sz+ < HQ ) )Ц =  ^  ^  ^  ^

К орреляцион ны е ф ункции в (4) со дер ж ат  в себе всю ди н ам и ку  процес
сов конденсации мягкой моды при ф азовом  переходе в сегнетоэлектрике 
и тем сам ы м  д аю т  возм ож н ость  изучать эти процессы, н аб л ю д ая  р е л а к 
сацию спина мюона. С таким  ж е  успехом [xS/K-методом м ож но исследо
вать и области  вне ф азо вы х  переходов, например, дипольны е мотивы в 
антисегнетоэлектриках , структуру  доменных стенок и т. д.

Отметим, что в и н теграле  столкновений (4) опущ ен неоднородный 
член, не зави сящ и й  от поляризац ии  ц+ и несущ ественный при тем п ера
турах п оряд ка  или вы ш е комнатной (как  правило , больш инство ф азовы х 
переходов в сегнето- или антисегнетоэлектриках  находится  в этой о б л а 
сти [9]). П р и  низких тем п ературах , помимо учета  указан н ого  члена, не
обходимо при ним ать  во внимание эф ф ек ты  нем арковского  поведения 
мюона в кр и стал л е  [10], в результате  чего к а к  в магнитной, так  и в квад- 
рупольной части  и н теграла  столкновений п оявляется  п ам ять  вида

t
2 S p  I (t) Sa =  J  (t — t ' )  Pp (К ) d t ’ , (6)

о

а само уравнени е  д в и ж ен и я  д л я  п оляри зац и и  ц+ становится  интегродиф- 
ф ерен циальн ы м  (структуру  я д р а  uap( t — t') см. в [10]).

У к аж ем  такж е ,  что к появлению  полярного  в сегнетоэлектриках  или 
антиполярного  п о р я д ка  в атнисегнетоэлектриках , в которых имеются 
ядра  со спином / > 1 / 2 ,  будет чувствительна и д и ам агн и тн ая  фракция. 
В этом случае, к а к  впервы е у к а з а л  Х ар тм ан  [11], во второй момент «ме- 
зонной линии» д ае т  в к л а д  взаим одействие  электрического  поля мюона 
с квадрупольны м  моментом ядр а .  Согласно [12], изм ен яется  при этом 
та к ж е  вр ем ен н ая  зависи м ость  ф луктуац ий  магнитного поля  на ц+, что 
приводит к сущ ествованию  квадрупольного  к а н а л а  д еп оляри зации  и в 
случае одиночного мюона. З а к о н  релаксац и и  спина ц+ в этих условиях 
приведен в [12].

В заклю чени е  отметим, что удобным методом изучения структурных 
переходов могут о к а з а т ь с я  пучки поляри зован н ы х  отрицательны х мю о
нов. Н есм о тр я  на трудности, связан н ы е  с использованием  пучков ц~ 
(сильное поглощ ение в ядрах ,  низкий коэфф ициент асимметрии и, к ак  
следствие, н и зкая  статистик а  в эксперим енте) ,  их применение в у к а з а н 
ной об ласти  м ож ет  о к а за т ь с я  достаточно эф ф ективны м , а в некоторых 
случаях  просто необходимым. Н али чи е  квадрупольного  момента у м езо
атомов [3, 4] и их м а л ы е  р азм ер ы  (напомним, что последние оп ределяю т
ся разм ером  орбиты  ц-  на /С-оболочке, что б ли зко  к поверхности ядра)  
делаю т  в озм ож н ы м  отделение в к л ад а  внутрикристалли чески х  полей от 
эф ф ектов  внутренней структуры  атом а (типа эф ф екта  «конечных р азм е
ров»). О тсутствие ж е  диф ф узи и  м езоатом ов п озволяет  исключить д и ф 
фузионный м еханизм  деп о л яр и зац и и  мюона и тем  самы м изучать  струк
турные ф лук туац и и  в чистом виде.
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О В Л И Я Н И И  Т Е М П Е Р А Т У Р Ы  НА С П Е К Т Р Ы  ОТР АЖЕН ИЯ

И сследование спектров о тр аж ен и я  — практически  единственный м е
тод определения оптических парам етров  сильно п оглощ аю щ их сред и по
верхностных слоев тверды х тел [1, 2]. А нализ температурной зави си м о
сти спектров о тр аж ен и я  кристаллических  м атери алов  позволяет  глубж е 
понять процесс в заим одействия  излучения с веществом, получить до п о л 
нительную инф орм ацию  о п ар ам етр ах  исследуемой среды, в частности, 
р аздели ть  влияни е  поверхностных и объемны х процессов. Кроме того, 
т ем п ературн ая  зависимость коэфф ициента отр аж ен и я  некоторых моно
кристаллов  м ож ет  быть исп ользован а  д л я  создан и я  нового класса  у п р а в 
ляемы х оптических элементов, которые могут найти применение в опто
электронике и л азерн ой  технике.

В работах  [3, 4] показано , что абсолю тное значение и полож ение м а к 
симума полосы о тр аж ен и я  р я д а  полупроводниковых м атери алов  зави сят  
от температуры . В то ж е  врем я  по элем ентарной  теории о тр аж ен и я  (см., 
например, [1]) спектры о т р а ж е н и я  от темп ературы  не зависят.

Р ассм отри м  этот вопрос в р а м к а х  одноосцилляторной модели. П р е д 
полож им, что исследуемое кристаллическое  вещество п редставляет  собой 
совокупность N  практически  не связанны х друг  с другом  гармонических 
осцилляторов *. Будем  считать, что сп ектр ал ьн ая  зависимость действи
тельной и мнимой частей комплексного п о к азател я  прелом ления  п '  т а к о 
го вещ ества удовлетворительно  описывается  классическим дисперсион
ным контуром [5]:

где п '  =  п — Ы, п  и х — п ок азатели  прелом ления  и поглощ ения, п0 — ст а 
тический п о к азатель  п релом ления  вещ ества, f  — сила осциллятора, сор — 
резонан сн ая  частота  колебаний, Г — константа зату х ан и я  (Г/2 — п олу
ширина линии поглощ ен ия) .

Д л я  случая  норм ального  п адения  света на исследуемое вещество ко
эффициент о тр аж ен и я

* Н есм отря на очевидны е ограничения такой м одели, она достаточн о широко ис
пользуется, например, при исследовании  динамики кристаллической реш етки, либо для  
описания изолированны х полос поглощ ения (2].

У Д К  535.39

Л .  Н. О Р Л О В ,  Г У А Н У  СЕ

N f  шр — w
(1)• (Шр _<«,)* + (Г /2 )* *

Г (2)(«вр _ ш ) »  +  ( Г / 2 ) « ’

р  (п  —  I ) 2 +  X2 п2
К  ~  ( п +  1)2 +  х2л2 • (3)
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Зави си м ость  R ( T )  св я за н а  с влиянием  тем п ературы  на величины 
п  и у,, которое о п ределяется  температурной зависимостью  полуш ирины 
дисперсионного кон тура  (считается [6], что сила осци ллятора  от тем п е
р атуры  не зависит, а Г пропорциональна  У Г ) .  В ы р а ж е н и я  (1) — (3) по
зво л яю т  п р о ан ал и зи р о в ать  эту  зависимость.

В результате несложных преобразований из (1), (2) получаем

к  =
Кр  Г 
2/гЛ (4), 11=  1 / -1 / Т К А +  -̂ oSco)2

. (5)

где i ( 0 =
2е2 Лф

бсо =  сйр— со, Д =  (6со)2+  (Г /2 )2. С помощ ью этих вы -rn со р
р аж ен и й  по ф о р м у ле  (3) м ож но рассчи тать  величины коэффициента от 
р а ж е н и я  в об ласти  собственных колебаний реш етки (на ч астотах  сор ^  
^ 1 0 13 с-1 д л я  определенности взяты  п 0 =  3 и Го =  2 -1 0 10 с-1) при р а зл и ч 
ных тем п ературах  и величинах  отстройки частоты  бел.

В ы числения пок азы ваю т , что п о к азател ь  прелом ления  вещ ества при 
лю бы х 6к> монотонно ум еньш ается  с ростом тем п ературы  (рис. 1, а ) , о д 
нако  по мере увеличен ия  бсо крутизна этой зависимости  заметно падает. 
В то ж е  врем я величина  к  монотонно у м ен ьш ается  с повышением тем 
пературы  лиш ь в слу ч ае  резонан са  или очень м ал ы х  отстроек частоты 
(рис. 1 ,6 ) .  По м ере во зр астан и я  бсо в зависимости  х ( Т )  появляется  м а к 
симум при тем п ер ату р ах  тем более высоких, чем больш е бсо; при 6со^> 
^>Го/2 п о казатель  поглощ ен ия асимптотически стремится к  постоянному 
значению  при неограниченном возрастан ии  температуры.

С ледовательно, величина R  при норм альном  падении света (см. (3))  
по-разн ом у зависи т  от тем п ературы  д л я  р азли чн ы х  точек контура линии. 
В бли зи  цен тральной  частоты  коэфф ициент о т р а ж е н и я  плавно ум ен ьш а
ется с ростом тем п ер ату р ы  (кривы е 1, 2 на рис. 2, а ) .  П ри  отстройках 
частоты  бсо^Г о /2  в области  м ал ы х  темп ератур  н аб л ю д ается  заметный 
рост величины R,  см еняю щ ий ся  при больш их тем п ературах  плавны м ее

а  <г

Рис. 1. Т ем пературная зависим ость п оказателя  прелом ления п(а) и ко
эф ф ициента экстинкции х ( б )  при 8ш =  0 ( / ) ,  Г0/2  ( 2 ) ,  Г0 (3 ) ,  2Г0 (4 )
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Рис. 2. Т ем пературная зависим ость спектрального коэф ф ициента отраж ения R
при различны х значениях отстройки частоты  бсй =  0 ( ) ) ,  2 - Ю 9 ( 2 ) ,  1010 (3 ) ,

2 - 1 0 ]0 ( 4 ) ,  4 - 1 0 10 (5 ) — а  н различны х величинах Ко при бш =  Г /2  —  б

уменьшением. П ри  этом м аксим альн о  достиж им ое значение R  монотон
но ум еньш ается  по мере уд ал ен и я  от центра линии.

Отметим, что величина R  и хар актер  ее зависимости от Т и бсо сущ е
ственно за в и с я т  от Ко- Н а  рис. 2 , 6  п о к азан ы  зависимости R ( T )  д ля  
разны х Ко, значения  которых приведены ц и ф рам и  у соответствующ их кри
вых. С опоставление таких  зависимостей при разны х расстрой ках  п оказы 
вает, что д л я  цен тра  линии по мере увеличения Ко характерно  ум еньш е
ние крутизны падения  R  с ростом температуры , а д л я  кры льев  линии — 
наоборот, возрастан и е  крутизны  роста R ( T ) .  Поэтому при м алы х Ко д о 
минирующей явл яется  тем п ер ату р н ая  зависимость величины R  на ч асто
те Юр, а д л я  больш их Ко — изменение ф орм ы  полосы о тр аж ен и я  с темпе
ратурой.

Н есм отря  на то, что тщ ательны м  подбором парам етров  расчета  в р а м 
ках  рассм атри ваем ой  модели у д ается  неплохо описать форму полосы от
раж ени я , д л я  количественного сопоставления с опытными данны м и необ
ходимо п ользоваться  более слож ны м и моделями вещества. О днако ре
зультаты  тёории и эксперим ента качественно неплохо согласую тся: 
в области  собственных колебаний реш етки полоса отр аж ен и я  несколько 
ш ире полосы поглощ ения и сдвинута в сторону более высоких частот; 
повыш ение тем п ературы  приводит к сдвигу м аксим ум а полосы о т р а ж е 
ния в коротковолновую  область  и к плавном у уменьш ению  величины 
R  max-

Р а с с м а т р и в а е м а я  модель наи более  пригодна д л я  описания о т р а ж е 
ния при резонансном поглощ ении в плотны х газах  или в зам орож енн ы х 
растворах . Д л я  адекватного  описания процессов взаим одействия  света 
с тверды м и телам и , например, селективного о тр аж ен и я  вблизи частот 
поглощ ения ионных кри сталлов , необходимо учесть наличие различных 
типов колебаний в кристалле, их эн гарм он изм  и взаимодействие, неодно
родность состава  и структуры  монокристаллов , а т а к ж е  различие  в ме' 
хан и зм ах  их поглощ ения.
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У Д К  539.12.04

ЧАН  В А Н

В Л И Я Н И Е  СВЕРХТОНКОГО Р А С Щ Е П Л Е Н И Я  
Я Д Е Р Н Ы Х  УР О В Н Е Й  НА ПОВОРОТ  

ПЛОСКОСТИ П О Л Я Р И З А Ц И И  ГАММА-КВАНТОВ  
В П О Л Я Р И З О В А Н Н Ы Х  М И Ш Е Н Я Х

В рабо тах  [1, 2] впервы е показано, что при движ ени и  квантов в миш е
ни с поляризован ны м и я др ам и  возм ож н ы  таки е  явления , как  вращение 
плоскости п оляри зац и и  и двойное лучепреломление, обусловленны е з а '  
висимостью ам плитуды  когерентного рассеян ия  на поляризованном  ядре 
на угол ноль от состояния поляризац ии  фотона или, что то ж е  самое, от 
его спинового состояния. Н а р я д у  с установленны м и в [1, 2] известны 
внеш не похож ие явления  Ф ар ад ея ,  Коттона-М утона и К ерра, обуслов
ленные расщ еп лен ием  ядерны х уровней во внеш них магнитных и э л е к 
трических полях. П р актически  во всех случаях  в миш енях с п о ляри зо 
ванным и я др ам и  имею тся магнитные и электрические поля, поэтому при 
исследовании оптической анизотропии п оляризован ны х  мишеней необхо
димо учиты вать  возм ож н ое  влияни е  эф ф ектов  Ф ар ад ея ,  Коттона-М утона 
и К ерра . О б щ а я  теория  оптической анизотропии поляризован ны х м иш е
ней при наличии сверхтонких полей д а н а  в [2]. В настоящ ей работе  на 
основе теории [2] исследуется  вр ащ ен ие  плоскости поляризац ии  у-квантов 
в поляризован ной  мишени в условиях, когда ш ирина ядерного уровня 
много больш е величины сверхтонкого расщ еп лен ия  уровней.

Пусть система уровней ядра , н аходящ егося  в вещ естве под действием 
некоторых электрически х  и магнитных полей, описывается  совокуп
ностью кван товы х чисел т 0. Если ядр а  каким-то  об разом  распределены  
по состояниям  то с вероятностью  W ( m 0),  то ам плитуда  когерентного р а с 
сеяния  будет [2]

f  =  S p p f  =  2 IK (т0) f mo =  е] (fflo)/ Г Ч  =  «; f n eH ( ! )
т 0 т 0

где р — спиновая  м атри ца  плотности ядра ;  f  — ам плитуда  рассеяния, 
я в л я ю щ а я с я  оператором  в спиновом пространстве  ядра ;

f u  =  2 W ( m 0)  $ 4  (2 )
т 0

П ри  этом
г(т„) k0V  г ( k0p  I 0 m 0 \ Н  \ I x m l ) { 1 1т 1 \ Н  | р /0т 0 >

IЧ -  ~~ ' МёСсб 2 i  Vu F F - >Г ’
m  i —  E m ° —  £ l  "Г  —

где H '  — взаим одействие  м еж д у  ядром  и электром агнитны м  полем; 
/м ё с с б  —  а м п л и ту д а  вероятности эф ф ек та  М ессбауэра ;  I o { h ) ,  m o ( m i )  — 
спин и м агнитны е кван товы е числа основного (возбуж денного) состоя
ния; k 0 —  волновой вектор п адаю щ его  фотона с п оляризац ией  р; р '  — по
л я р и за ц и я  рассеян ного  излучения; р  и р '  могут приним ать два  значения 
— 1 и + 1  в зависимости  от того, будет ли  право- или левокруговая  п о л я 
ризация .

П ользу ясь  резу л ьтатам и  [3, 4], в случае, когда  расщ еп лен ие  уровней 
ядер  вы звано  м агнитны м  полем, (2) м ож но зап и сать  следую щ им о б 
разом:
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f  ij — f Мёссб 2
W  (m0)

m„ mu M (Ek° —  Em° ~ E i  +
[ ( 2 L + 1 )  2 p L d b p ' ( Ф ) Х

X  < /0m o ,L M |/ im i>  — p '  (2L +  3) eL+i dMp ф </0m0, b  +  Ш ^ / П х ) ]  X
1

X  [ (2L +  1) 2 |.iL (ф) < /0 m0, L M 1 I x /%> —

—  p ( 2 L - J - 3) £L+idMp (ф) ( /о  mo> ^  144 I Л. mi )  ]

В этом в ы р аж ен и и  Г7 =  8лй0 ( | M L | 2+  | Е ь+112) ; р 2 =  —

(4)
ML

Cl+ 1 =
£ l+1 L-t 1

=  бе‘“; | P l  I2 =  ! л, §i~ ’ r «e M L к  E l —JL ’ pl  ’ ' r M  “  i +  i
( | M l |2 +  | £ l + i |2) 2

напряженности соответственно магнитного и электрического 21--поля; L — 
порядок мультипольности; ф —  угол между направлением распространения 
у-кванта с направлением поля; < • • • ! • • • )  — коэффициент Клебша-Гор- 
дана; ймр (ф) —  матрица конечного вращения.

Рассм отри м  случай, когда магнитное поле н ап равлено  вдоль оси г. 
П ри этом гам ильтониан  магнитного взаим одействия  ядра  с магнитным 
полем Я:

Н и = — р Я = — \i.zH.  (5)
Собственные значения  энергии основного и возбуж денного  состояний 

соответственно [3]:
E mo=goHNmoH\ E mi= g i n Nm.iH-\-Eu  (6)

где go и g i  g  — ф акторы  основного и возбуж денного  состояний;
Ei  — энергия  возбужденного состояния относительно основного со

стояния при отсутствии магнитного поля; ц Лг — ядерны й магнетон.
В случае  слабого расщ епления, т. е.

А е =  ( m 0go— migi ) ixN/ / < r  (7)
можно привести вы раж ени е  (4) к виду

IЧ ih
/мёссб

4£0 Д + 6 2)

+  ■

та, nil, М

гГ
W  (т0) (£/г„ —  Е х —  - j -  

(Е,<0 -  E J *  +  ( - ^ Y
R +

W  (т0) A s R

( E h  -  Е , ) 2 +  ( - ^ - ) 2
(8)

где введено обозначение:
1 _ i_

R  =  [ ( 2 L +  1) 2 dLMp• (Ф ) < / 0 т0, L M \ h m x) - р '  (2 L  +  3) 2 < Й # ( ф ) Х
1

X ( I 0m 0, L +  l M \ I 1 m 1) ] [ { 2 L +  1) 2 d LMp{q>) ( I 0 m 0 L M \  h m j )  —

—  p ( 2 L  +  3 ) 2 SelVdup (y)  ( I 0 m 0, L  +  l M \ I 1m 1) ) .
В в ы р аж ен и и  (8) первое сл агаем о е  описывает  вращ ен ие  плоскости 

поляризац ии  у-квантов  в мишени с п оляризован ны м и ядр ам и  в отсут
ствие сверхтонкого расщ епления , т. е. эф ф ек т  Б ары ш евского  [1]. Второе 
слагаем ое  описы вает  вклад , обусловленный расщ еплением  ядерных уров
ней в магнитном  поле.
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Д л я  конкретности предполож им  далее , что у-кванты  п ад аю т  на ми*

шень с ядрами типа 57F e ( / 0 =  -^-, / х =  — ). Учитывая, W ( m 0) = z ~ 1e Т ,
2 ’  1 2

_  ^ГПр

где z  =  2  б г ; Т  —- температура в энергетических единицах, можно
т0

вычислить в явном виде выражение (8). Из-за громоздкого вида послед
него приведем его в предельных случаях:

1. Л ев оп оляри зован н ы е  у-кванты: а) п р и ф  =  0

ftj =  — A1 [B1( 3 +  S2 — 2]/3" Scosa) +  В 2 (1 +  3S2 +  2'1/ 3-Scosa )]  —

—  Ao £ i (  g° 2 3gl ) ( 3  +  б2 - 2 ] / 3  6 cos a) — B, 

-|- 362 +  2 / 3  S c o s a ) ,

§0
2 (i

(9)

где

Г-f /мёссб
W  (1 +  бг)

r-,
/ F/. F ‘Т  )

/мёссб 2 )
(1 + 6 2 )

№
V-n H e \J2

Г \2 ; B x =  г 1 e t \ B 2 =  z le
- 1/2

—  go X

б) п р и ф  =  я

f i i  =  — A 1 [B1 ( 1 +  362 +  2 / j T  s  cos a) +  B 2 (3 +  S2 — 2 /  3 "cos a)] 

—  An В г ( g° + g - ) (1 +  362 +  2 / 3 ~  S cos a )  +  B 2

X  (3 +  S3 — 2 / 3 "  cos a)

в) при ф =  ~y

( R . _I_ R . 4  / Л 2  _ L  9 1  _  Д .  / R _  _  R  1 _ _ _

(10)

f t  =  - A  ( 5 ,  +  B 2) (S2 +  2) -  Л2 (Bx -  Bo) +  (S2 +  2) -

 - ^ ( 3  +  2 / 3  cos a ) ] . ( 11)
2. П р аво п о л яр и зо ван н ы е  у-кванты: а) п р и ф  =  0 

f j j  =  — А  [В , (1 +  362 +  2 ] /3 ~ S c o s a )  +  B 2 (3 +  S2 — 2 ) / 3~ S c o s a ) ]  —

— A 2 B i (  g+ gl ) (1  + 3 S 3 +  2 ] / 3 ~ S c o s a )  +

+  B2 ( 3 g l / go ) ( 3  +  S2 - 2 T / 3 ~ S c o s a )  . (12)

б) п р и ф  =  л

f T j = —  Л Д В Д З  +  б2 — 2 / 3 "  S c o s a ) — Bo (1 +  3S2 +  2 ] / T  S c o s a ) ]  —

—  An b J  g0~ 3gl ■) (3 +  S2 - 2 / 3  S c o s a ) -

—  B 2 ( g0~ -g1- ) ( l  +  3S2 +  2 / 3 "  S c o s a )

в) при ф =

т  =  - А г [ ( В ,  +  Bo) (S2 +  2) -  Л 2 ( В , -  Во)

 + ( 3  +  2 / 3  co s  а )

(13)

- у -  (S2 +  2)

(14)
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О бщ ее  вы раж ен и е  f a  д л я  произвольного угла  ср у к а зы в а е т  на угловую 
зависимость  амплитуд, со дер ж ащ и х  коэффициент см еш ивания  мультипо
лей 6. В случае  спина основного состояния, равного 1/2, из (9) и (12) 
следует  т а к ж е

/ц (0) — Л7 (0) =т̂  0. (15)
Н еравенство  нулю этой разности означает, что п о к азатель  пр ел о м л е

ния право- и левополяризованн ы х у-квантов отличаю т друг  от д руга , т. е. 
в среде возникает  поворот плоскости поляризац ии  у-квантов. Р ассм о т 
рим вним ательно  вклады  в ам плитуды  (8) — (14), обусловленны е сверх
тонким взаимодействием. Видно, что расщ епление уровней приводит к т о 
му, что д а ж е  при совпадении энергии у -кванта  с энергией ядерного пе
рехода  ам плитуда  рассеян ия  в этом случае  у ж е  не явл яется  чисто 
мнимой, а имеет действительную  добавку , приводящ ую  к тому, что д а ж е  
при строгом выполнении резонансны х уровней имеется поворот плоско
сти поляризации.

Пусть теперь вдоль оси У на мишень п ад ает  у -квант  с линейной по
ляр и зац и ей  ё

ё= а ё 1 + |3 ё 2 ,  (16)
где ё[ — единичный вектор, п араллельн ы й  оси z; ё2 — единичный вектор, 
перпендикулярны й к оси z; а 2+ |3 2=  1.

— е • —  е — е , —  е , ,
(17)

где ё+ и ё -  — ц и ркулярны е поляризации. И спользуя  (17) д л я  амплитуды  
рассеян и я  на ядерном переходе «чистой» мультипольности в случае, 
когда фотоны были линейно поляризован ы  вдоль н ап р авл ен и я  ёи  будем 
иметь:

fiKcc6[Ek0 — £i
f(‘0   Гт \ 2 / , г, | п
/;/ — •— отг-------------------------- ТТГТ2—  1^1 +

2ko ( E b - E J V + L р

/мёссб Н

Щ  ( E k c - E r f  '  1
2

А налогично можно писать в ы р аж ен и е  ам плитуды  д л я  случая, когда 
фотоны бы ли линейно поляри зован ы  вдоль н ап равлен и я  ё2:

№  =  - ж    -

( ч

/м ёссб  ^ Е к „ —  —  2  j

( E k e - E ^ - i -

Г-( /м ёссб Рту 7 /

4А,
(Е К - Е гУ  +

( В 1 - В г)
3

go —  g i 4 - - V  в (19)

И з (18), (19) следует, что при наличии сверхтонкого расщ епления  
ядерн ы х уровней д л я  у-квантов, проходящ их через мишень с п о ляри зо 
ванн ы м и ядрам и , спин которых равен половине, возм ож ен  зависящ ий от 
степени п оляризац ии  ядер э ф ф ек т  двойного лучепрелом ления. Если 
сверхтонкое расщ епление равно  нулю, то отмеченное явление  отсут
ствует [1, 2].

П олученны е результаты  могут прим еняться  д л я  мишеней, спины 
основного и возбуж денного  состояний ядер которых равны  соответствен
но 1/2 и 3/2. К  ним относятся, например, мишени с я др ам и  типа 57Fe, 
119Sn и 125Те.

Автор в ы р а ж а е т  глубокую  благодарность  В. Г. Б ар ы ш евск о м у  за  по
стан овку  вопроса и полезные обсуж дения.
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У Д К  5 3 9 .1 + 5 3 9 .2

О. М. А Н Ш А К О В ,  В. Л .  Г У Р А Ч Е В С К И И ,
А. Л .  Х О Л М Е Ц К И И ,  В. А .  Ч У Д А К О В

М ЕС СБА УЭ РОВ СК АЯ  СП ЕК ТР О СКО П И Я ТО НК ИХ  ПЛ ЕН ОК  
С Р Е Г И С Т Р А Ц И Е Й  К О Н В Е Р С И О Н Н Ы Х  Э Л Е К Т Р О Н О В

В н асто ящ ее  врем я зам етн о  возрос интерес к мессбауэровской спект
роскопии тонких поверхностных слоев и покрытий м атери алов  [1]. Если 
тради ц и о н н ая  методика измерений (геометрия прохож дени я)  д ае т  ин
ф орм ац и ю  об объемной структуре вещ ества  и при этом н ак лад ы вается  
ограничение на толщ ину о б р азц а  (несколько десятков  микрон при р а 
боте с изотопом 57С о), то м етодика обратного  рассеян и я  позволяет  иссле
довать  поверхностные слои, причем каких-либо ограничений на толщ ину 
о б р аз ц а  не н ак лад ы в ается .  К ром е того, в геометрии обратного р ассея 
ния сущ ествует  возм ож н ость  варьи рован и я  д и ап азо н а  глубины и зучае
мого поверхностного слоя, с в я за н н а я  с тем, что снятие возбуж дения  
м ессбауэровского  я д р а  м ож ет  осущ ествляться  через несколько кан алов  
с испусканием  р азли ч н ы х  видов излучений, пробеги которых в веществе 
неодинаковы. Так , вероятность переизлучения гам м а-к ван та  с энергией
14.4 кэВ 10 %, в 90 % случаев  ядро передает  энергию возбуж дения  кон
версионному электрону, имею щ ему энергию  7,3 КэВ. Этот процесс со
п р о в о ж д ается  испусканием  характеристического  рентгеновского кванта 
с энергией 6,3 КэВ, который, в свою очередь, с вероятностью  63 % вы би
вает  о ж е-элек трон  с энергией 5,6 КэВ. Д и а п а з о н  исследуемой глубины 
поверхностного слоя  оп ределяется  тем, какой из перечисленных видов 
излучений регистрируют. Н апри м ер , пробеги гам м а-кван тов  с энергиями
14.4 и 6,3 К эВ  в ж е л е зе  составляю т несколько десятков  микрон, м акси 
м альны й пробег  конверсионных электронов  ~ 4 0 0 0  А.

Р еги стр ац и я  обратно-рассеянны х 14,4 и 6,3 КэВ гам м а-к ван тов  п ро
изводится  либо  сцинтилляционны м детектором  с тонким ( ~ 1  мм) кри
сталлом  N a l ( T l ) ,  либо аргоно-м етановы м  пропорциональны м счетчи
ком, либо герм аниевы м  полупроводниковы м детектором.

Во многих случаях  возн и кает  необходимость изучения очень тонких 
поверхностных слоев ( ~  102— 103 А), например, при исследовании п ро
цессов поверхностного окисления м атер и ало в  [2], механизмов р а д и а ц и 
онного повреж ден и я  вещ еств и т. д. [3, 4]. П ри  этом следует  регистриро
вать  конверсионные и оже-электроны . Р еги стр ац и я  низкоэнергетических 
электронов  соп ряж ен а  с определенны м и трудностями. Н апри м ер , исполь
зовани е  проточного Н е-метанового пропорционального  счетчика ограни
чено узким  д и ап азон ом  его рабочих температур , в то врем я к а к  в 
мессбауэровских  эксперим ентах  зач астую  требую тся  измерения в очень 
ш ироком  ин тервале  температур . Р еги стр ац и я  электронов  с помощью 
м агнитны х или электростати чески х  систем с м алой  светосилой [5] п р и 
водит к значительном у  увеличению времени эксперимента.

В настоящ ей  работе  п р ед л о ж ен а  сравнительно п ростая  методика д ля  
регистрации конверсионных и ож е-электронов  57Fe при помощи сцинтил- 
ляционного  детектора  с тонким пластм ассовы м  сцинтиллятором . Н а 
рис. 1 приведена  схема эксперим ентальной установки , реализую щ ей пред
лож ен н ую  методику. Д етектор  электронов вклю чает  в себя ф отоэлек
тронный у м н ож и тель  (ф. э. у.) 1 и тонкий п л астм ассовы й сцинтиллятор 2. 
И сследуем ы й о б р азец  3, толщ и н а  которого д о л ж н а  быть меньше пробега
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гам м а-к ван тов  с энергией 14,4 КэВ, пом ещ ается  вплотную на поверх
ность сци нтиллятора  2. И злучен ие  источника 57Со п ад ает  на поверхность 
о б р аз ц а  3. И сточник приводится в возвратно-поступательное движ ени е  с 
помощ ью  ви б р ато р а  5. И м пульсы  с выхода ф. э. у. 1 через усилитель 7 
и д и ф ф ерен ц и альн ы й  дискри ми натор  8 поступаю т на многоканальны й 
а н ал и зато р  9, р аботаю щ ий во временном режиме. П ереклю чение кан алов  
а н а л и за т о р а  осущ ествляется  с помощ ью  блока  уп равлени я  6 синхронно 
с изменением скорости источника 4.

V J  2  /

Рис. 1. С хем а экспериментальной установки

П ри  резонансном возбуж дении  мессбауэровских ядер в образц е  3 
испускаю тся все перечисленные виды излучения (гамма- и рентгеновские 
кванты, конверсионные и о ж е -э л е к тр о н ы ) . С цинтилляционный детектор 
осущ ествляет  в геометрии 2п  регистрацию  этих излучений со стороны по
верхности образц а ,  прилегаю щ ей к пластм ассовом у сцинтиллятору. К р о 
ме того, часть гам м а- и рентгеновских квантов, прош едш их без в заи м о 
действия  через образец  3, т а к ж е  м ож ет  регистрироваться  детектором. 
О днако  при достаточно м алой толщ ине пластмассового  сцинтиллятора 
эф ф ективность  регистрации гам м а-  и рентгеновского излучения бли зка  
к нулю, в то врем я  как  эф ф ективность  регистрации электронов  бли зка  
к 100 % (в силу резкого р азл и ч и я  пробегов гам м а-квантов  и электронов 
в вещ естве) .  В этом случае 
п одавляю щ и й в к л а д  в реги
стрируемы й спектр вносят 
конверсионные и о ж е-эл ек 
троны, испускаемы е из тон
кого (-—-103 А) слоя в ещ е
ства о б р азц а ,  прилегаю щ его 
к поверхности п ластм ассово
го сци нтиллятора. Отметим, 
что по сравнению  с обычной 
геометрией рассеяния, об лу 
чение исследуемого о б р азц а  
ведется  «на просвет», поэто
му на его толщ ину н а к л а д ы 
ваю тся такие  ж е  ограниче
ния, к а к  и при измерении в 
геометрии прохож дения — 
она не д о л ж н а  превы ш ать 
нескольких десятков  микрон.

Д л я  изучения зави си м о
сти эф ф ективности  реги стра
ции гам м а- и рентгеновских
лучей от толщ ины пластмас- Р>|С- 2. Зависим ости  числа зарегистрированны х  
„ „ „ „ „ „  импульсов N от толщ ины пластм ассового сцин-сового сци нтиллятора  было тиллятора*
изготовлено несколько сцин- О — геометрия измерения 1; А — геометрия измере- 
ТИЛЛЯТОрОВ ОДИНаКОВОГО ДИЗ- ния 2; X — геометрия измерения 3

19



м етра  (2 см) и толщ иной от 1,2 мм до 50 мкм. Д л я  каж до го  сци нтиллятора  
и зм ер ял ся  ам плитудны й спектр выходных импульсов детектора  при облу
чении источником 57Со (геометрия измерений 1). Д а л е е  м еж ду  источником 
и детектором  п р о к л ад ы в ал ся  алю м иниевы й ф ильтр толщ иной 0,2 мм, 
практически  полностью поглощ аю щ ий рентгеновские кванты  с энергией 
6,3 КэВ и м ало  влияю щ ий на интенсивность линии с энергией 14,4 КэВ 
(геометрия измерений 2) ,  а затем  — медный ф ильтр  толщ иной 0,1 мм, 
п оглощ аю щ ий к а к  6,3 КэВ, т а к  и 14,4 КэВ  кванты  (геометрия 3 ) ,  и в 
обоих случаях  и зм ерялись  ам плитудны е спектры выходных импульсов 
детектора  при различны х  толщ ин ах  сцинтилляторов. Все изм ерения п р о 
водились за  одно и то ж е  время. П ри  использовании сци нтиллятора  то л 
щиной 1,2 мм строились разностны е спектры, полученные вычитанием 
ам плитудны х распределен ий  импульсов, измеренных в геометриях 1,2 и 
1,3. Очевидно, что эти разностны е спектры п редставляю т собой ам п л и 
тудные распределен ия  импульсов, соответствую щ их 6,3 и 14,4 К эВ к в а н 
там. О ба  разностны х спектра имели непрерывное распределение от нуля 
до некоторы х м акси м ал ьн ы х  значений, оп ределяем ы х границ ам и  по
глощ ени я  квантов  с эн ерги ям и 6,3 и 14,4 КэВ. П о полож ению  этих г р а 
ниц проводилась  к ал и б р о в к а  ам плитудной ш к ал ы  ан али затора .  Затем  
в ам плитудны х спектрах , полученных с помощ ью  сцинтилляторов р а з 
личных толщ ин в геометриях  1, 2, 3, вы д ел ял ась  эн ергетическая  зона от 
1 до 7,3 КэВ и подсчиты валось число импульсов, зарегистрированны х 
в этой зоне. Н а  рис. 2 представлены  зависимости  числа зареги стри ро
ванн ы х импульсов в выделенной зоне за  ф иксированное  время от то лщ и 
ны пластм ассового  сци нтиллятора . В ер х н яя  кри вая  соответствует 
геометрии измерений 1, средн яя  к р и вая  — геометрии измерений 2, н и ж 
н яя  — геометрии измерений 3. П олученны е зависимости  позволяю т сде
л ать  вывод, что при толщ ине сцинтилляторов  меньш е 0,1 мм, эф ф ек ти в 
ность регистрации гам м а-  и рентгеновских квантов с энергиям и 14,4 
и 6,3 К эВ  прен ебреж и м о м ала . И з  рис. 2 видно, что при экстраполяци и  
толщ ины  сц и н ти ллятора  к  нулю, скорость счета выходных импульсов 
д етектора  стрем ится  к некоторому постоянному значению , что обуслов
лено наличием  собственных ради ац и он н ы х  ш умов ф. э. у., основной 
в к л а д  в которые св язан  с процессами взаим одействия  гам м а-излучения

номер канала

Рис. 3. М ессбауэровски й  спектр фольги из a -ж ел еза , измеренный по регист
рации конверсионны х электронов. И сточник S7C o (P d )
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источника 57Со с конструктивными элем ентам и входной кам еры  ф. э. у. 
[6], причем при использовании сцинтилляторов толщ иной меньш е 0,1 мм, 
ради ацион ны е  ш умы вносят определяю щ ий вкл ад  в фон.

П о описанной методике измерен мессбауэровский спектр конверси
онных электронов  фольги из a -ж елеза  толщ иной ~ 1 0  мкм с использо
ванием пластмассового  детектора  толщ иной 50 мкм (рис. 3 ) .  Активность 
источника 57Со — 20 мкю ри, врем я  накопления  спектра — 12 ч.

Н ем а л о ва ж н ы м  достоинством предложенного метода является  про
стота его реализаци и , кроме того, возмож ность измерений при низких 
тем п ературах  и вы сокая  эффективность регистрации электронов выгод
но отличаю т предлож енны й метод от традиционны х методик, связанны х 
с применением Н е-метанового пропорционального счетчика и магнитных 
или электростатических систем. Отметим такж е ,  что описанный метод 
м ож ет  иметь преимущ ество с точки зрения  отнош ения эф ф ект-ф он по 
сравнению  с методикой прохож дени я  при исследовании образцов, тол 
щ ины которых составляю т «  103 А.

В то ж е  врем я  толщ ина исследуемого об р азц а  не д о л ж н а  превы ш ать 
х арактерной  величины пробега м ессбауэровских гам м а-квантов  ( ~  не
сколько десятков  м икрон),  что н ак лад ы вает  известные ограничения на 
возм ож н ы е применения метода.
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У Д К  539.43

В. Г. Б А Р Ы Ш Е В С К И Й ,  С. В. Ч Е Р Е П И Ц А

В Л И Я Н И Е  ГР АВ И ТА Ц И О Н Н О ГО  ПОЛЯ ЗЕ М ЛИ  
НА П Р Е ЦЕ ССИЮ  СПИНА  Н ЕЙ ТР ОН ОВ

П рецессия  спина нейтронов в постоянном однородном магнитном по
ле  в условиях динамической диф рак ц и и  нейтронов в немагнитном непо- 
ляризованн ом  кри сталле  претерпевает  сущ ественные изменения [1, 2]. 
В этом случае имеет место явление многочастотной прецессии спина ней
тронов в постоянном однородном магнитном поле.

В данной работе  на основании теории [1, 2] исследовано влияние г р а 
витационного поля  З ем л и  на прецессию спина нейтронов. О бнаруж ено, 
что гравитационное поле З е м л и  заметно влияет  на прецессию спина ней
тронов, д ви ж ущ и хся  в кристалле , помещенном в постоянное магнитное 
поле в условиях динамической дифракции.

Так, например, добавочное изменение угла  поворота спина нейтронов, 
пролетевш их через м онокристалл  кремния толщ иной 1 см, обусловлен
ное гравитационны м  полем, составляет  величину 0,5 р а д  при н а п р яж е н 
ности магнитного поля в области  кри сталла  104 Гс. В то ж е  врем я в от
сутствие д и ф ракц и и  добавочны й угол поворота спина, обусловленный 
гравитационны м  полем, очень м ал  (A v =  Ю-4 р ад ) .

В самом деле, пусть пучок нейтронов влетает  в область, занятую  по-
—>

стоянным однородным магнитны м полем н ап ряж енностью  Н. П о мере 
прохож дения  в глубь у к азан н ой  области  спин нейтрона будет поворачи
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в аться  на угол v 0= £ l 0l /v  =  2 \iHl /hv ,  где Q0 =  2ц Н / h -— частота ларм оровой
->

прецессии спина нейтрона в магнитном поле н ап ряж енностью  Н\ v — ско
рость нейтрона; ц — магнитный момент нейтрона; / — путь, пройденный 
частицей  в магнитном поле; h  — постоянная П л ан к а .

Учтем теперь, что на нейтрон, кроме внешнего магнитного поля, дейст
вует ещ е и гравитационное  поле Зем ли. Н а  первый взгляд, т ак  к а к  гр а 
витационное поле З е м л и  н и как  не взаим одействует  со спином нейтрона 
х а р а к т е р  вр ащ ен и я  спина не изменится и угол поворота спина будет 
о пр ед ел яться  тем ж е  соотношением. О днако  это было бы верно только 
д л я  покоящ егося  нейтрона. Нейтронный пучок, в л етая  в область, з а н я 
тую постоянным магнитным полем, будет испыты вать эф ф ек т  прелом 
л ен и я  не только в магнитном, но и в гравитационном  поле. Г р авитацион
ное поле изм еняет  скорость и, следовательно, дли ну  волны нейтрона, что, 
в свою очередь, ск азы вается  на п ок азател е  прелом ления  нейтронов в 
магнитном поле, и, таким  образом , на угле поворота спина нейтрона.

И так ,  пусть пучок нейтронов влетает  в немагнитны й кристалл , поме
щ енны й в постоянное однородное магнитное поле Н.  З ап и ш ем  уравнение 
Ш реди н гера  д л я  свободно д ви ж у щ его ся  нейтрона в магнитном поле с 
учетом взаим одействия  с гравитационны м  полем  Зем ли:

 • Н  -|- nig • ~г) ф  (7) -  Е 0ф (г), (1)

где g  — градиент гравитационного  поля Зем ли.
Р еш ен и е  уравнени я  (1) в квази классическом  при ближ ении  имеет сл е 

д ую щ ий вид:

№ =  . ( 2 )  
V с_  ф_ (г) )

Ф„ (г) — elk°± 'r± ■ e k°z f п а (z) dz, пс (г) =  1 - f  (а)   - р - , (3)

с +

с_
-  спинорная волновая функция падающих нейтронов; k0 — волно-

/Р  k l
вой вектор падающих нейтронов; Е 0 =  - 0т ; о  =  -f- (— ) (знак (— )
соответствует поляризац ионн ом у  состоянию нейтронов со спином вдоль 
(против) н ап равлен и я  магнитного п о л я ) ,  ось Z  системы координат н а 
п р а в л е н а  перпендикулярно к границе  р а зд ел а  вакуум  — магнитное поле, 
ось кван тован и я  н ап р авл ен а  вдоль н ап р авл ен и я  магнитного поля; г р а 
ницу р а зд ел а  вакуум  — магнитное поле вы бираем  ортогональной вектору 
ускорения  свободного падения.

П р и  прохож дении расстоян и я  I в глубь магнитного поля, угол, на ко
торый спин нейтрона повернется, будет оп ределяться  следую щим в ы р а 
ж ен и ем  (полагаем , что п ад аю щ и й  пучок нейтронов поляри зован  перпен
д и ку л яр н о  к н ап равлени ю  магнитного п о л я ) :

v =  k 0z \ (п+ (г) — п_  (г)) dz a* k0z 1 +  ± H~ S j . (4)

И з  (4) следует, что наличие гравитационного  поля  приводит к  изм е
нению угла  поворота спина нейтрона на величину

(5)

Сущ ествует  р азн и ц а  Av  м еж ду  углом поворота  спина нейтрона в слу 
чае, когда нейтрон проходит область  магнитного поля  снизу вверх и когда 
нейтрон проходит область  магнитного поля сверху вниз. К а к  следует из
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(5 ) ,  при &о =  3 ,14-108 с м - 1, 1— 1 см, g  =  9 ,8 ' 102 см/с2 и Н =  104 Гс величина 
разни цы  A v =  10~4 рад.

П оместим в область , зан яту ю  постоянным однородным магнитным по
лем, немагнитный неп оляризован ны й кристалл. С огласно [1, 2], если кр и 
стал л  сориентирован по отношению к падаю щ ем у  нейтронному пучку 
так , что нейтроны испыты ваю т в кри сталле  д и ф ракци ю , в этом случае 
имеет место явление многочастотной прецессии спина нейтрона в м аг 
нитном поле, т. е. спин нейтрона прецессирует вокруг н ап равлен и я  м а г 
нитного поля на четырех различны х частотах.

Зап и ш ем  уравнени е  Ш редин гера  д л я  нейтрона, д ви ж ущ егося  в кри
ст ал л е  в присутствии внешнего магнитного и гравитационного  полей:

+  V (г) — ц • Н  +  m g  -7J ф (7) =  Е 0 ф (г), (6)

где У (г) — периодический потенциал  взаим одействия  нейтрона с ядрам и  
к ри сталла .

В отсутствие гравитационного  потенциала метод  реш ения уравнения

(6) состоит в р азл о ж ен и и  ядерного потенциала V (г) в р я д  Ф урье по век
торам  обратной реш етки 2лг и разлож ени и  волновой функции нейтронов 
по блоховским ф ункциям  [2]:

(т) (t)

где g ( r )  — структурная  ам плитуда.
Если гравитационное поле не учитывать, то в условиях, когда прим е

нимо двухволновое приближ ение, уравнение (6) с учетом (7) и (8) сво
дится  к  системе двух  линейных алгебраичны х уравнений:

-гг — 1 +  г (0) + (о)-т?- е (—Ч
Г ' ? " 1 " ' ъ  s v  • '  \ /  Ъ

« М  У -  - 1  +  г  (0 )  +  ( ° )  -if IV " WRQ 0

-  о. (9)

В отсутствие гравитационного  потенциала волновые амплитуды 
ср.*, ф_> и волновой вектор 4, являются константами и не зависят от

k„ ТАа+2кТ
координат. Добавление гравитационного потенциала в гамильтониане

—V
уравнения (6) должно привести к тому, что волновой вектор k „ и вол
новые амплитуды фн. и Ф-+ должны стать функциями координат.

Вследствие медленного изменения гравитационного потенциала в ло 
кальной области  к р и стал л а  (много большей по сравнению  с р азм ерам и  
элем ентарной ячейки) п редполагаем , что градиенты  волнового вектора 
и ам плитуды  нейтронной волны м алы. Это обстоятельство  позволяет  при
менить квази классическое  п ри ближ ение  [3]. Учет гравитационного  по
тенци ала  сведется  к зам ен е  в уравнении (9) величины g ( 0 )  на

g  ( 0 )  +  —§ ~ -  [3]. Тогда в рамках квазиклассического приближения вол
новая функция нейтронов, прошедших через кристал толщиной L,  будет 
иметь следующий вид:

'  с+ ф + 0
С _ ф _ ( г )

L  L
. k0 С в . k0 Г аi —— si dz i -----  s2flzTft •' 1 То i

ф  ( г )  =

о, А  (2 е 2 +  Г а )в  “ (2б® +  Г®) е
ф (г) = -------------------------------------------------------------------elR° г —

2 (82- 8“ )
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L L
; k° f 3 *» Г “j ,

O / , ~ T ~ ° ldz T - .' s2

- Т 7 ? % Г < е > * " * * .  О")

f i ( 2 )  = 4- 1 -  + P) Г° -  P«(-)/(P« -  Г* (1 -  p))2 + 4 P g ( T )  g ( - T ) } ,  (11)

Г, = £(0) + ( а ) - ^  + - ^ ,  a = ^ - - {? \ ± 2̂  ,
£ 0 £ 0 k 0

V. =  % i .  V, -  - * + f " L l ,  (5 £  v„/v „  (12)
K0 Ko

->
где n  — но р м ал ь  к поверхности кри сталла , поверхность которого п а р а л 
лельн а  границе р а зд ел а  вакуум -м агнитное  поле.

Н ай дем  вектор поляризац ии  продиф рагированной  нейтронной волны.
Д л я  определенности будем считать, что вектор п оляри зац и и  падаю щ их

—>
на кри сталл  нейтронов Р о- нап равлен  перп ен ди кулярно  к оси квантова-

—> --
ния. Н а п р а в и м  ось X  вдоль  н ап равлен и я  вектора  Р 0, тогда  с+ =  с _ =  1/]/ 2 
и перп ен ди кулярн ая  компонента вектора поляризац ии  п р од и ф раги рован 
ной 'нейтронной волны Р х имеет следую щий вид:

L

Р х =  - ^  ; -------------- (cos \GL +  Re f (Л +  —  A _ ) d z  +x 4 | (е+ _ 8+ )(е- _ 8Г)р 1 1  *  .M h

L  L

+  6 1 exp (— k 0 Im | (e+ +  e~) d z / y0) — cos [GL - f  Re i (Л+ - f  AX)  dz  +  
о о
L  L

+  б] exp (— k Q Im \ (e+ e ~ )  d z / y 0) — cos [g L  — Re | (A + +  AX) dz  +
о 0

L L

- f  б] exp (—  k-j Im f (e+ +  e~) d z / y 0) - f  cos [GL — Re | (A + — Л_) dz  - f
0 0

L

.  +  б] exp (—  k0 l m  j  (e+ +  e~) d z / y0)}, (13)

A ,  =  - f  У ф а  —  Г »  (1  - P ) ) 2 +  4 f e  ( t )  g ( - x), (14)

g = - 4 l 1 - j ^ >  ( 15>
где 6 =  6+— 6_ и использовано обозначение

g ( r )  _  g ( r )  e " ±

2 ( e ± - 8 ± )  12 ( e ±  —  e ± )  |

К омпонента P v п олучается  из P x зам еной cos на — sin.
В симметричном случае  Л ау э ,  когда (3=1, величины Л+ и Л_ равны,

и вектор п оляри зац и и  в р а щ а е т с я  вокруг н ап р авл ен и я  магнитного поля
с ларм оровой  чистотой (15), определяем ой нап ряж енностью  магнитного 

—>
поля Н.

Если имеем дело с несимметричной диф рак ц и ей  Л а у э  (|3=?М), си
ту ац и я  резко м еняется  [2]: Л+ и Л _ и вектор п о л яр и зац и и  нейтронов 
испы ты ваю т биения на четы рех  различны х частотах  (13), т. е. имеет 
место явление многочастотной прецессии спина нейтрона.

К а к  следует  из (11) и (12), величины е°1(2) здесь зав и сят  от величи
ны гравитационного  поля  и, следовательно, частоты прецессии спина 
нейтрона (13) будут  зависеть  от гравитационного  поля.
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Р ассм отри м  случай, когда кри сталл  устан овлен  вдали  от точного вы 
полнения условий диф ракции, т. е. | a / g (т) | 1. Здесь  имеется только
п ро х о д ящ ая  нейтронная  волна, волновая  ф ункция которой имеет следую 
щий вид:

L  L

фа =  са ( в  (а) exp (ik,  j  е’ dz /y 0 ) +  0  (—- а) exp (ik0 ( s’ dz /y 0)} (16)
о о

[ 1  а  >  О, 
где 0 ( « )  =  ) о а < 0

З апи ш ем  в ы р аж ен и е  д л я  вектора п оляризац ии  Р х и Р у проходящ ей 
волны

L  L

Р х =  в  (a) cos (/г0 Re j  (е~ — е+) d z / y 0) exp (— k0 Im j ( s -  +  s+) d z / y 0) +
0 0

L  L

+  0 ( — a) cos (^0 Re j  (e~ — e+) d z / y 0) exp (— k0 Im ( (g -  +  e+) d z / y 0). (17)
о 0

Компонента P y получается  из P x зам еной  cos на — sin.
Оценим в к л а д  добавки  Д у с рав.,  обусловленной взаимодействием  с г р а 

витационным полем Зем ли , в полный угол поворота спина нейтрона. П р е 
небрегая  членами, меньшими чем | ^ ( т ) / а | 2, получаем  следую щ ее вы 
р а ж е н и е  д ля  величины разности в^(2) — е ~ 2) , зави сящ ей  от грави тац и он 
ного потенциала:

Ч {2) - еГ(1 ) |грав. =  (± , • - g - '  • ^ { [ ( Р а  +  (1 - Р )  (g  (0) +

+  р ^ / ^ о ) ) 2 +  4pg- (т) g  (— -т)]—1/2 +  [(Ра +  (1 — Р) (g  (0) —
-  \ хН /Е0)У  +  4(3g  (т) g  ( - т)]-1/2}. (18)

Тогда, как  следует  из (17) и (18), гр ави тац и он н ая  д о б ав к а  в полный 
угол поворота спина нейтронов, д и ф раги рую щ и х  на семействе кр и стал 
лографических плоскостей (220) м онокри сталла  кремния толщ иной L =  
=  1 см, р авна  0,5 р а д  при следую щ их значениях  входящ их в (19) п а р а 
метров: &0 =  3 ,14-108 с м - 1, Н =  104 Гс, а =  1 0g (0 ) ,  (3 =  0,5.

Т аки м  образом , в условиях динамической  ди ф ракц и и  в немагнитном 
кр и стал л е  влияни е  гравитационного  п оля  З е м л и  на прецессию спина 
нейтрона усиливается  на несколько порядков, и появляется  возм ож ность 
его обнаруж ить .
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М Е Т О Д  Р А С Ч Е Т А  П А Р А М Е Т Р О В  
О С Н О В Н О Й  М О Д Ы  Р Е З О Н А Т О Р А  С Л И Н З О Й

В н астоящ ее  врем я часто приходится рассчи ты вать  в п аракси альном  
при ближ ении  откры ты е оптические резонаторы , услож нен ны е внутрен
ними эл ем ентам и  типа оптических линз, гауссовы х д и а ф р а гм  и т. д. П ри 
этом ш ироко использую тся м атричны е методы [1], отличаю щ иеся  уни-
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R,a) MW  версальностью  и простотой. К недо
статк ам  этих методов следует отне
сти м алую  наглядность. В работе  [2], 
исходя из простых физических сооб
р аж ен и й  и известных ф ормул гео
метрической оптики Гаусса, введено 
понятие эквивалентного  резонатора  
(Э Р ) .  Хотя в принципе лю бому 
слож ном у резонатору  можно сопо
ставить простой Э Р , обладаю щ ий 
такой  ж е  м атрицей  обхода [3, 4], од 
нако  предлож енн ы й в [2] метод не 
д ае т  возм ож н ости  определить все п а 
рам етры  поля собственных мод [5, 6].

В данной работе  этот  вопрос рассм атр и вается  по-новому, исходя из 
строгих (в п ар ак си ал ьн о м  приближ ении ) формул. С целью м ак с и м а л ь 
ного упрощ ения и зл о ж ен и я  рассм атр и вается  резонатор , услож ненный 
одной линзой. Е м у  сопоставляю тся  д в а  простых Э Р , которые затем  по
зволяю т стан дартн ы м  о б разом  определить все п ар ам етр ы  собственных 
мод исходного резонатора . П а р а м е тр ы  Э Р  м ож но определить к а к  а н а 
литически, т а к  и граф и чески  в соответствии с простыми зако н ам и  гео
метрической оптики Гаусса .

Р ассм отри м  резон атор  типа Ф абри  — П еро (рис. 1) с коэф ф иц иента
ми о тр аж ен и я  зе р к а л  R j ( x )  ( /= 1 ,2 )  и функцией передачи  линзы  М ( х ) :

Рис. 1. С хем а и сходн ого  резонатора. 
Стрелки и индексы  а  и & определяю т на
правления распространения собственны х  

гауссовы х м од

R )  (х) =  Roj  exp
ik N x 2 

Pi
M  (x) =  exp i k N x 2 

2/ (1)
где Roj —  постоянны е числа, p j — ради усы  кривизны  зеркал ,  /  — ф окус
ное расстояние линзы  и IV — п о к азател ь  п релом ления  среды ( /V = n - f ix ) .  
О граничиваясь  основной (гауссовой) модой, будем искать  ее в виде сум 
мы гауссовых пучков:

А 0е ± ‘Ш гЕ  (х, г) = ехр k N
ktiw 2 ±  i (z  —  /) (2)

У  k n w 2 ±  i (z  —  I)

где A 0 — п остоянная  ам плитуда, w  — ради ус  пучка в локусе (п ер етяж 
к е ) ,  I — полож ен ие  локуса  на оси; z  — неизвестные парам етры , которые 
находим из граничны х условий на зе р к а л а х  и линзе:

(х, zx) =  R 1 (х) Е \ { х ,  Zj), Е \  (х, z2) R 2 (х) =  Е \  (х, z2),

Е а2 (х > zo) =  М  (х) Е ах (х, z0), E b2 ( х ,  z0) М  (х) =  Е \  (х, г0). (3)

Смысл индексов ясен из рис. 1.
П одставляя (1), (2) в (3) и приравнивая в экспонентах коэффициенты 

при х2, получаем систему относительно комплексных параметров iija =  
Чь = — ljb— iknwJb:

1 1

х% получаем 
=  lj a —  iknwja, Ujh

1
u l  a  —  г 1 

1

1
U1 b +  г 1 

1

2

Pi ll2a Z'2 

1
u 2b ■ 
1

2

Рг

u1 a ■ Z0 u2b +  z 0 ulb “Г  z0 f (4)

С истема (4) равн оси льн а  в матричном представлени и  обходу волной р е 
зонатора . О на со дер ж и т  две  пары  неизвестных п ар ам етр о в  пучков, рас
простран яю щ и хся  соответственно м еж д у  первы м зер кал о м  и линзой 
и линзой и вторы м зер кал о м . В соответствии с таки м и  представлениям и 
удобно вы б р ать  м етод  реш ения  задачи . И з  (4) м ож н о исключить п а р а 
метры  пучков, р асп р о стр ан яю щ и х ся  м еж д у  линзой  и вторым зер кал о м  
(/ =  2 ) ,  а у р авн ен и я  д л я  п арам етров  пучков, р асп ростран яю щ и хся  м еж ду  
первым зер к ал о м  и линзой  ( / = 1 ) ,  зап и сать  в виде

1 1 2 1  1 2 / сч
(5)

и 1 а  —  * 1 ui b +  zi Pi u l  a  z 2eq 2 eq P2eq
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где z2eq и pieq определяются из уравнений
_ 1  1 _  1 1

f  ’ Z2 — z0 — р.c 2 eq —  Zn c2eq ' ' Pzeq =  - p  (6)

А налогично исклю чим из (4) п ар ам етр ы  с индексами / =  1 и найдем у р а в 
нения д л я  определения  парам етров  с индексами /  =  2:

1 1 2 1  1 2 (7)
и2а— г1е? и-2й +  г1е<7 Pie<? ’

где и р1е(? находятся из уравнений
игЬ +  z2 Р2

1 1 1
— , . , -------------------- Ц    =  -V- (8)Ziec, — г0 z1 — z0 f  z leq  —  z0 +  p leq z 1 ~ z 0 - \ - p 1 f  v '

По отдельности обе системы (5) и (7) допускаю т простую физическую 
интерпретацию. Они имеют одинаковы й вид и полностью совпадаю т с 
соответствую щ ими уравнениями д л я  некоторого простого (без линзы) 
ЭР. Э кви вален тн ы е  резонаторы  образован ы  одним зеркалом  исходного 
резонатора , а п ар ам етр ы  второго (эквивалентного) з ер к ал а  определяю т
ся соответственно уравнени ям и  (6) и (8), которые можно интерпретиро
вать к а к  ф орм улы  геометрической оптики Гаусса, описываю щ ие прелом 
ление лучей в линзе  [7]. Это откры вает  дополнительны е возможности 
использования  простых и н аглядн ы х геометрооптических методов опре
делен ия  парам етров  ЭР.

П ер вы е  ф орм улы  в (6) и (8) определяю т полож ение эквивалентны х 
зе р к а л  Zjeq. В ерш ина  эквивалентного  зе р к а л а  ок азы вается  изображ ением  
в линзе  верш ины  зе р к а л а  п рооб раза  (рис. 2). А налогично вторые ф о р 
мулы в (6) и (7) определяю т полож ение центров кривизны эк ви вален т
ных зеркал :  cieq — Zieq-\-p{eq и C2eq =  Z2eq—p2eq, если известны центры кри-

-р2. Точки Cjeq  Я В Л Я Ю Т С Я  И ЗО -визны зеркал -прообразов : Ci =  Z i+ p i ,  C2 = z 2- 
бр аж ен и ям и  в линзе  точек Cj (см. рис. 2).

О днако  при использовании геометрического метода определения п а 
рам етров  эффективного  резонатора  следует строго п р и держ и ваться  из-

и-i/
гА1 !• / 

-----
\ , 
V 
\\

\  j F

Рис. 2. С хем а построения эквивалентного резонатора: 
а  — первый ЭР; б — второй ЭР. Сплошными линиями обозначены реальны е зер кал а , ш триховыми -

эквивалентны е
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вестных прави л  знаков  [7]. Все расстояния  отсчиты ваю тся  от линзы, а по
лож и тельн ое  нап равлен и е  удобно вы бирать  по нап равлени ю  к известной 
точке (п рооб разу ) ,  изображ ен и е  (образ)  которой нуж но найти. П оэтому 
член в ф орм улах  (6) и (8) с расстоянием до п рооб раза  всегда нужно 
брать  полож ительны м, если он о каж ется  отрицательны м , равенство  не
обходимо ум нож ить  на — 1. З а т е м  следует определить  зн а к  правой части, 
в которую  входит ф окусное расстояние линзы. Если  п р а в а я  часть после 
этого о к аж ется  полож ительной, об р аз  точки п р ед лагается  искать  по п р а 
вилам  построения и зо б р аж ен и я  в собираю щ ей линзе, в противном слу
чае  — в р ассеиваю щ ей  линзе. Это правило не зависи т  от того, будет р е 
ал ь н а я  линза  р ассеиваю щ ей  или собирающ ей.

В реальном  резон аторе  линза  находится  м еж д у  зер кал ам и , поэтому 
сл агаем ы е  в первых равен ствах  системы (6) и (8) всегда полож ительны  
( z2— z 0, z 0— Z i > 0 ) ,  и искомые точки zieq и z 2eq мож но определить по п р а 
вилам  построения в той линзе, которая  реально  находится  в резонаторе.

Б о л ее  с л о ж н ая  ситуация  скл ад ы вается  при нахож дени и центров кри
визны эф ф ективны х зе р к а л  cleq и c2eq. С вязан о  это с тем, что расстояние 
от линзы  до центра кривизны  реальн ы х  з е р к а л  (Ci и с2) м ож ет  иметь 
р азн ы й  знак. Если с2—z0> 0 ,  щ —Z i-<0  (см. рис. 2, в ) ,  то изображ ени я

и с2 н аходятся  т а к  ж е, к а к  и и зо б р аж ен и я  точек Zi и z 2. В противном 
случае, когда центр первого зе р к а л а  н аходится  справа  от линзы  
( z0—  C i < 0 )  или центр второго зе р к а л а  — слева  от линзы (г0— с2> 0 )  
(см. рис. 2, а ) ,  д л я  определения  точек cleq и c2eq при построении следует 
поменять зн ак  фокусного расстояни я  линзы. Если  р еал ьн ая  линза  со
б и р аю щ ая , соответствующ ие проекции следует строить д л я  рассеиваю 
щей линзы  и наоборот. Н а  рис. 2 л инза  п р ед п о л агается  собирающей, 
и точка Cie3 явл яется  образом  точки Ci в соби раю щ ей  линзе, а точка 
Czeq —  образом  точки с2 в рассеиваю щ ей линзе. Ф орм ально  это о слож н е
ние связан о  с тем, что (6) и (8) не всегда совп ад аю т  с ф орм улам и  Г аус
са геометрической оптики линз; в ф орм улах  Гаусса  и в ф орм улах  (6) или
(8) зн ак и  фокусны х расстояний могут о к а за т ь с я  противополож ными. 
О тсюда, в частности, следует, что экви вален тн ы е  зе р к а л а  строго не я в л я 
ю тся и зо б р аж ен и ям и  реальны х  зе р к а л  в линзе.

Ф изический смысл этих построений довольно очевиден в геометрооп
тическом лучевом представлении: лучи (или их п р о д о л ж ен и я) ,  н о р м ал ь
ные к поверхности реального  зер к ал а ,  после прохож дени я  линзы  меняют 
н ап р авл ен и я  распространения , сходятся  у ж е  в центре эквивалентного 
зе р к а л а  и ок азы ваю тся  норм альны м и к его поверхности. Д о  линзы они 
н орм альн ы  к поверхности реального  зе р к а л а ,  после линзы  — к поверх
ности эквивалентного  зер кал а .

Д л и н ы  Э Р  djeg и ради усы  кривизны  их экви вален тн ы х  зер к ал  pjeq н а 
ходятся  по ф о рм улам  (их можно т а к ж е  определить  из очевидных гео
м етрических п о стр о ен и й ) :

d le q  =  —  Z1 =  Z2 —  Z1 +  f ^ ~  ̂  , d i e q = % 2— Zl e q = Z 2— Z1 +

D   fj£i 0 ____________ Z!Pi  /д\
' leq (f  -f- Z1 —  z o)(f  +  Pi “Г г 1 —  zo) 1 “eq (f ~  z 2 ~h z 0) ( /  +  P2 —■ г 2 +  2o)

З н а я  расстояни я  м еж д у  зе р к а л а м и  Э Р  и их ради усы  кривизны, п а р а 
метры  собственных пучков резон атора  оп ределяю тся  у ж е  стандартны м  
образом  по известным ф о рм улам  [1]

П а р а м е тр ы  Э Р  изм еняю тся  в ш ироких пределах  в зависимости от 
зн ачен и я  фокусного расстоян и я  и полож ен и я  линзы . С изменением п а 
рам етров  линзы  радиусы  кривизны  зе р к а л  Э Р  и его дли н а  могут менять 
знак . И зм енение  зн а к а  р ади уса  кривизны  зе р к а л  означает, что в Э Р

, / , т  =  1, 2, } ф т .  (10)
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они стан о вятся  выпуклыми, если в исходном были вогнутыми или наобо
рот. Д л и н а  р езонатора  здесь определена как  разность координат  п оло
ж ен и я  зер кал ,  и ее зн ак  зависи т  от порядка  нумерации зер кал ;  поэтому 
отри ц ател ьн ая  д ли н а  р езонатора  означает, что первое зер кал о  р асп о л о 
жено правее  второго. Отметим, что форм улы  (10), определяю щ и е п а р а 
метры собственных пучков, остаю тся  справедли вы м и во всех случаях, 
в том числе и при отрицательной длине Э Р.

У словие устойчивости обоих резонаторов  требует, чтобы радиусы  соб
ственных пучков в локусах  бы ли полож ительны ми, т. е. д о лж ен  быть по
лож и тельны м  числитель в правой  части первого равенства  (10). Это 
условие о к азы в ается  одинаковы м д л я  обоих Э Р , поэтому условие устой
чивости одного из двух Э Р  одновременно о зн ач ает  устойчивость второго 
и, следовательно , устойчивость исходного резонатора  с линзой. Спектр 
собственных частот  и порог генерации т а к ж е  одинаковы  д л я  обоих ЭР. 
И м ею тся  другие возм ож ности  введения Э Р . Н апри м ер , в работе  [2] вво
дится  один Э Р , п ар ам етр ы  которого подби раю тся  таким  образом , чтобы 
дать  п рави льн ы е разм еры  поперечного сечения генерирую щих пучков на 
вы ходящ их зе р к а л а х  резонатора.

П редставлен н ы й  метод эквивалентны х резонаторов м ож ет  быть 
использован н ар я д у  с известным матричны м методом А В С Д  [1]. П ри  
сравнительной простоте и универсальности  метод Э Р  о б л а д а е т  зам етно 
больш ей наглядностью  и п озволяет  применять простые графические 
приемы в исследовании оптических резонаторов.
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Математика 
и механика

У Д К  517.9

Б. С. К А Л И Т И Н

М И Н И М А Л Ь Н А Я  УСТОЙЧИВОСТЬ Р Е Ш Е Н И Й  
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  СИСТЕМ

Р ассм о тр и м  систему ди ф ф ерен ц и альн ы х  уравнений

x = f ( x ,  t ) ,  (1)
где x<=Rn, n -мерному Е вкли дову  пространству; f : R n+l R n и V t ^ R  
f ( О, /) =  0. П усть  f  непреры вна в цилиндре D H — В н  X R, В н  =  
=  {х  е  R n : ||х|| <  Н ) ,  Н  >  0, выполнены условия  единственности р еш е
ний х(хо,  to, t ) ,  х(хо,  t0, to) =  Xq. П р едп олож и м , что V а  е  ]0, Н[ и 
V / 0G ^ a / [ ( a ,  to) >  0, д л я  которого ||х0|| <  /г (a ,  t0) =*- | |х (х 0, to, t) || <  
<  а  V tZ ^  t0, т. е. нулевое решение системы (1) устойчиво по Л япун ову  
[1]. П о л о ж и м  h(to) = h ( H ,  to) и введем

О п реде ле н ие  1. Н улевое  реш ение системы (1) будем н азы вать  м ини
м ально  устойчивым, если V V б е ] 0 ,  h ( t 0)[ Н е =  е(б , 0̂) > 0  такое, 
что 6 < | | j c 0| |< f t ( f o )  \ \х(х0, t0, /) | | > е  V t ^ z t 0.

Если ч исла h, г мож но вы брать  не зави сящ и м и  от /0е / ,  где I  — интер
вал  R,  то будем говорить, что нулевое реш ение системы (1) равномерно 
м иним ально  устойчиво по t0^ I .

Зам ети м , что при условии отсутствия зависимости  h  от t07 ^ 0 устой
чивость нулевого реш ен ия н азы в аю т  равном ерной [2]. Если не требовать  
о б язател ьн ы м  устойчивость, то определение 1 эквивалентно  определению 
е-ограниченности решений [3].

Опре д е ле н и е  2. Будем  говорить, что ф ункц ия  V : D H ~ ^ R  допускает 
больш ой низший предел  при х - > 0 ,  если V t ^ R  V(0, t) =  0 и
V t0 R  V б <= ]0, h ( t 0)[ 3  % =  Ц б ,  t0) >  0 такое , что б <  ||х|| <  h ( t 0) => 
=*- V (х, t) >  К V  t ^  t0.

Опре д е ле н и е  3. Определенно п о л о ж и тел ьн ая  [1] ф ункция  V : D H - + R  
допускает  определенны й бесконечно м алы й  высший предел при х - > 0 ,  
если сущ ествует  н еп реры вн ая  определенно п о лож и тельн ая  функция 
U : В н  ->■ R  т а к а я ,  что V (х, t) е О н  V (х ,  t ) ^ U  (х)  и U (0) =  0.

Теорема 1. П усть  нулевое решение системы (1) устойчиво по Л я п у 
нову. Тогда  д л я  того, чтобы решение х =  0 было миним ально устойчивым 
необходимо и достаточно, чтобы д л я  каж до го  t0^ R  сущ ествовала  ф унк
ция V :Dh(t0) R  со следую щ им и свойствами:

1) V  д о п у скает  больш ой низший предел  при х  0;
2) У 'д о п у ск ает  определенный бесконечно м алы й  высший предел при 

х  —>  0;
3) V  н еуб ы вает  вдоль всякой траек тори и  с начальны м  условием

(Хо, to) еП/гЦо)-
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточность. П усть  ф ункция  V  удовлетво

ряет  всем т р ебо в ан и ям  теоремы  1. Тогда  на основании 1) V  t 0̂ R ,
V б, 0 < б < / г ( / 0) ,  молено определить число Х =  Х(8, t 0) > 0  такое, что при 
б < | | х | | < / г ( / 0) будем  иметь неравенство  V ( х ,  t ) > X  V t ^ t 0. По числу %
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с учетом 2) и свойств функции U  (см. определение 3) мож но у к а за т ь  
число е, 0 < е < 8 ,  д л я  которого sup  U ( x ) .  Если 6 < | |X o | |< / i ( / o ) ,

11*11=8
t o ^ R ,  то V[x0, V[x(xo, to, t ) ,  t] в силу 3) при t ^ t 0. О тсю да следует, 
что \\x (xq , to, 0 1 1 > е  при t ^ t 0, т а к  к а к  в противном случае  наш елся  бы 
момент времени t* > to ,  что Цл:(дг0, to, /* ) | |  =  е. О днако  в этом случае  им е
лось бы соотношение V[x(x0, t0, t * ) ,  f *]г£  ̂Е/[лс ( * 0, to, п ротивореча
щ ее определению числа Я. Д остаточн ость  д оказан а .

Необходимость.  Пусть тривиальное  решение системы (1) минимально 
устойчиво. П о к а ж е м ,  что в этом случае  существует ф ункц ия  К : Z)/l((o) 
~ ^ R +, уд о влетво р яю щ ая  1)— 3).

Р ассм отри м  реш ения х(хо, to, t) системы (1), д л я  которых в соответ
ствии с определением м инимальной устойчивости вы полняю тся  н ер авен 
ства 8 < | |х о | |< / г ( / о )  и \ \х(х0, t0, t ) \ \ > e V  f ^ z t 0. О пределим функцию  V  
в произвольной точке (хо, t0) eZ3/1((0) по правилу: V ( х 0, t0) =  inf ||лг(лг0, to, t) ||.

Очевидно эта  ф ункция определена однозначно. К ром е того, V ( х 0, to) ^  
^ | | x ( x o ,  t0, to) \\ =  U(xo) ,  поэтому с учетом произвольности вы бора числа б, 
0 < 8 < / i ( f o ) ,  ф ункция  U  удовлетворяет  всем требованиям  определения 3. 
С ледовательно, выполнено т а к ж е  и 2).

П роверка  требовани я  3) проводится  аналогично д о казател ьств у  т р е 
бован ия  4 теоремы 3.1. [4] (см. необходимость).

П о к а ж е м ,  что вы полняется  1). Д ействительно, поскольку  при ||х0| [ > 6  
имеем \\х(хо, to, / ) | | > е  =  е (8 , /о) д л я  всех t ^ t 0, то д л я  ||л;о11>8 получим 
К (х 0, t0) =  inf \ \х{х0, t0, t) Ц ^ е .  П оэтом у  при Я =  0,5е(б, t0) ф ункц ия  V 

t>u
удовлетворяет  определению 2, что и требовалось  доказать .

Теорема 2. П редп олож им , что тривиальное  решение системы (1) 
устойчиво по Л япунову. П усть  сущ ествую т скалярн ы е  функции V \ D n -> 
- + R ,  a : R - + R ,  удовлетворяю щ и е  следую щ им требованиям : (f) V  непре
рывно диф ф еренц ируем а, допускает  определенный бесконечно м алы й 
высший предел при х - ^ - 0  и V ( x ,  t ) > 0 д л я  х=£0 (х, t ) ^ D H, (ii) а  инте
грируем а при t ^ t 0 д л я  всех t o ^ R  и вы полняется  неравенство  V (x ,  t ) ~ ^  

( t ) V ( x ,  t ) ,  (х, t ) ^ D H, {Hi) сущ ествует  конечное число С =  С ( /0) т а 

кое, что I а  (т) dx >  С {t0) при t ^ t 0. Тогда решение х = 0  системы (1)
to

минимально устойчиво. dV у
Д о к а з а т е л ь с т в о .  И з очевидного соотношения - у — =  у - dt имеем

t  .
С VV [х (х0, t0, t),  t ) = V  {х0, t0) exp ) - y ~ d x  при t ^ t 0 и x0=/=0. Поэтому,
to

t

учитывая (f t) ,  будем иметь V [x (x0, 0̂, t),  t ] ^ ] / { x 0, t^) exp J a  ( t )  dx  для
0̂

t ^ - t 0 и х 0 Ф О .  Теперь, принимая во внимание (t), (ш ) (см. определе
ние 3 ) ,  получим неравенство  U[x{x0, t0, t ) \ ^ z V  {х0, t0) exp C ( t 0) д л я  t ^ t 0 
и х 0ф 0. Но ф ункция U (х) определенно полож ительна, а K (x0, to) опре
деленно п олож ительн а  по х 0 при ф иксированном  t0, поэтому по задан ном у  
числу 8 > 0  всегда мож но у к а з а т ь  число е==е(б, / о )  > 0  такое, что если 
| |* о | |> 6 ,  т°  \ \ * { х о ,  to, t) || > е  при всех t ^ t o ,  что и требовалось.

Если число С мож но вы б р ать  вне зависимости  от п а р а м е т р а  t o ^ I ,  то 
теорем а 2 гарантирует  равном ерную  м инимальную  устойчивость по t0^ I ,  
(где I  — неограниченный и н тервал  R ) .

Теорема 3. Д л я  того чтобы реш ение х = 0  системы (1) было р ав н о 
мерно минимально устойчивым по t 0̂ R ,  необходимо и достаточно сущ е
ствования  функции V  со следую щ им и свойствами:

(i) V  з а д ан а  в ш аре  В н ,
( i i) V  непреры вна в н ач але  координат  и 1/(0) = 0 ,
(ш )  V  полож ительно оп ределен н ая  функция,
(IV) д л я  всякой  траектории  ( х { х 0, 0, t ) ,  t ) ,  ||х0|| < / t  (0), системы (1) 

V [ x { x o ,  О, 0 ] = V [ * 0],
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть тривиальное  реш ение системы (1) р а в 
номерно м иним ально  устойчиво по t0^ R .  Тогда  д л я  лю бого числа а > 0 ,  
0 < а < Н  сущ ествует  число h = h ( a ) > 0 и д л я  всякого б, 0 < 6 < / г ( 7 0) 
най дется  число е =  е ( 8 ) > 0  такое, что

6 < | | x 0| | < / i ( a ) ^  е <  IU (хо, to, t) || < ос, V t ^ z t 0. (2)
Рассмотрим функцию V  (х„) =  sup || х (х0, t, 0) ||, | |х 0 1| < / i  (а) .  Она

г<о
однозначно определена и в силу (2) ограничена при ||x0| |< / i ( a ) .  Из 
правого неравенства (2) следует, что У ( х ) - < а  при | |x | |< /i(a )  и У ( 0 ) = 0 ,  
т. е. (и)  выполнено. Кроме того, с учетом (2) будем иметь V  (х„) =  
=  s u p | | x ( x 0, t, 0 ) | | > а > 0  при || х0 1| >  h  (а). Значит, V  определенно по- 

t<o
ложительна.

О ставш ий ся  пункт (IV) проверяется  непосредственной подстановкой 
с помощ ью  того, что х[х  (х0, 0, t ) ,  t, 0 } = х 0 V / ^ 0 .  Достаточность тео р е
мы 3 следует  из теоремы  1.

Л егко  видеть, что д л я  линейны х систем справедли ва  
Теорема 4. Т риви альн ое  решение линейной системы х = А х  с постоян

ной м атрицей  А  м иним ально  устойчиво тогда и только тогда, когда все 
хар актеристич еские  числа м атри цы  А  имеют нулевы е вещественные ч а 
сти и допускаю т лиш ь простые элем ентарны е  делители.

А налогично этом у имеет место
Теорема 5. Триви альн ое  решение системы x = A ( t ) x  с непрерывной 

периодической м атри цей  A { t )  минимально устойчиво тогда и только 
тогда, когда  все ее м ульти п ли каторы  р* [5] л е ж а т  на окруж ности  |р*| =  1 
и имею т лиш ь простые элем ен тарн ы е  делители, если их рассм атри вать  
как  собственные значения  соответствую щ ей м атри цы  монодромии.

З а м е ч а н и е .  М етод  построения функций Л яп у н о ва  в виде связки  
интегралов, п редлож енн ы й Н. Г. Ч етаевы м  [6], всегда гарантирует  мини
м альную  устойчивость исследуемого полож ен ия  равновесия. Этот ф акт  
вы текает  непосредственно из теорем ы  3.

Рассм отри м  пример устойчивой системы, описанный Н. Н. Красов- 
ским [2, с. 57]. О дин из вари ан тов  его аналитической  записи  имеет вид

х  =  — У +  х  У х 2 +  У2- sin2 ^  ^  у2 ,

У =  х  +  у  у х 2 +  у 2 • sin2 1 , если х2 +  у2 Ф  0
[ х  г  У

и х =  0, у  =  0 при х2 +  г/2 =  0.
Ф ункция V  (х, у)  =  0,5 (х2 +  у 2) обладает непрерывной производной

по времени V  (х, у)  =  (х2 +  у 2)3/2 • sin2 -B-j-— при х 2У у 2Ф 0  (У (0, 0) =
х  I У

— 0). По теореме 1 такая  система минимально устойчива, а в силу авто
номности системы и равномерно минимально устойчива по t0 ^ R -
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УДК 519.768:17
И. А. К О Р О Л Ь ,  И. В. С О В П Е Л Ь

АВ Т О М А Т И З И Р О В А Н Н А Я  СИСТЕМА П Е Р Е В О Д А  
К Л Ю Ч Е В Ы Х  СЛОВ (С ПЕ РК С-1 ) .  II

Н а  основании утверж дений 1— 3, приведенных в первой части 
работы  [1], нами р азр аб о тан  алгоритм  построения ядр а  L* в бан ке  р а в 
номощных язы ков  L  по зад ан н о м у  множ еству словарей  L. П р е д в а р и 
тельно введем некоторые определения.

П усть  неориентированный граф  G = ( X ,  А)  явл яется  лесом и 7\ =  
=  (Х{,  At ) ,  T j = ( X j ,  Aj )  — две его произвольные компоненты. С к л е й 
к о й  деревьев Гг и Г3- назовем  дерево T ij=  (Х,д А ц ) ,  где Х ц  =  Xi  U Xj ,  
A i j = A t U A j  U aihjn> ih, /а  — лю бы е из номеров вершин, п р и н ад л еж ащ и х  
соответственно м нож ествам  Xi  и Xj .  Ребро  ciikjn назовем  ф и к т и в н ы м  
ребром гр аф а  G = ( X ,  А ) .  Е сли \Xi \=r%i ,  |Х , |  = tij, то, очевидно, м ож ет 
быть получено п г п 3 различны х склеек  деревьев Т { и Г3. О бозначим  G =  
=  (X,  A)  =  G<°). Будем  считать, что процедура построения слейки Т ц  осу
щ ествляется  о п е р а т о р о м  с к л е й к и  А. В результате  выполнения 
оператора  А д л я  лю бы х двух  компонент гр аф а  G<0> образуется  новый 
граф  GW =  A(G<°)). Если граф  GW является  лесом, то на нем т а к ж е  м о ж 
но выполнить оператор Д и т. д. П роцедуру  последовательного вы полне
ния оператора  А на исходном гр аф е  G<°) назовем с к л е и в а н и е м  леса 
и обозначим ее рекуррентной ф орм улой G<S) =  A(G(s-1)), где G ^ 1) —-л ес ,  
s — 1, 2, . . . ,  s*,  G<s*) — дерево. Д ерево  G<s*) назовем с к л е й к о й  л е 
с а  G(°).

П роц ед ура  построения яд р а  L* осущ ествляется  в соответствии со сле
дую щ им общим алгоритмом.

Шаг 1. Н ачало .
Шаг 2. По данном у м нож еству  L  построить базовы й граф  G =  (X,  А) .  

Если А =  0 ,  то перейти к следую щ ем у шагу, и н а ч е — к ш агу  6.
Шаг 3. Н а  верш инах гр аф а  G = ( X ,  А )  построить полный неориенти

рованный граф  Km-
Ш аг 4. П остроить м нож ество  Г всех остовных деревьев  гр аф а  Km-
Шаг 5. В ы брать  из м нож ества  Г наиболее  «подходящ ее» остовное д е 

рево Г*. Все ребра  дерева Г* пометить и перейти к ш агу  I I .
Шаг 6. Если G =  (X,  А )  — связны й граф, то перейти к следую щ ему 

шагу, иначе — к ш агу  9.
Шаг 7. П остроить м нож ество  Г всех остовных деревьев  гр аф а  G =  

=  { Х , А ) .
Шаг 8. В ы брать  из м нож ества  Т  «наиболее  подходящ ее» остовное д е 

рево Т* и перейти к  ш агу 12.
Шаг 9. Д л я  каж дой  компоненты Д  гр аф а  G = ( X ,  А)  построить мно

ж ество  всех остовных деревьев  и вы брать  в каж д о м  из полученных мно
ж еств  наиболее «подходящ ее» остовное дерево Т\ .

Шаг 10. Построить склейку  Т* леса, компонентами которого я в л яю т 
ся деревья  Т с*. Все ф иктивные ребра  дерева  Т* пометить.

Шаг 11. Составить список Т'  помеченных ребер дерева  Т*.
Шаг 12. Конец.
В настоящ ей работе  подробности р еализаци и  описанного алгоритм а 

не приводятся, однако  необходимо отметить следующее. В ыбор наиболее 
«подходящ его» остовного д ер ев а  и склейки п редп олагает  возмож ность 
наличия  на входе алгоритм а списка «неж елательны х»  словарей , что р а в 
носильно зад ан и ю  весов д л я  ребер граф а. З а д а ч а  вы бора  в этом случае  
сводится  к нахож дению  кратч ай ш его  остова [2]. В тех ситуациях, когда 
такой  список отсутствует, предпочтение, в силу х а р а к т е р а  реш аем ой  з а 
дачи, отдается  остовному дереву , со дер ж ащ ем у  верш ину с наибольш ей 
степенью, а среди деревьев с одинаковой  наибольш ей степенью их вер
шин вы бирается  дерево с наи больш ей  степенью оставш ихся  верш ин и т. д. 
П ри  склеивании леса к а ж д ы й  р а з  вы бирается  фиктивное ребро т а 
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кое, что степени верш ин Xik и Xjn являю тся  м акси м альн ы м и  из всех сте
пеней верш ин соответствующ их деревьев (предполагается , что ребро 
a ihin не соответствует «н еж елательном у»  сл о вар ю ).  Все это позволяет  
вы делить несколько основных (базовых) язы ков, что значительно облег
чает  подготовку исходной информ ации д л я  И Б  системы.

П ри  р еал и зац и и  алгори тм а  некоторые ш аги  в ряде  случаев  бы ли опу
щены или объединены.

И так ,  в результате  вы полнения описанного алгори тм а  построено д е 
рево Т*,  ребрам  которого соответствует множ ество  словарей , определяю 
щ ее ядро  L*.  Н а  следую щ ем этап е  в соответствии с Т'  ф орм ируется  само 
ядро  L*.  П ри  этом просм атривается  список Т'  и, если он не пуст, то по к а ж 
дому фиктивном у ребру ciihjn из Т'  специалистом-переводчиком  у с т ан а в 
ли вается  соответствие типа (1) м еж ду  элем ен там и  язы ков  L i k и L j n , т. е. 
строится  словарь  (L ife, L jn) либо (L jn , L ik).  Д а л е е  процедура ф о р 
м ировани я  И Б  системы С П Е Р К С -1  осущ ествляется  по следую щ ей схеме.

1. С пециальной програм м ой, реализую щ ей  алгоритм, основанный на 
полном обходе дерева  Т* и использовании процедуры  Р , формирую тся 
т а к  н азы ваем ы е  с м ы с л о в ы е  г н е з д а  информационной базы, к а ж 
дое отдельное см ы словое гнездо содерж и т  условно-эквивалентны е по 
см ы слу КС всех язы ков  из б ан ка  язы ков  L  (говоря «условно-эквивалент
ные», имеем в виду, что процедура Р  использует  свойства симметрично
сти и транзитивности  соответствия типа (1 ) ,  которые могут, хоть и к р ай 
не редко, быть н аруш ен ы ).

2. Все смы словы е гнезда вы водятся  на печать, подвергаю тся  а н а л и 
зу с целью  внесения в необходимых сл у ч аях  требую щ и хся  изменений 
в смы словы е гнезда, устан авли ваю щ и х  абсолю тную  смысловую  э к в и в а 
лентность всех К С  д л я  каж до го  гнезда  (изменения вносятся п ро
грам м н о ) .

3. Всем К С  к аж до го  смыслового гнезда при сваи вается  его номер, 
н азы ваем ы й  к о н ц е п т у а л ь н ы м  номером ( К Н ) .

4. П ро гр ам м н о  ф орм ируется  в виде совокупности базовы х массивов 
и н ф орм ац и он н ая  б аз а  системы С П Е Р К С -1 ;  отдельны й базовы й массив 
B i ( i — 1, m )  из И Б  соответствует язы ку  Р г- и содерж ит  все КС язы ка  L; 
(по одному из каж до го  смыслового гнезда)  с соответствую щ ими им КН.

О б р аб о тк а  м ассива  входных документов  в системе С П Е Р К С -1  осу
щ ествл яется  по следую щ ем у алгоритму.

Шаг 1. Ч тение м ассива  входных документов, выбор из поля /* к а ж 
дого д окум ен та  всех К С  и запи сь  их в отдельны й массив КС с присвое
нием к а ж д о м у  КС ном ера документа, котором у оно соответствует, и по
рядкового  ном ера  данного  КС в поле /*.

Шаг 2. Выбор базового  массива  В ,, соответствую щ его язы ку  Li,  у к а 
занн ом у в поле i*.

Шаг 3. П о и ск  К С  из массива  КС в м ассиве  B t с целью  получения д л я  
к аж д о го  К С  соответствую щ его ему КН.

Шаг 4. В ы бор по полученным на ш аге  3 К Н  в базовом  м ассиве Bj,  со
ответствую щ ем язы к у  Lj,  указан н о м у  п ользователем , выходных эк в и в а 
лентов и запи сь  их в выходной массив КС.

Ш аг  5. Упорядочение выходного м ассива  КС по номеру документа 
и порядковом у  номеру К С  в поле /*.

Шаг 6. Ф орм и рован и е  поля  /* каж до го  входного докум ента  на я зы 
ке Lj.

Отметим, что в системе предусм отрена о б р аб о тка  «неопознанных» на 
ш аге  3 КС. П р о гр ам м н о е  обеспечение системы С П Е Р К С -1  построено по 
модульн ом у принципу. Оно вклю чает  модули, реали зую щ и е описанный 
алгоритм , а т а к ж е  многие сервисные функции по всей работе  с И Б  си
стемы, о которы х говорилось ранее. С истем а р аб о тает  под управлением  
О С /Е С , п р о гр ам м и р о ван и е  выполнено на алгоритмическом  язы ке  П Л/1.

В закл ю чен и е  у к а ж е м ,  что поскольку  н ам и  достигнуты определенные 
р езу л ьтаты  по автом атическом у  а н а л и зу  и синтезу ЕЯ (см., например,

34



[3]), в дальн ейш ем  п лани руется  р азр аб о тк а  второго в ар и ан та  системы 
С П Е Р К С -1  д л я  о бработки  таких  входных документов, в поле /* которых 
з а д ан а  н еф о р м али зо в ан н ая  естественно-язы ковая  информация.

Л И Т Е Р А Т У Р А

1. К  о р о л ь И . А ., С о в п е л ь И . В .—  В естн. Б елорусского ун-та. Сер. 1, ф из., мат. 
и м ех., 1984, №  1, с. 30.

2. К  р и с т о ф и д  е  с Н . Т еория граф ов.—  М ., 1978.
3. Г о н ч а р е н к о В. В ., К  о р о л ь И. А ., К о т е л ь н и к о в а Н . М ., М  у  з а-

л е в с к а я В . М ., С о в п е л ь  И . В .—  Т ез. докл. В сесою з. конф.: П ер ер аботка текста
м етодам и инж енерной лингвистики. М инск, 1982, с. 109.

Поступила в редакцию  Каф едра МО АСУ
24.05.82.

У Д К  519.926

А. А . Л Е В А К О В  

РЕГ УЛ ИР УЕ МОС ТЬ  Н Е Л И Н Е Й Н Ы Х  СИСТЕМ

В работе  [1] введено понятие управляем ости  системы динамическим 
регулятором и показано , что линей ная  стац и он арн ая  система у п равляем а  
стационарны м линейным регулятором  тогда и только тогда, когда систе
ма у п равляем а ,  а регулятор  н аблю даем  [2]. И сследовани е  управляем ости  
различны х линейны х систем с помощ ью  регулятора  проведено в [1, 3]. 
В предлагаем ой  зам етк е  эти результаты  распространены  на нелинейные 
системы.

Рассм отрим  объект, описываемы й уравнениями: 
x = f ( t ,  х, у,  и ) ,  x ( t 0) = х 0 (1 ) ,  u = g { t ,  х, у ) ,  (2), y =  co(t, x, y ) , y ( t 0) =  г/0, (3) 
где x ^ R n, y ^ R h, /<=Д+ =  [̂ о, + о о [ ,  н е ! ? 1», f : R + x R n X R k X R m - + R n, 
g : R +X R n X R h R m, со : R + X R n X R k R h — /-кратн о  непрерывно д и ф 
ф еренцируемые функции. О бозначим  через

Х =  x ( t ,  t 0, Х0, Уо)

У — У {t, t0, Хо, УоУ 
решение системы (1) — (3) и через Г(|3, t, х 0), T ( t ,  Хо) — м нож ества  

г  (Р, t, Хо) =  {х  е  R'1 | X =  X (t, to, Хо, у'о), ||1/о“ У о |К Р } .

Г (/, Xa) =  {x<=Rn \ x = x { t ,  to, Хо, y 0) , y 0^ R k}-
Определ ен ия:  1. Систему (1) — (3) назовем ло кал ьн о  регулируемой 

вдоль x ( t ,  to, Хо, уо),  если д л я  всех р:> -0  и д л я  всех t  из некоторого про
м еж утка  ]/„, t\] точка x ( t ,  to, Хо, г/о) является  внутренней д л я  Г (р, t, х 0).

2. Систему (1) — (3) будем  н азы вать  регулируемой, если Г ( / ,  X o ) — R n 
при всех t из некоторого п р о м еж у тка  ]to, /х] и при всех X o ^ R n-

Введем оператор U, действующий на функции (t0, х 0, у 0) -*■ I  (t0, х0,

Уо) е  R n по правилу U  (£) =  +  - Ц -  ® {t0, х 0, у 0) +  f  (t0, х0, у0,
g  (to, х 0, Уо))- Степени оператора U определим равенствами U0 (£) =
i l n ( | )  =  U (Un- 1 (И)), я  >  1. Обозначим через R jt w j  следующие матрицы:

п  (  д т  (хо) d W  (хо) \  , v/ f (  d m  (х0) V  (  d U t  (х0)
J < i ~ \  ду0 ’ • • • ’ дуо Г  } “ I I  дуо ) ’ ■ ■ - ’ [  д 1л

(т — зн ак  тр а н с п о н и р о в а н и я ) .
Отметим, что м атрицы  Rj ,  Wj  строятся  непосредственно по парам етрам  
системы (1) — (3).

Теорема 1. Если сущ ествует  натуральн ое  число /  такое, что
ra n k  R j  =  n,  r a n k  W j ^ n ,  (4)

то система (1) — (3) яв л яется  локальн о  регулируемой вдоль x ( t ,  to, х о , г/о).
Доказательство легко вытекает из теоремы о неявной функции, так 

как ранг матрицы Якоби отображения z ( t ,  y'Q) =  x ( t ,  t0, х 0, y'0) — x ( t ,  t0, 
Xq, Уо) при у'о =  Уо и всех t из некоторого промежутка \t0, jfx] равен п.
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И з теоремы 1 следует, что если условие (4) вы полняется  при всех 
z/o^Q, где Q — некоторое подмнож ество  из R k, то система (1) — (3) я в л я 
ется локально  регулируемой вдоль x ( t ,  to, х 0, уо) при каж до м  z/o^Q- Д л я  
голоморфных систем верно почти обратное  утверж дение.

Теорема 2. П усть  ф ункции ю и g  голом орфны  около к аж д о й  точки 
(to, х 0, уо), z/0e Q ,  а ф ункц ия  f  голом орфна около к аж д о й  точки ( t , х 0, ус, 
g(to,  хо,'Уо)), z/o^Q. Если система (1) — (3) локальн о  регулируем а вдоль 
x ( t ,  t0, хо, уо) при каж д о м  z/0e Q ,  то условие  (4) имеет место д л я  всех у 0 
из некоторого откры того  плотного подм нож ества  м нож ества  Q.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  П редп олож и м , что система (1) — (3) не удо
влетворяет  условию (4) при всех у 0 из некоторого открытого п од м н ож е
ства N  м нож ества  Q, хотя  система л о к ал ьн о  регулируем а вдоль 
x ( t ,  t0, Хо, уо) при к а ж д о м  z/0e Q .  Д л я  лю бой точки z/0e / V  существует 
окрестность Л с д /V этой точки и отрезок [/0, /*}, t * > t 0 такие, что функции 
t - > x ( t ,  to, х 0, у ' )  при всех z/ ' е Л  представимы в виде обобщенных ря
дов Ли

* (U t0, х0, У'0) =  2  ( t~ J o)S Us (*о), (5)
s =  0

сходящихся равномерно на [ /0, /*]. Из предложения 1.6 [4, с. 55] сле
дует, что система (1 )— (3) может быть локально регулируемой вдоль 
x ( t ,  t0, х 0, Уо) лишь, когда k ^ > n .  Отсюда и из (5) вытекает, что каж 
дая точка у'0 ^ : А  является  критической [4, с. 58] для  отображения 
У'0- + г У, Уд) — х  (t, to, х0, y'Q) — x ( t ,  t0, х 0, Уо) при каждом t из неко
торого промежутка [/„, t**\ ,  t0 < t * *  < П * . Согласно теореме Сарда [4], 
множество z ( t ,  А)  при каж дом t ^ [ t 0, t**] имеет меру нуль в R 11 [4], 
что противоречит локальной регулируемости системы (1 )— (3) вдоль x ( t ,  
t0, Xq, Уо)-

Р ассм о тр и м  теперь линейную систему

х = А  ( t ) x + B ( t ) u - \ - K ( t ) y ,  x ( t 0) = х 0 (6), u =  C ( t ) y + F ( t ) x ,  (7)
y = D ( t ) y + L ( t ) x ,  у (t0) = y Q, (8)

где x ^ R n, u<^Rm, y ^ R k, А,  В,  С, К,  F, D, L  — м атри ц ы  соответствующих 
размерностей, голом орф н ы е около точки /0- М атр и ц ы  R j  и Wj  д л я  си
стемы (6) — (8) не за в и с я т  от  у 0 и хо- А налогично теорем ам  1 и 2 можно 
д о к а за ть  следую щ ее утверж дение.

Теорема 3. С истем а  (6) — (8) явл яется  регулируем ой тогда и только 
тогда, когда  r a n k R j  =  n,  r a n k  W j ^ n  д л я  некоторого натурального  числа /.

Следствие.  Д л я  регулируем ости  линейной стац ионарн ой  системы х =  
= А х - \ - В и ,  х (0 )  = х 0, и =  Су,  y = D y ,  у ( 0) =  г/о, где А,  В ,  С, D  — постоянные 
м атрицы  соответствую щ их размерностей, необходимо и достаточно, что
бы r a n k  R n = n ,  r a n k  W n ^ r i .

П усть  P a Q  м нож ество  точек у 0, д л я  которых не вы полняется  условие
(4). И з теоремы  1 следует, что система (1) — (3) ло кал ьн о  регулируема 
вдоль x ( t ,  t0, х 0, у о ) , если z/0^ Q \ P -  Если  у 0 внутренн яя  точка д л я  Р  

и функции /, g,  о  удовлетворяю т  условиям  гладк ости  теоремы 2, то си
стема (1) — (3) не я в л яется  локальн о  регулируемой. Е сли  ж е  у 0 п ри н ад 
л еж и т  дР,  где д Р  — гр ан и ц а  м нож ества  Р,  то систем а м ож ет  быть л о 
кально  регулируем ой вдоль x ( t ,  to, хо, Уо), но м о ж ет  и не об лад ать  этим 
свойством (прим еры  2 и 3 ) .

П римеры.

1 • | *i = X* + «. *i (0) = 0 j Уг = А., У1 (°) = °»
1 х2 =  sin (txj) ,  х 2 (0) =  1, и =  у2, j у2 =  У\, У2 (0) =  0.

/0  1 0 0 2 0 \  / 0 0 0 0 2 0  
Для системы (9) =  ^  «'"з =  ( ,  0  0 0 0  1
Так  как ra n k /? 3 =  2, rank W 3 =  2, то система (9) является  локально регу
лируемой вдоль x ( t ;  0; 0, 1; 0, 0).
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2. [ *! =  «, ^ ( 0 )  =  0, I Ух =  Уг> Hi (0) =  о ^

4  =  х \ ,  х 2 (0) =  0, и =  y lt \ у 2 = о, у 2 (0) =0, Q =  Р 2

Так как  х2 >  0, то система (10) не является локально регулируемой 
вдоль x ( t \  0; 0, 0; 0, 0).

3- \ Хх =  и, x t (0) =  0, | уг =  У2, Ух (0) =  О
з I ■ о О1)

=  х и  х 2 (0) =  0, и  =  у ъ  1 у 2 =  0, у 2 (0) =  О, Q =  R 2.

О сущ ествляя  построение м нож ества  Г ((3, t, 0, 0) д л я  системы (11), у б еж 
даем ся , что эта система л о к альн о  регулируема вдоль x ( t \  0; 0, 0; 0, 0). 
Л егко  проверить, что д л я  систем (10), (11) точка у 0=  (0, 0) п ри н адле
ж ит дР.
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В. А . П Р О К А Ш Е В А

О Д Н О Р О Д Н Ы Е  СИСТЕМ Ы  ПЕРВОГО П О РЯ Д К А  
Б Е З П О Д В И Ж Н Ы Х  К РИ ТИ Ч ЕС К И Х  ТОЧЕК (случай А0^ 0 )

В работе рассматривается система:

а0и ' 2 +  axu ' v '  +  a2v ' 2 +  а3и2 +  — 0

60гг'2 +  biu ' v '  +  b2v ' 2 +  b3u2 +  bxiw +  bbv2 =  0, 

где ak =  ak (2 ), bk =  bk {z), k  =  0,5
Введением подстановки u — w - v  рассмотрение системы (1) сведется 

к рассмотрению  решений уравнения:

А 0 (2 , to) w ' a +  Ах (г, to) to '* - f  А 2 (2 , to) w ' 2 +  А 3 (2 , to) =  0, (2)

а ,  \ п  I д Р  . д Р ,  \ 2 д Р  (  д Р  , д Р г \  ,  ш  D , ,где A 0(z, w ) = P [ - w b0 ------^  О0J — ^ ( ^ b 0  ш  а0) (РЬ0 -  Р ^ )  +

а 0 ( Р Ь 0 —  Р  1<7о)',
ч „ п /  д Р  , д Р л \  (  д Р  „  дРх п  \  д Р  (  д Р  и 

Ах (г, to) =  2 Р  b0 - - ^ - a 0j  Qn  ^  Q01J  ^

+  т ё -  “•) № .  -  ■р А . )  —  ш ( - £ г ' Q"  -т я г  с «‘) ’• -  Р л )  +
+  Q01 (Rbo — R i°o)" 2о0 {РЬ0 — РхС10) (PQu  Р iQoi).

^  <г' »> =  р (4 ё  -  т я г « » ) ' -  1 г  ( - S - -  т ё -  в » )  <р « -  -
— Р 1Q01) ао (PQ11  — Р 1 Q01)- А- 2Q01 {Pb0 Р jOq) (P Q n  P 1 Q01) 1

A 3 (г, to) =  Q01 (P Q n  —  P jQ o i)2, причем P  =  P  (2 , to) =  o0to2 +  a4to +  a2, 

P i  =  P i  (zito) =  y0to2 - f  bxw +  b2, Q01 =  Q01 (2 , to) =  a3w 2 - f  a4to +  a 5, Qu  =  

=  Q u  (2 , to) =  b3w2 - f  b4to +  b-a.
М ожно доказать, что уравнение (2) в случае Л о =^=0 представимо 

в виде:
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(a0w  -J~ Q01)

+

+ ( Р Ь 0 - Р 1а0У

p ¥ " f ' T  f  9 - - J 4 . I + 1 A )

w ' * +

w ,2 +

+  ( P Q 11 ~  P iQoi)‘J — 0, (3)
т. e. распадается на два уравнения

a o w ' 2 +  Qoi —  0 .  (4), B . w ^  +  B ^ w ' 2 +  B i  =  0 , (5 )

где В  о, В 2, В4 определены в (3).
Изучим каж дое из уравнений отдельно.

1. Рассмотрим уравнение (4): тогда, если:
а) а3 =  0, а 4 =  а5 =  0, то

w ' 2 =  0, т. е. w =  const; (61)
б) а3 =  0, а4 =  0, а5 Ф  0, то

w ' 2 = ----- — , т. е. w =  е [  Л[ ■— —  dz  +  Сх, е =  ztz 1; (61 ■)
а 0  J  ’  а 0

в) а3 =  0, а 4 Ф  0, аь Ф  0, то

• § — 5 ) ( * + - 2 ) *  <6" ‘>
необходимо, чтобы —  =  const, тогда

a i

г) а3 =  аь =  0, ф  0, то

a0w ' 2 +  aga  =  0, (6 IV)

ау= - т (  j  V  —  l i d z + C i

д) а3 Ф  0. Уравнение (4) запишем в виде

/2
w  = W 2 +  W  +

аз  «з

В силу [2] —  =  const, —  =  const, отсюда
°з  аз

1 1 , !
i v - % -

I
V  “ 3  4 q I  J

1

(?)

=  -  Й Г ’ <8 >

Ci =  const,  т. е. в реш ении нет подвиж ны х критических точек (п. к. т.)
е) а3ф 0 .  У равнение (4) мож но зап и сать  в виде

{w' - \ -aw- \-b)  — с, с Ф 0. (9)
О бозначив  w ' - \ - a w - \ - b = X ( z ) , Х ф 0,

т'- \ -а ш- \ -^  — сХ~у. (10)
И з  системы (10) запи ш ем :

X 2 —  X  ( Ь  —  6 ) — с  , . . .  ,  а . Х 2  +  ( В а  —  a  b )  X  —  а с  ,  1 0 .

=  ( Ь щ   ( “ ) ’  • <12>
И з (11) и (12) имеем уравнение Абеля относительно X (г) [3]

( Р  +  С) А  =  Ц М 2 +  N X  +  P) .  (13)

Чтобы решение уравнения (13) не содержало п. к. т. необходимо, 

ч то б ы N = 0 , P — С М = 0 ,  г д е М =  ------ а > У  =  ( ^ Z ^ ) (а — а ) + ^ а —

—  af>, Р  =  ( — ( а — а) +  ас. Тогда -Z- =  Съ  а =  — а  =  е j / ~ а з _

а0
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b =  —  p =  — e  / 4
2 V — a0a3

С учетом (14) из (13)

с =—   4а3С2
". Я;2 _ — 4я3 (са0 +  о3).

= с ,  с„ с, ■ const

(14)

(15)

И з вы ш еизлож енного  следует
Теорема 1. Е сли  выполнено одно из условий (61) — (6IV), (8), (14), то 

уравнение (4) не содерж и т  п. к. т. и интегрируется в квадратурах .
2. Рассмотрим уравнение (5), здесь

В 0 =
я А

2 <х 0Ьо « А

й2&2 я А аф 2
=  В 0 ( г ) ф  0.

Продифференцировав уравнение (5), в силу его решений имеем:

Во. \ 
в„ I

w  =  ■
дг ш,3 +

дВ,
dw

В„ дВг , „
Вп dw ) т + В ° '

В0 ) , В4 дВ2
dz w В„ ' dw

2 (B2w '2 +  2В4)

Необходимыми условиями в случае В 2Ф  0 являются:

Ч  a f A ' )I В и \ В I R / я в  В я в  \
=  о,в„

dz о,
в4 д\, Во / 0 64 1( дВ4 В2 дВ2

<эг и’ в2 1\ dw Во dw
Bj
Во

дВ,
dw

Это означает, либо

В4 =  0 (16 ') ,  либо =  а. =  Р; а, р =  const.

(16)

=  0.

(16")

Изучим соотношение коэффициентов для каждого случая уравне
ния (5).

а) В 2ф 0, В 4 =  0, тогда

В 0да'4 + B 2w ' 2 = 0 . (17)

Уравнение (17) распадается на два уравнения: да' = 0  и а /  = — В 2/ В 0\ 
первое уравнение в решении не содержит п. к. т.; второе уравнение 
перепишем в виде

1 „
w  =  б -  2  ,а ф 4

— 2
Яо&о
й262

Во 
а ф 2

а ф 3
аф.г

а3Ь3

а<А

я А
to4

f l 4 f t 4
да°

+

+ 2

аоРо
а ф 1

я А
я.А

я060
а4&4

да2 Н

О
-С)в<3 я А

аф 2 Я5^5
да +

Я0&0
&ф2

аф -i 
аф 2 

я А  
оф2 

афг 
а ф 2

+ 2

Я<А 
а ф 4 

а0Ь0
афо

а0Ь0
Я 5&5 

Я46 4

я А

+
Я0&0

я А
я 0Ь0

Я5&5

я А

Clvbz

аф ъ

аф 2

аф 3 +

(18)

Д л я  того чтобы уравнени е  (18) не со держ ало  п. к. т., необходимо, 
чтобы оно было представимо в одном из следую щ их видов [2]:

да'2 =  А  (г) (да — а 4)2 (да — а 2) (да — а 3), 

да'2 =  Л (г) (да — а 4) (да — а 2) (да — а 3) (да — а 4), 

да' =  В (г) (да — а 4) (да — а 2), 
причем выполнены условия:

(19)

(20) 
(21)
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аФп
0 ,

СО 
|

О* со

аФ»
+

афь
афь аф 3
аф 2

+
афь

афз афь
аф2

+
афь

афь аф ь
аф 2

аФъ
=  0

=  0

аф0
аф-о

=  0 (22)

=  0

б) В -2 =h 0 , В г =  а В 0> В 4 =  р в 0, тогда уравнение (5) запишется в виде:

w '1 +  a w ' 2 +  р =  0. (23)

Из (23) находим w  =  е j  ”  ~  ~ dz  +  С 4, Ci — const.

З а м е ч а н и е .  В случае В 2 ф  0, В 4 =  0 В.2 не может быть функцией 
только от z.

в) В 2 =  0, В 4 # 0 ,  тогда да'4 = — В 4/В 0> где В 4 =  (PQ n  — P 4Q01)2 — 
многочлен восьмой степени относительно w.  Можно записать

(24)

П р и р а в н и в а я  п р авы е  части уравнени я  (24) и поочередно (19) — (2 1 ), 
получим соответственно системы д ля  определения  а;.

о  I а °^°—  2 а х —  а 2 —  сс3 =
\ ai° i

а \  +  2 а 4 ( а 2 +  а 3) +  а 2а 3 =

—  а 4 ( а 4а 2 +  а 4а 3 +  2 а 2а 3) =

« А
аф 3
а2Ь2

аф 3

Ctobo

аФ>1

I1.

+
а А
& Ф  ь

аф  1

а А

а ф 0
а ф 5

р,

(25)
Р.

a f a 2a3 =
а2Ь2

а А
Р, где р  =

I

а0Ь0
аф3

А
У - В 0

  ( ° 1  +  ° 2  +  И3 +  °4) —
а0Ь о 
а 4&4

+

а4а2 +  (а3 +  а4) (а4 +  а2) +  сс3а4 =

[а 4а 2 (а 3 +  а 4) +  а 3а 4 (а 4 +  а 2)] =  

йф  2

аф 1

афз
Cloh-2

аФг 
аф 2

Р.

+

аф±

аф  1 

а46 4 

аФг
афь

+
аФо

афо

Р.

Р.
(2 6 )

а 4а 2а 3а 4 =
аФд

•р.
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ct, =  •—
1 а0Ь0 аф 1 \
( а А +

афз ) Б

а 1а 2 = У аф2

афъ

аф 2 аф 1 аф 0 1 /
йф 2 + «А +

афъ 4 (
афо
аф^ +

а А

аФг
(х + 2 е

У

аф  2 

а.А

(27)

аф2 

аф ,

афх ( аФо « А \  l / ctiybo,
+ аф ъ « А

+ афъ афь ■М-
i ui ui

Здесь В  — е У  А  .
У равн ения  (19) — (21) исследовались Брн о  и Буке, их реш ения не со

д е р ж а т  п. к. т. [3].
З а м е ч а н и е .  В случае В 2 =  О, Д 4 =  О уравнение (5) примет вид 

ш '4 = 0 , т. е. не содержит п. к. т.
И так , получаем следую щ ую  теорему.

Теорема 2. П усть  выполнено одно из условий (25) — (27), (16) и (22), 
(16") .  Тогда уравнени е  (5) не имеет п. к. т.
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К аф едра диф ф еренциальны х уравн ен ий

У Д К  519.1

М. М. К О В А Л Е В , Н. Н. П И С А Р У К  

Н Е З А В И С И М Ы Е  ПОТОКИ И П О Л И М А Т Р О И Д Ы

М етод построения м атроидов, индуцированных путям и в графах, я в л я 
ется центральны м  д л я  проблем  теории тран сверсалей  (см. [1]). В н а с т о я 
щей зам етке  этот метод об общ ается  на полим атроиды  и прим еняется  д ля  
реш ения зад ач и  Ф у д ж и ш эж  [2] о м аксим альн ы х  независим ы х потоках. 
Отсутствующ ие здесь определения из теории полим атроидов  можно н ай 
ти в [3].

П усть Vi,  V2^ V — м н ож ества  источников и стоков о р гр аф а  G =  
=  (V,  Е ) .  Н езависим ы м  потоком н азы вается  вектор x e Z £ , удовлетво
ряю щ ий ограничениям

0 < * < d ,  (1), x ( E t ) - x ( E ~ ) = 0 ,  / е У М И и У г ) .  (2) 
0 < м ( 5 ) < 7 ? 1 (5 ) ,  S e e 2 \  (3), 0 < у ( 5 ) < Д 2 (5 ) ,  S e 2 l4  (4)

где d — вектор пропускных способностй, Ui =  x { E t ) — х ( Е Т ) ,  =  
=  х { Е Д ) — x ( E f ) ,  R k — субмодулярные неубывающие неотрицательные 
функции на 2 V*, символ 2У означает семейство всех подмножеств мно
ж ества  V. Известно, что ограничения  (3) и (4) з а д а ю т  полиматроиды , 
обозначаем  их соответственно Р i и Р 2. П р едп олагаем , что функции R k 
принимаю т целы е значения  и термин полим атроид  употребляем  та к ж е  
д ля  обозначения  множ ества, образован ного  пересечением Ри и решеткой 
целочисленных векторов.

1. Индуцированные полиматроиды. Д ополним  орграф  источником s, 
стоком t и множ еством  дуг  (s, i ) ,  f e W ,  (/, t ) ,  ) ' e l / 2. Н овы й орграф  обо
значим G*. П ропускны е способности новых дуг равны  оо, а стары х не
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изменяю тся. З а д а ч а  о м аксим альн ом  независимом потоке свелась  к  з а 
даче  о м акси м альн ом  потоке в ор гр аф е  G* при дополнительном  условии: 
« e P j ,  о е Р 2. Теперь и, v — дуговы е потоки по новым дугам. П оток 
(и,  х, v)  в ор гр аф е  G* назовем  /-независимы м, если Обозначим че
рез Qi  множ ество  таки х  векторов z ^ Z v \  что сущ ествует  /-независимый 
поток (и, X, и) со свойством u = z .

Теорем а 1.1. Q i — полиматроид.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть у ° ^ у  и y ^ Q i .  П о каж ем , что y ° e Q i .  

П усть  (и,  х,  v ) такой  /-независимы й поток в G*, что и =  у.  Пусть у е> у ° е, 
где е =  (s, / ) ,  г е  1Д. И з  соотношений б ал ан са  д л я  верш ины  г вы текает  су
щ ествование дуги e i = ( i ,  ii) со свойством хе1 > 0 .  П р о д о л ж а я  этот п ро
цесс, достигнем верш ины  / и построим некоторый путь L.  Уменьшим по
ток л; вдоль пути L  на величину ei =  m in  { ( у е— у°е ),  m inxy}. Новый поток

/€=£
(и1, х 1, V1) я в л яется  т а к ж е  ^-независимым, т а к  к а к  по определению поли- 
м атрои да  v ^ P 2. К ром е  того, у ° ^ и 1<Су- А налогичны м образом  ум ень
ш аем  поток и1. В конце концов получим /-независимы й поток (й, х,  v)  со 
свойством у° =  й,  а это означает , что y/°eQi.

П усть у,  y 0e Q b у  (Vi )  =  г/°(1Д) + 1 и пусть ф =  (и,  х,  v ) , ф°=  (и0, х°, и0) —
/-независим ы е потоки в G*, со свойствами и —у  и и°= у°. П усть 0 * -гр аф
остаточных пропускны х способностей [4]. Тогда Дф =  ф@ ф° поток в G*.
П о теореме о р а зл о ж е н и и  Д ф =  ^ ф с +  фь, где фС, фх, — элем ентарны е

с L
потоки вдоль соответственного ц и кла  С и простого пути L  из s в /. В силу 
того, что Рг-полим атроид  существует  индекс у, что > V j  и 
6 j — у-й единичный орт. Р ассм отри м  два  случая. В первом в р азлож ен и и  
Дф сущ ествует эл ем ен тар н ы й  поток вдоль пути L ' из s в /, который о к а н 
чивается  дугой (у, / ) .  П усть ф/==ф° ®  ф ь '(1) ,  где фх/(1) — элем ентарны й 
единичный поток вдоль пути L ' . Ясно, что ф '=  (и' ,  х ' , v ' ) — /-независимый 
поток в G* и и ' ^ и 0, u ( V i) = u ' ( V i ) .  П оэтом у  у ' = и ' ,  и z / 'e Q i ,  это и д о к а 
зы вает, что Qi  —  полим атроид . Во втором случае  в р азл о ж ен и и  Дф нет 
пути L  из s в /, со дер ж ащ его  дугу  (у, / ) .  Снова рассмотрим два  случая:
а) в р азл о ж ен и и  Дф сущ ествует  цикл  С',  с о д ер ж ащ и й  дугу  (у, /) и п р о 
ходящ ий через s; б) такого  ц и кла  не существует. В случае  а) пусть L '  
есть часть  ц и кла  С', в ед у щ ая  из s в /. Д а л ь ш е  доказател ьство  такое  же, 
к а к  и в случае  1. В случае  б) д л я  произвольного ц и кла  С',  входящ его 
в р азл о ж ен и е  Дф и со дер ж ащ его  дугу  (у, / ) ,  п олож им  ф ^ ф О Ф ф ^  ( 1 ). 
Ясно, что ф '=  (и' ,  х' ,  и ' ) — /-независимы й поток и и'  =  и°. Теперь, р а с с м ат 
р и вая  вместо потока ф° поток ф', повторим все рассу ж д ен и я  снова. П р о 
д о л ж а я  таким  о б р азо м , мы придем к случаю  1 или подслучаю  а) с л у 
ч ая  2. Тем сам ы м  теорем а полностью д оказан а .

Следст вие 1.1. Р а н г о в а я  ф ункц ия  R q1 поли м атрои да  Q i в точке A g ’/ i  
р ав н а  м а к си м ал ьн о м у  /-независи м ом у потоку в о р гр аф е  G* с пропускны 
ми способностями: де =  оо д л я  е из s X A  и из V2X t ]  de= 0 д ля  e ^ s X  
X (Vi  \ Л ) ;  d e ^ d e д л я  е е £ .

Следствие 1.2. З а д а ч а  о м аксим альн ом  независим ом  потоке э к в и в а 
л ентна  зад ач е

шах у  (1Д). (5)

З а д а ч а  (5) известна к а к  з а д а ч а  о м акси м альн ом  полиматроидном пе
ресечении, д л я  реш ен ия последней существую т алгоритм ы  с полиноми
альн ы м  числом о бращ ен и й  к о р аку л ам , п роверяю щ им  принадлеж ность  
вектора  у  соответственно поли м атрои дам  А  и Q ь П о л и м атр о и д  Q { явно 
не задан . У каж ем , к а к  проверять  принадлеж ность :  г/ e Q j .  Определим 
множ ество  Q2(y) — { z ^ Z Vjl  : существует  поток (и,  х, и)  в G*, что v =  z  
и и ^ у ) .

Теорем а 1.2. Q2( y ) — полиматроид.
Следствие 1.3. В ектор  z ^ Q 2(y)  тогда и только  тогда, когда величина
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м ак си м альн ого  потока в о р гр аф е  G* со следую щ ими пропускными спо
собностями: у  д л я  дуг из s X H i ,  d  д л я  дуг  из Е\  z  д л я  дуг  из V2X t  равна  
z ( V 2).

Следст вие 1.4. Вектор t / e Q i  тогда  и только тогда, когда y ( V i )  =  
—m a x  { z ( V 2) : zeEQ2(y)[) P 2}.

З а м е ч а н и е  1. И з  теорем ы  1.2 вы текает  алгоритм реш ения з а д а 
чи о м акси м альн ом  независимом потоке с помощью ее сведения к поли- 
матрои дн ом у пересечению.

З а м е ч а н и е  2. Теоремы 1.1, 1.2 справедли вы  и в том случае, когда 
вместо кольц а  целых чисел Z  взять  поле R  — действительных чисел.

2. С ущ ествование независим ы х потоков. В [5] получен следую щ ий кри
терий непустоты полиматроидного  пересечения с задан ной  гиперплос
костью.

Т еорем а  2.1. П усть N — {1,  2, . . . ,  п}  и пусть Pi  и Р 2 — д в а  полимат- 
роида в Р Х  с ранговы м и ф ункциям и R i  и R 2 соответственно. Тогда 
Р ( а )  ■= {х е  Pi  П Pi ' . x ( N)  =  а} ф  0 ,  если и только если /?i(/4) +  
+ / ? 2 ( Л / \ Л ) ^ а  д л я  всех A ^ N .

Д о к а ж е м  аналогичную  теорем у д л я  независимых потоков. Пусть 
5 ,  Т е  V. П а р а  (S, Т) н а зы вается  (S, Г ) -р азр езо м  м нож ества V,  если 
5  U T = V , S [ ]  Т = 0 .

Т еорем а 2.2. Н езависим ы й поток величины а  сущ ествует в ор гр аф е  G 
тогда  и только  тогда, когда Ri  (Vi  f) Т)  + d ( £  f] ( 5 Х  T ) ) + R 2{V2 f] 5 )  ^ s a  
д л я  всех (S, Г )-разрезов .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу теорем ы  2.1 и следствий 1.1, 1.2 н еза 
висимый поток величины а  существует  тогда  и только тогда, когда 
# i  {А)  +  R q, ( 1 Д \ Л )  > а  для  любых Л cz  V v  Неравенство R Ql (ВХ\ Л )  >  а — 
— R i  (Л) в силу теоремы 1.2 и следствия 1.4 справедливо тогда и только 
тогда, когда для  любых B c e V2 имеет место неравенство

R 2 (B)  +  R QA d ) ( V 2\ B ) > a ~ R 1 (A).  (6 )
Пропускные способности d* дуг  графа G* определим правилом d* =  О 

для  e ^ B X t  и d* =  сГг для  остальных дуг. Из следствия 1.3 вытекает, 
что RQ2(d) (V2\ B )  =  m ind* (Е * П (S*  х  Т*) ,  где минимум берется по всем 
разрезам (S*,  Т*)  орграфа G*,  но для минимального разреза (S°,  Т°)

d* (Е* П(5°ХР))  = d * ( E  n(S°X7’° ) )+ d * ( s X i4 )+ d * ( f iX 0  =
d ( E  П(S 0X T 0) ) ,  (7)

т. e. неравенство  (6 ) эквивалентно  следую щ ем у неравенству:

R , ( B )  + d (E П (S»X P ) ) ^ a - R i  ( I ) . (8 )
д л я  любых A ^ V i ,  B ^ V 2. Т а к  к а к  неравенство (8 ) справедли во  д л я  м и
нимального р а зр е за ,  оно тем более верно д л я  любого (S,  Т ) - р азр еза ,  о б 
ладаю щ его  свойством Hi П Т<=А, V2 f ) Sc=B.  У м ен ьш ая число незави си
мых п арам етров  в (8 ) по п р ави лу  В  =  V2 f| S, А  =  Vi  f] Т,  получаем  у твер 
ж дение  теоремы.
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У Д К  5 1 7 .9 4 2 : 5 3 1 .4 4

Г. А .  Г Л А Д К О В А ,  В. И. М А Т А Т О В ,  К. А. С О Л О Н С К А Я

О НАГ РУ Ж Е Н Н О С Т И  Ф Р И К Ц И О Н Н О Й  МУФТЫ  
ПРИ К В А Д Р А Т И Ч Н О М  ЗА К О Н Е  ВК Л Ю Ч Е Н И Я

Будем  р ассм атр и в ать  переходные процессы однозвенной д ву х м ассо 
вой динамической  системы с приводным асинхронным электродвигателем  
переменного тока, имею щ им ж есткую  характери сти ку  (угловая  скорость 
ведущ его ди ска  <% =  const)  [1 , 2 ].

Н а  основании принципа Д а л а м б е р а  [3] имеем систему д и ф ф ерен ц и 
альны х уравнений, описы ваю щ ую  эти процессы:

j  ЛяФ м =  М м ( t ,  а )  ск ( ф м Ф с)> ^  ^

I ^ с ф с  =  (ф м  Фс) '  М а, 
где I.и, / с — моменты инерции ведомого диска  м уф ты  и разгоняем ой  м а с 
сы; фы, фс — углы  поворота масс с м оментами инерции соответственно 
/ м и / с; ск — при веденн ая  кр ути льн ая  ж есткость; М с — момент сопротив
ления; M M{t, а)  — момент трения м уфты (т. е. активны й крутящ ий мо
мент, п ередаю щ ийся  на систему при помощ и фрикционной м уф ты ). И зу 
чаем ы й процесс рассм атр и в ается  на двух временны х п ром еж утках  Д  =  
=  [0; 1] и / 2= [  1; т], т > 1 .  Н а  h  удельн ое  д авл ен и е  во зрастает , буксование 
м еж д у  ди скам и  м уф ты  имеет место. П ри  удельное д авлен ие  п о 
стоянно, но буксование продолж ается .  В момент времени т буксование 
закан чи вается ,  и диски м уфты (ведущ ий и ведомый) вр ащ аю тся  к а к  одно 
целое.

В настоящ ей  статье  находится  тот закон  вклю чения  муфты (из к л а с 
са квад р ати чн ы х  полином ов),  при котором рабо та  буксования за  одно 
вклю чение наи м ен ьш ая ,  а т а к ж е  определяю тся  динам ические нагрузки , 
которые испы ты ваю т при этом элем енты  муфты. Эти нагрузки  х а р а к т е 
ризую тся  моментом упругих сил.

В новых переменны х фы =  ф1 , ф с =  фг, фм=фз, Фс=ф4 и с учетом того, что 
M M(t, a) = a t 2-j- ( М — a) t, ( 1 ) запи ш ется  в виде

Фх =  Фз,

ф2 =  ф4’ _  (2 )
Фз =  W 2 +  ( М  —  a) t — ck ( ф х —  ф 2)  ] / / м,

ф4 =  (Фх — Ф2) — /Ис] / / с, 
где — М ^ а ^ М ,  M =  const  (постоянный момент трения полностью в кл ю 
ченной муфты, т. е. когда 1 ^ / ^ т ) .  Система (2) реш ается  при нулевы х
н ачальны х  услови ях  (ведомый диск м уфты и р а зго н я е м а я  масса в н а 
чальны й момент покоятся)  фЦО) = ф 2 (0) = ф 3 (0) = ф 4 (0) = 0 .  Качество пе
реходного процесса  будем оценивать [ 1 , 2 ] работой  буксования за  одно 
вклю чение

1 т(а) ^
L  =  L 1 +  L 2 = § M VL(t ,a)[(og— y 1 ( t , a ) ] d t + \  М  [a>g — фх (t, a)] dt,  (3)

о  i

где т ( а )  (момент окончания  буксования) у довлетворяет  трансцендент

ному уравнени ю  со»—ф1 (т, а) =  0. М омент упругих сил вычисляется  по 
ф орм улам :

ск [Фх (t, a * ) — y 2 (t, a * ) ] = c ky ( t ,  a*),  t <= I u
M J t ,  a *) =  .

I ск [фх (t, a*)  —  ф2 (t, a * ) ] = c K<p(t, a*), t ( B  l 2
где a* — зн ачение  п а р а м е т р а  а, при котором L ( a )  принимает  наи мен ь

ш ее значение  на отрезке  [0 ;  т], фх, ф2 — компоненты реш ения системы (2 ) 
на п р о м еж у тке  [1; т]. М акси м ал ьн ы й  момент упругих сил определяется

44



путем н ах о ж ден и я  наибольш его значения  функции M g (t, а*)  на отрезке  
[0 ; т].

И з  (2) с учетом нулевых начальны х условий получим [4]:
<р (t, а)  = ф 1 (t, а ) —  фг(^ а ) =  A (a)  sin  [ B / + a ( a ) ] - f - C ( a )  tz-\-D  (а) t + E  ( а ) , (4)
где А  (а)  =

S 2 =  gk/ ( 1 / /m + 1 / / c ) ,  t g  а  (а) =  В / М( 2 а / ( В Ч М) - М С/1С) /  ( а - М ) , (5)
С (а)  =  а / ( В Ч ы), D (а) =  (.М - а ) / ( В Ч м),  Е ( а )  =  [Мс/1с- 2 а / ( В Ч Ы)]/В2. 

И сп о л ьзу я  (4) и третье уравнение  системы (2), имеем

cpi {t, а) =  ф3 (t, а) a CtsC

Ar
+  [cos (B t

t3 -

a)

M  — a — cKD

■ cos a]

t2 — cKE t  -f-

(6)

П о д ст а в л я я  в ы р аж ен и я  М ы (t, a) = a t 2- j~(M— a ) t  и ф ^ ,  a) на основа
нии (6 ) в ф орм улу  (3), после интегрирования  от 0  до 1 рабо та  б уксова
ния на первом отрезке

Li (а)

 тгМО

(М  —

м

f a 2
_ L  _L \ c (3 )  /м 1 72 +  2 К  \ ' i - £>+ - r E |  —

A c k K  ( а )  \

7 ’ (7)

„  , ч i f  MB2 — 2a . , п 
где К  (а) =  - да-  б Sin (ВВ3 

В3

а) +  (Л4 +  a) cos (В +  а) +  2а sin а  — 

cosaf ;  С, D, Е,  А,  а  выражаются через аМ [ \ +  2
по формулам (5).

Н а  отрезке  [1; т] из (2) при н ачальн ы х  условиях (1) =  (1 ) ,  k  =
=  1, 4 (т. е. условиях «склеивания  решений» при t =  1 и V a e [ - M ;  М])

ф(£, а)  = Ф 1 ^ ,  а ) —  ф2(С a) =  A i ( a )  s in  [Bt+ciy  ( a ) ] + B / B 2, (8 )

где Hi (a) =  у  (В 2Ф ( а ) —B ) 2/B 2+ Q 2 (a) /В,
tg  [ B + a i ( a ) ] =  (В 2Ф (a) —В ) / (BQ ( a ) ), В =  М / /Ы+ М С/ / С, (9)

Ф ( а ) = ф ( 1 , а ) ,  И ( а ) = ф ( 1 , а ) .
С истем а (2) на п ром еж утк е  [1; т] с учетом ф орм улы  (8 ) д ает

4>i (t, а) =  ф3 (t, а) =  - j  

с к А 1

+ cos (Bt  +  a x)

м - щ
cos (В +  a x)

( t -  1 ) +

|  “Ь Фз ( 11 а) > (10)

где ф3 (1, а)  = ф ! (1, а) берется  из равенства  (6 ). И з  ф орм улы  (3) с исполь
зованием в ы р аж ен и я  ( 1 0 ) рабо та  трения  м уфты на отрезке  [ 1 ; т]

В2 (а) = М

М-  c,iFв 2

—  Фз(1> а) —
( т  —  I )2 , СКА Х

скА±

В2

в т

(sin (Вт

cos (В +  a x) j  (т — 1) — 

а х) —  sin (В +  %)) - ( П )

где A i, a i ,  В вы числяю тся по ф орм улам  (9 ) ,  т удовлетворяет  тран сц ен 

дентному уравнению со М  СкР
в 2

7 — 1) + - ^ 7  [cos (В т- f a J  —

— c o s (B  +  a 1) ] j  — ф3 (1, а) =  0. Это уравнение при каждом фиксирован

ном а.€Е [— М \ М ] решается с определенной точностью методом поло
винного деления на отрезке [0 ; 1 0 ].

В ы р а ж е н и я  (7) и (11) п озволяю т определить при каж д о м  а из у к а 
занного п р о м еж у тк а  сум м арную  работу  буксования  L ( a )  = L i ( a ) - \ - L 2(a) 
на всем временном отрезке  [0 ; т].
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П ро гр ам м и р о ван и е  велось на язы ке  Ф ортран  с использованием  сле
дую щ их исходных дан ны х _/м =  0,1 к г с - м - с 2; / с =  0,5 к г с -м -с 2; су =  
=  5 к гс -м /р а д ;  (og =  230 с-1 ; М =  60 к гс -м ; М с =  20 кгс-м .
Р езу л ь таты  расчетов о т р а ж а е т  следу ю щ ая  табли ц а

а U т L* L

— 60 8 5 5 3 ,2 0 4 ,1 1 0 1 5 6 0 1 ,9 8 2 4 1 5 5 ,1 8

0 6622 ,71 4 ,1 5 2 1 6 0 8 7 ,1 6 2 2 7 0 9 ,8 7

60 4 5 1 4 ,6 8 4 ,1 9 8 16510,81 2 1 0 2 5 ,4 9

И з излож енного  получается , что н аи м ен ьш ая  работа  буксования  муфты 
за  одно вклю чение Z.min ~ L | a*=6o =  21025,49, а соответствующ ий м ак си 
м альны й динам ический крутящ ий момент A4gm ax~92 ,144 .
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У Д К  517 .544 .8 .545

Э. И . З В Е Р О В И Ч ,  Г. Г. Ч А Е В С К И И

К О Н Ф О Р М Н Ы Е  О Т О Б Р А Ж Е Н И Я  К РУ Г О В Ы Х  
М Н О Г О У Г О Л Ь Н И К О В  С П Е Ц И А Л Ь Н О Г О  ВИ Д А

1. В плоскости комплексного переменного z  =  x - \- iy  рассмотрим о б 
л асть  D,  полученную вы брасы вани ем  круга  |z|=£7p из прям оугольника 
| R e z | < c o ,  | Im  г | С  со7, где 0 <  р <  m in  {со, со'}. Обозначим D* — 
=  { z e D  | Re z > 0 ,  I m z > - 0 } .  Р а с с м а тр и в ае т с я  з а д а ч а  конформного ото
б р аж е н и я  кругового пятиугольни ка  D* на верхню ю полуплоскость. З а д а 
ется соответствие граничны х точек: F ( co+j'g/) =  оо, F ( i p ) — 0. П ри  такой  
норм ировке  о т о б р а ж а ю щ а я  ф ункция F ( z )  сущ ествует  и определяется  с 
точностью до п олож ительн ого  м нож ителя . П р о д о л ж а я  ее через п р ям о л и 
нейные участки  границ, получаем  двоякопериодическую  функцию с основ
ными п ери одам и  2 м, 2 ко', ф ун дам ен тальн ой  областью  которой явл яется  
область  D,  причем на окруж ности  | / | = р  вы полняется  условие F( t )  =  
=  F ( t ) .  О т о б р а ж а ю щ у ю  функцию будем искать  в виде /•’(z) = Ф ( г )  — 
—P ( z — to— ко ') ,  где Р { и ) — эл ли п ти ческая  ф ункц ия  В ейерш трасса  с 
основными пери одам и  2м, 2 т ';  Ф ( г )  — ан али ти ческая ,  д воякопериоди
ческая, Я -неп реры вн о  п р о д о л ж и м а я  на dD.  У словие F ( t ) = F ( t ) ,  | / | = р  
перепи сы вается  тогда в виде краевой  за д ач и  К а р л е м а н а  д л я  д в о як о п е 
риодических функций:

< $ ( t ) - < $ ( t ) = P ( t - a > - i a ' ) - P ( t - u - i a ' ) .  ( 1 )
Д л я  ф ункции Ф ( г )  справедли во  и н тегральное  представление:

ф М  =  Ш  I  Ф (ТШ Т —  z ) d x  +  C,  ср(/“) +  ф ( / )  =  0, J  ф ( t ) d t = 0 ,  (2)
| Т 1=0 I t  |=р

где £ — д зета -ф у н к ц и я  В ей ерш трасса ,  соответствую щ ая  примитивным пе
риодам  2ш, 2гм/. В оспользовавш ись  ф о р м у лам и  Сохоцкого д л я  и н теграла  
(2 ) , сводим з а д а ч у  ( 1 ) к к в ази ф ред гольм ову  и н тегральном у уравнению :
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М + 2 Н Г  f  9 w [ u * - * ) ( — £ - ) - E ( T - 0I T I — n L ' / -•CPI
I t ] = p

d r  =

— P  (t — со — гсо') — P  (t — со — гсо'). ( 3 )
Л егк о  показать  однозначную разреш им ость  уравнени я  (3). Н е  о ста 

н авл и ваясь  на этом, перейдем к его решению. С этой целью разл о ж и м  
ядро ур авн ен и я  в ряд. Исходим из р азл о ж ен и я  [1]:

£ (z ) = 4  2 ' 2» - i  z2n~ 1' | z | < m i n { 2 co, 2 co'}.
n= 2

, ; ( - £ ) ч г < * - о = - 4
r\&k

Так как  ф (*) +  (/) =  0 , то J  ф .^  0.
I с | =р  *

Функцию ер (?) представим в виде ряда Лорана, учитывая, что q>(t) =  
=  — Ф (0 = Ф ( — *):

7=1 Далее

р  (t _  со _  /со') _  р  (/ _  со _  гсо') =  2  ъш р2« (6)
<2т

где ^2т  - коэффициенты лорановского  р азл о ж ен и я  функции P ( z — со- 
—/со') в точке 2  =  0. П одставив  (4 ) ,  (5), (6 ) в уравнение (3) ,  имеем:

Е / г2"г p2m \ , v ,  v  1 г / ,  P4ft
т т  I p2m p m  ^  2k — 1 2d ( f j  2Ш 1 T2 k + l f2 k - l

n= 1 4 7 A=2 / =  1 | т )= р  V

 ̂ 7 772=1 X
С помощью вычетов считаются интегралы:

2*  , ТЦ  T2.+  l ^ - i J ^  и  ( р 2; х2/ )

,,,, I p(k—j) 02 (ft—/)
- Р 2» ^  ' Р

/ t v _ Д ! М  <ru
I p37 t2j J ^ k ‘

1 t 2"1 р2’П \

[ р 2"1 * 2т  ]•

р2(&— /) t2(k—j)

если 1гсД’<;&, при других значениях  /  ин тегралы  равны  нулю. П одставив  
значения интегралов в (7 ) ,  получим:

“ / t -т Р2т ■ “  * -*

2d  (Р/л I р 2ш р ,п
т — \  '  k= 2  ; = 1

+  2 Й2т Р 2т
/72=1

£2/72 02//2
Приравнивая коэффициенты при одинаковых функциях —ш г , имеем

Р ^
бесконечную систему линейных алгебраических уравнений:

со

фт =  2  2Г = Л  C lf - 1  Р2АФА- т  +  62mp2m, m =  1 , 2 .........  (8 )
k= m -r  1

Теорем а. Система (8 ) вполне регулярн а .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о л н а я  регулярность  системы о знач ает  [3],
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что сущ ествует 0 ( р ) е ] О ,  1[ такое, что сум м а модулей коэффициентов 
каж до й  строки м атри цы  (8 ) не превосходит ( 1 — © ( р ) ), т. е.

2  Р” < 1 “ 0 (Р). т = 1 , 2 ,  . . . .  (9)
k = m -\-1

Введем функцию f  (р) =  — £(р) = 2  2fe — i Р2к~ х- Без ограничения
Р k= 2

общности можно считать, что со<1со'. Оценим левую часть неравенства (9):

“ • - Р Й ' Е ^ Ч р Х ^ в С р ) ,  ( 1 0 )

( о2т 1
р т н - г т ^ (2т) (Р)[- Покажем, что 0 <  0 (р )  <  1 ( гт) . j

при 0  <  р <  со. С этой целью рассмотрим степенной ряд: f  (z) =  —
2

2 Г 4 (р)1— ~  ( z — р)п, сходящийся при | z — р | <  2со — р. Так как
п = 0

0  <  р <  со, то ряд будет сходиться, в частности, при г =  2р, а его общий 
член поэтому должен стремиться к  нулю. Имеем равенство

lim j [2m) (P)._p2m+1 =  о 
(2т) ! Р

О тсю да и из (10) заклю чаем , что

i l r w ^ )(p) =  1- (11)
В оспользовавш ись  д и ф ф ерен ц и альн ы м  уравнением  д л я  функции Р,  м о ж 
но пок азать ,  что все производны е четных порядков  функции £(р) строго 
полож ительны , а все производны е нечетных порядков строго о тр и ц атель
ны при 0<СрСсо. Этот вы вод  и равенство  ( 11) показы ваю т, что 0 (р)>О . 
Д а л е е  £"(р) =  — Р ' ( р) строго у б ы вает  при 0< р < с о  и  £"(со) = — Р'(со) = 0.

lim Р -у- ?"(р) =  Н т  £ ( — Р ' ( р)) =  1,
р-Ч-0 z р-Ч-0 z

поэтому 0  (р) =  jn f^  jp  - (2 ^ у г  Ъ(2т) ( р ) } <  Р Г  (р) <  1 при О <  P <  со.

Т ак и м  об разом , неравенство  О < 0 ( р ) < 1  установлено, и тем сам ы м  пол
н ая  регулярность  системы (8 ) д о к азан а .

Пусть (<pj) — реш ение системы. Тогда о т о б р а ж аю щ а я  ф ункц ия  зап и 
сы вается  в следую щ ем виде:

F ^ = - ^ T  J f > ( ^ - ^ ) U T - 2 ) d T - P ( Z - C D - « D ' )  +
| т | = р / —X

+  c = 2 > w 5  
/ =  1 '

П остоянную  С находим из условия  нормировки F( i p)  = 0 .

P2J Г V 2’' - 1> (z) -  /> (г -  ю -  «V) +  С.

С =  Р  (ip -  со -  i n ' )  -  2  р ^  1^ L TW S(2/_I > (Р).

2 . П ри ведем  пример ещ е одного вида  кругового пятиугольника, кон
ф орм ное  ото бр аж ен и е  которого строится  с помощ ью вы ш еуказанного  ме
тода. Р ассм отри м  п рави льн ы й ш естиугольник с центром в точке z =  0,

радиуса 1, с вершинами в точках ak =  е х р ^ - ( 2 &  +  l ) j ,  (k  =  0, 1, ..., 5). 
Через D  обозначим область, полученную выбрасыванием из внутренности
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данного шестиугольника круга | z [ < p ,  (о <  р <  - Обозначим Я* =

=  jz =  r&v е  D \ 0 <  ф <  Требуется построить функцию F  (z), реали-
О тт

зующую конформное отображение D* на угол 0 <  arg g <  - г - ,  причем

F ^ e x p - g - J  =  оо, F ( p )  =  0. Тогда функция I / F 3 (г) будет отображать D*

на верхню ю полуплоскость. П р о д о л ж а я  функцию F (z)  по принципу си м 
метрии через прямолинейны е участки границы, получим «троякоперио
дическую» функцию F ( z ) ,  имею щ ую  простые полюсы в верш инах шести
угольника, ф ундам ен тальной  областью  которой является  D.  К роме того, 
на окруж ности  | z |  = р  вы полняется  условие: F( I )  = F ( t ) .  О то бр аж аю щ у ю  
функцию  будем искать в виде F ( z )  =  Ф ( z ) +  W ( z ) , где Ф (г )  Я -непре- 
рывно п р о д о л ж и м а  на dD,  a W  (z ) -функция, построенная в работе  [2]. 
Тогда имеем краевое  условие за д ач и  К а р л е м ан а  д ля  «троякопериодиче
ских» функций: Ф ( £ ) — ф (^ )  = W { t ) — W ( t ) .  Э та  за д ач а  с помощ ью инте
грального представления  Ф(г) =  ф (т)£ (т—z) d t + C ,  ф (£ )+ ф (^ )= 0 ,

Ш I т'[“ Р _
(* ф (t) dt =  0 ( £ — функция соответствует периодам +  3 ,

m = P
со' =  со I сводится к интегральному уравнению: 

1
Ф (*)■ 2л/ , ,

г  =р
I  Ф (т) £ (т  —  t) • — —  С (т —  t) d x = W ( t ) — W(t ) .  ( 1 2 )

П р и м ен яя  к его решению тот ж е  метод, что и в пункте 1, получим бес
конечную систему линейных алгебраических  уравнений:

00

Ф'» =  2  С2А-1 Р2*Ф*-т +  d2mp2m, (13)
k = m -\-1

где d 2m — коэффициенты р а зл о ж е н и я  функции W ( z )  в окрестности нуля. 
П о л н ая  регулярность системы (13) д о к азы в ается  абсолю тно аналогично, 
как  и в пункте 1. О т о б р а ж а ю щ а я  ф ункция  через решение системы (ф; ) 
записывается:

оо со

Г Щ  =  2  - ( 2 0 W  W  Г  (г) -  2  Ф/ ^t2/ _ 1)(P) - ^ ( Р > -

П редлож ен н ы й  метод построения ото бр аж аю щ и х  функций применим 
для  весьма специальны х видов круговы х многоугольников, однако он 
имеет то преимущество, что нет необходимости в вычислении акц ессор
ных парам етров .
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М. К. К Р А В Ц О В

К О Ц Е Н К Е  СВЕР ХУ  Р А ДИ УС А  
ТР АНСПО РТН ОГ О М Н О Г О Г Р А Н Н И К А

П о д  радиусом  г ( М )  м ногогранника М,  к а к  обычно, понимаем  радиус 
графа G (М)  многогранника М,  т. е. наименьш ий из эксцентриситетов
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вершин в граф е G ( M )  [1]: г ( М )  = m i n  ш ах  г (а, у ) ,  где г ( х ,  у)  — к р а т ч ай 
ше у

ш ее расстояние по числу ребер м еж д у  верш и нам и  х  и у  г р а ф а  G ( М ) .
В настоящ ей р або те  получена д о ст и ж и м а я  верхн яя  оценка ради уса  

невы рож денного  транспортного  м ногогранника с лю бы м  зад ан н ы м  чис
лом  граней (м аксим альной  разм ер н о сти ) .  П остроен т а к ж е  н евы р о ж ден 
ный транспортны й м ногогранник п о р яд ка  3 X 4  ради уса  4 и у к а за н а  л и 
нейная  функция. Д л я  этого м ногогранника най дена  т а к а я  н ач аль н ая  
(стар то вая )  верш ина, из которой нельзя  перейти к оптим альной  вершине 
с помощ ью  метода потенциалов за  число итераций, не превосходящ ее 4, 
в том случае, если выбор переменной, которая  вводится  в базисное  мно
ж ество , на каж до й  итерации осущ ествляется  согласно следую щ ем у п р а 
вилу  <р: переменной, п о д л еж ащ ей  вклю чению  в базис, соответствует н а и 
б о льш ая  по абсолю тной величине отр и ц ател ьн ая  характери сти ка .

1. Максимальный радиус.  С п р ав ед л и в а  следую щ ая  
Теорема. П усть  2 ^ т ^ п ,  3, — 1. М акси м ал ьн ы й  радиус

в классе  невы рож денн ы х транспортны х многогранников порядка  т Х п  
с ( m - l ) n ^ - k  гран ям и  равен  числу m -\-k —  1 , если 0 ^ k ^ n — 2, и не п р е 
восходит числа т -\-п — 2 , если k = n —  1 .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  С огласно теорем е [2], невы рож денн ы й транс-
т _____

портный многогранник М  (а, Ь) — {х  =  || x i} || mxn I 2  %ц — bj, /  =  1, п,
!= 1

П ____ ____ ___
'2iXij =  ai, i — 1, т, Xi j^>0, i — 1, m, / =  1, п)  порядка т Х п ,  2< m < n , 

i= i
3 , определенный векторами a = ( a lt a2, ... , am) и Ь — (ЬЪ b2, ..., bn)

m  ti
с действительными положительными компонентами ( 2  ai =  2  bj) , имеет

г=l /= i
( m —  1 ) n - \ - k  граней (0  /г) тогда и только тогда, когда выпол
няю тся неравенства:

г) при k —n — 1
т п

Ь2 <  2  <  blt а2 <  2 j bj <  а{, ( 1 )
г = 2 /= 2

ii) при 0 ^ Z k < i t i — m
m

K -k + i <  2  <  bn-k ,  (2 )
£= 2

Hi) при n — m ^ k ^ n ,  — 1 либо (2), либо
П

щ —k j-1 A  2  bj <  ctn—X, (3)
1=2

где c i i^ c i2 ^  • . .  ^ й т ,  . . .  X -bn, ao— bo =  -)-oo, om+i =  b n +1 =  0. Б у 
дем  п редполагать , что при k ^ n —  1 д л я  многогранника  М ( а ,  Ь) вы п о л н я
ю тся условия  (2 ) ,  т а к  к а к  случай, когда д л я  многогранника М \ а ,  Ь) вы 
полняю тся  условия  (3 ) ,  сводится  к первому, если перейти от многогран
н и ка  М ( а ,  Ь) к  м ногограннику  М (b , а ) .

П усть  — 1. Т огда д л я  лю бой верш ины  x=\ \Xi j \ \m X n много
гран н и ка  М ( а ,  Ь) из условий ( 1 ) и (2 ) следую т неравенства  Ai3> 0 , /  =  
— 1, n — k.  П оэтом у  сущ ествует  верш и на z=\ \Zi j \ \m X n ^ M ( a ,  b)  с компо-

т

нентами г1} =  b}, j  =  1 , n, j ^ n  —  k,  z ln- k =  bn- k — 2  at> zin-k =
  i = 2

i  =  2, m, z tj  — 0  д ля  остальных индексов.
Д о к а ж е м ,  что л ю б а я  верш и на а  м ногогранни ка  М ( а ,  Ь) находится  от 

г  на расстояни и  не более, чем m -\-k —  1. С этой целью  д л я  вершины а  
м н огогранника  М ( а ,  Ь )  определим м нож ество  Г ( а )  =  {(/, j ) \ ( i ,  / ) е  
е { 2 , т )  X  { 1 , n — k —  1 }, A j j > 0 }, если 0 ^ k ^ n — 2 и м н ож ества  — R (х)  =  
=  { i \ i eE{2,  т} ,  а / * е { 1 , n — k} ,  х ц . > 0 }, 5 ( a )  = { ( г ,  /)  | (j ,  / ) < е е / ? ( а ) Х
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X {n — k + 1 , гс}, A y > 0 } ,  H ( x ) = { ( i ,  j) I (i, / ) £ = ( { 2, г с т } \ Я ( а ) ) х  
X {rc—&-j-l, «}, A y > 0 } ,  если O ^ . k ^ . n — 1.

С н а ч а л а  п окаж ем , что расстояни е  г  ( а ,  у )  м еж ду  верш и нам и х  и у  
многогранника М ( а ,  Ь) удовлетворяет  неравенству

г ( х , у ) ^ \ Т ( х ) \ * ,  (4)

где вершина у  =  || y l} || mx„ е  М  (а, Ь) имеет вид: у 1} =  Ь}, / =  1 , n — k —  1 ,
tl—k ____

У in—k =  %in—k 2  У п̂—& =  — ît>  ̂=  2, tn , Py =  О V (/, /) EG T* (a),
(s, ()er(jr) <=i

P y  — Ay для  остальных индексов.
Действительно, если Т ( х ) — 0 ,  то г (а ,  р ) = 0 ,  т а к  как  х = у .  Пусть 

(Д, / i ) e r ( A ) # 0 .  О тсю да, учитывая, что в строке с лю бым номером /, 
г =  2, гсг, среди элементов Ау, / =  1, гс— к,  только один м ож ет  о к азать ся  по
лож и тельны м , получаем  Хг1П_й =  0. С ледовательно, найдется  верш ина 
А '& М (а ,  Ъ) с компонентами

f Хц  — Af,/„ если (г, / ) е { ( Д ,  Д), (1, n  — fe)},

х 'ц =  I +  х ‘ч'" если &  / ) е { (Ь  /i)> ( l’i> п —  ̂ )Ь
I Ау для  остальных индексов.

Ясно, что г (а, а ' )  =  1 и Т  ( а ' )  =  Т  ( х ) \ { ( Д ,  ]\)}. Поэтому за | Т  (а) | по
добных п реобразований  мы переходим о т  верш ины а  к вершине у,  и, з н а 
чит, вы полняется  неравенство  (4).

Аналогичным об разом  д оказы ваем , что

г ( у ,  р ) < | З Д [ ,  (5)
где вершина р  =  || р у  || mXn е  М  (а, Ь) имеет вид: рщ - k  =  Ут- k  — 2  Уф

_______________ (s, 0 sS (x )
Ри  =  Ун  +  2  У и, j  =  n —  k + l , n ,  pin-k =  й£ Vt е  R  ( а ) ,  р у  =  О V (г, /)  е

«еЯМ
G S ( а) ,  р ц  =  Уц для  остальных индексов.

П о к а ж е м  теперь, что
г ( р ,  2 ) < | Я ( А )  | .  (6)

В самом деле, если Я ( а ) = 0 ,  то r ( p , z )  =  0, поскольку p —z.  Пусть 
Н ( х ) ф 0 .  Тогда {2, гсг} \  Д (а )= т ^ 0 .  Возьмем  произвольный индекс 
f 'ip{2 ,  т }  \  / ? (а ) .  Н етрудно  убедиться , что п а р а  (Д, ti— k)  образует  с не
которыми п арам и  из м н ож ества  {(г, / ) | i e { l ,  гсг} \ R ( a ) ,  j<={ti— k, гс}, 
Р у > 0} цикл: (Д, n — k ) ,  (1, гс—/г), (1, Д ) ,  (i2, Д ) ,  (Д, /г), . . . .  (С, Д), 
(Д, / в). П остроим верш ину р '& М  (а, Ь),  компоненты которой определяю т
ся следую щ им  образом:

' р у  — б, если (г, / ) е { ( 1 ,  « — 6 ), (Д, Д), (Д, / 2), ..., (Д, / s_ i ) ,  (Д, Д)}, 

Р у  +  6 , если (г, / ) е { ( Д ,  гс— ft), (1, Д), (Д, Д), ... . (Д, Д)}, 
р у  д ля  остальных индексов, 

где 6  =  m in(A i„_b  Ay/,, А у/„  ..., A y s_ p  Агу). Понятно, что г ( р ,  р ' )  =  1 
и Р-1П_ А >  0, причем |Я  (р ')  | =  |Я  ( а )  | — 1. Поэтому, повторяя рассужде
ния, приведенные выше, заключаем, что неравенство (6 ) верно.

Рц =

+
+

И з  неравенств (4) — (6 ) следует, что г ( a ,  z ) | Т  ( а )  | + S (  х)  
Т  (а )

+
+Я  ( а )  | .  Отсюда, п р и н и м ая  во внимание очевидное равенство 

S  ( х ) | + 1Я  ( а )  I =  m -\-k — 1 , находим, что г ( a ,  z ) sSL m -\-k —  1 .
Д л я  заверш ен и я  д о к а за т ел ь с т в а  этой теорем ы  достаточно показать , 

что ради ус  невы рож денного  транспортного  многогранника М  (а;г, bh) по
р я д к а  гсгХп, 2 ^ г с г ^ г с ,  гсГ^З с (гсг— \ ) n - \ - k  гран ям и  ( О ^ й ^ г с —2), опре
деленного векторам и

ah= ( { n — k —  1 ) ((гсг— 1 )гс+ 1  ) + k + 1 , гс, гс, . . . ,  гс),
m— 1

* Н апом ним , что через |Г |  обозн ач ается  число элем ентов конечного м н ож ества Т.
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b h =  ( ( m —  l ) n + l , . . . ,  ( m —  l ) n + l ,  1 , 1 ............ 1 ),
k

не меньш е числа m -\-k — 1. Д ействительно , в силу делочисленности мно
гогранника M ( a h, bh) и в связи  с тем, что b j =  1, / = п —А + 1 ,  п, заклю чаем , 
что всякий / -й столбец  (п —& + 1 г с ; / ^ п )  лю бой м атрицы  я, п р ед ставл яю 
щей верш ину м ногогранника М ( а к, bk) ,  содерж и т  только одну п о л о ж и 
тельную  компоненту и она, к а к  нетрудно видеть, м ож ет  находиться  на 
лю бом  месте. Отсюда, учитывая, что д л я  каж до го  г, 2^л= £Д н , в позициях 
(i, 1 ), (i, 2) ,  , (г, n —-fe) м ож ет  находиться  только одна полож и тельн ая
компонента верш ины х,  причем на любом месте, получаем, что д л я  в с я 
кой вершины х  м ногогранника М  (аи, bk)  существует  т а к а я  вершина 
y(x)<=M(ctk,  bh),  число общ их полож ительн ы х компонент которых равно 
n — k. С ледовательно, r ( M  (аи, bk))  = g :m + £ — 1. Т еорем а д оказан а .

В оспользовавш ись  теоремой 3 [3], мож но получить следую щ ие резу л ь 
таты : 1 ) м акси м альн ы й  ради ус  транспортного м ногогранника порядка  
т Х п ,  m i n (т., п ) ^ 3, m a x (m ,  п ) ^ 4 ,  равен  числу т -\-п — 1; 2) у в с я 
кого невы рож денного  транспортного  многогранника п оряд ка  т Х п ,  
m in  (т , п)  ^  3, m a x  ( т , п)  ^  5, имеется  по меньш ей мере
( тп  —  2т —  2п  +  2 \ „ л „
I f _j_  ̂ ) (тп  — т  —  п  — t) - граней, где 0  £ < 1  пш — 2т  —
— 2п  +  1 , радиус каж дой из которых совпадает с радиусом самого много
гранника.

И з последнего у тв ер ж ден и я  на основании следствия  7.5 гл. VI [4] сл е 
дует, что при взаим но  простых т и п  ради ус  всякой грани  транспортного 
м ногогранника п о р яд к а  т Х п ,  m i n (т,  п ) ^ 3, т а х ( т ,  п ) ^ 5 ,  с м ак си 
м альны м  числом верш ин совп адает  с радиусом  самого многогранника 
и равен  числу т -\-п — 1 .

2. К оценке сложности метода потенциалов. Число итераций, необхо
д им ы х д л я  реш ения транспортной зад ач и  линейного програм м ировани я  
методом потенциалов [5], существенно зависи т  от вы бора к а к  стартовой 
(начальной) вершины, т а к  и переменной, которая  вводится  в базисное 
множество. Удачный их выбор м ож ет  значительно сократить количество 
итераций и тем сам ы м  ускорить  решение задачи .

В больш инстве случаев  выбор переменной, которая  вводится  в б ази с
ное множество, осущ ествляется  согласно п рави лу  ср (см., например, 
[6 , 7]). В связи  с этим возни кает  вопрос: верно ли, что количество и т е р а 
ций метода потенциалов  н ах о ж ден и я  миним ум а линейной функции

т п
F (х) =  2 /  2 "  са х а  на классе невырожденных транспортных многогран-

i= 1 / = 1
ников п оряд ка  т Х п ,  2 ^ т ^ п ,  3, с (т — 1 )n - \-k  граням и  ( 1 ^ й ^
г ^ п — 1 ) не превосходит м аксим альн ого  ради уса  р ассм атри ваем ы х  м но
гогранников, если в качестве  начальной  (стартовой) вершины взять вер 
ш ину z,  построенную при д о к азател ьств е  теоремы, а выбор переменной, 
к о то р ая  вводится  в базисное  множество, на к аж д о й  итерации осущ ест
в л ять  по п рави лу  ср? О трицательны й ответ на этот  вопрос д л я  т  — 3, п  =  4, 
k  =  2 д ае т  следую щ ий

Пример 1. Н ай ти  минимум функции Fi ( x )  = 7 хц -\-7 хц -\-7 хы -\-7 хц -\-  
+ 6 х 21+7.К22+5х2з+2х24+4*з1+7*з2-|-Зл:зз-1-Хз4 на транспортном  м ногогран
нике M ( a l , Ь1) п о р яд к а  3 X 4 ,  определенного векторам и  <24= (26, 4, 4) 
и 6 * =  (18, 10, 5, 1).

Л егко  видеть, что м ногогранни к М  (а1, Ь1) явл яется  невырож денным, 
а число его граней равно  10. Непосредственной проверкой убеж даем ся ,  
что ради ус  м н огогранни ка  M i a 1, b1) м акси м ал ен  и равен  числу 4. В к а 
честве стартовой верш и ны  м ногогранни ка  М  (а1, Ь1) при ним ается  верш ина

2

18 2 5 1

0 4 0 0 
0 4 0 0
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В то ж е  врем я метод потенциалов, б азирущ ийся  на прави ле  ф, з а  5 ите
раций строит вершину многогранника М ( а S Ь1),  в которой достигается  
минимум функции F i ( x ) .

О днако  следует  заметить , что метод потенциалов позволяет, о тп р ав 
л я яс ь  от верш ины z, построить решение данной зад ач и  за  4 итерации, 
если выбор переменной, ко то р ая  вводится  в базисное множество, на к а ж 
дой итерации осущ ествлять согласно следую щ ему прави лу  ф: перем ен
ная, п о д л е ж а щ а я  вклю чению в б азис  обеспечивает наибольш ее у м е н ь 
шение целевой функции.

В заклю чение  приведем пример транспортной задачи , в которой 
использование п р ави ла  ф д а е т  лучш ий результат  по сравнению  с п р а 
вилом ф.

П ример 2. Н айти  минимум функции F 2{x)  =  8 x n + 8x 12+ 8 xi3+ 8 x 14+  
+ 4 x21+ 8 x22+ 3 x23+ 2x24+4x31-f-8x32+5x33+3A:34 на невы рож денном тр ан с 
портном м ногограннике М ( а 2, №) п оряд ка  3 X 4  с 10 гранями, определен
ного векторам и  а2=  (35, 9, 6 ) и Ь2=  (20, 20, 7, 3).

В самом деле, о тп р ав л яясь  от вершины

20 5 7 3
z = 0 9 0 0 

0 6 0 0

метод потенциалов, основы ваясь  на п р ави ле  ф(ф), з а  5 (в лучш ем случае 
за  3, а в худш ем — за  4) итераций строит верш ину многогранника 
М  (а2, Ь2), в которой достигается  минимум функции F2( x ) .
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Краткие сообщения

У Д К  517.926

Н. Ф. Н А У М О В И Ч

Н Е С Т А Ц И О Н А Р Н Ы Е  СИ СТ ЕМ Ы  С ЗА К О Н О М  П Л О Щ А Д Е Й

Р ассм о тр и м  д и ф ф ер ен ц и ал ьн о е  уравнение
z ' = h ( z ,  т ) ,  (z, x ) geZT,  (1)

где  '  — d/dx,  а символом  Z T  обозначен а  область  из Р и+т +Ч
Функцию h : Z T - + R n+m п редп олагаем  такой , что л ю б а я  н ач аль н ая  

з а д а ч а
z | T=a= £ ,  ( | ,  о ) e Z r  (2 )

д л я  уравнени я  ( 1 ) однозначно разр еш и м а  в диф ф еренц ируем ы х ф унк
ци ях  (см., например, [1, с. 162]). В ыделим, к а к  и в [2], основные коорди
наты  Xk=Zh,  /с =  1 , 2 , . . . ,  п,  дополнительны е координаты  y3- =  zM+j, /  =  
=  1 , 2 , . . . ,  т,  а  т а к ж е  временную  координ ату  т.

В соответствии с таким  распределен ием  координ ат  в Rn+m+i функцию 
h  м ож но п редстави ть  в виде h =  (f, g )  и систему ( 1 ) зап и сать  в ф орме

х '  =  / ( х ,  у, т)

У' — ё  (х > У. "г), (х, У, т ) e Z 7 \  1 ;
Введем  новую независим ую  переменную  t с помощ ью  уравнени я  d x ld t=  
=  1 (см., наприм ер, [3, с. 15— 16]). Тогда  систем а (1) прим ет вид

d z / d t = h ( z ,  т ) ,  dx / d t  =  1, (z, т ) e Z 7 \  (4)
О тнесем  т к дополнительны м  коорди н атам  и д л я  системы (4) получим 
п  основных коорди н ат  х =  (xi, х2, . . . ,  хга) и т + 1  дополнительны х (у, т) =  
=  (Уь у 2, ■ ■ • , Ут, х) .

П о л а г а я  м = ( z, т ) ,  H — (f, g,  1) =  {h, 1), запи ш ем  систему (4) в виде
d u / d t = H ( u ) ,  u ^ Z T .  (5)

П рименив, согласно [2], критерий зако н а  площ адей  к уравнению  (5), 
п р ед п о л агая  д и ф ф еренц ируем ость  /, приходим к критерию  зак о н а  п ло
щ ад ей  д л я  системы (3), а тем сам ы м , и д л я  уравн ен и я  ( 1 ) ,  а именно: 
имеет  место с л еду ю щ ая

Теорема. Д л я  н ал и ч и я  за к о н а  п л о щ адей  у  уравнени я  (1 ) ,  где f — д и ф 
ф ер ен ц и р у ем ая  ф ункция, необходимо и достаточно выполнение т о ж 
дества

< d f h / d z ( z ,  x ) , f ( z ,  х) > < х ,  х >  +  < д / / д т ,  f ( z ,  т )  > < х ,  х >  —
— < х ,  f ( z ,  т) > < х ,  d f h / d z ( z ,  т ) >  — < х ,  f ( z ,  т ) Х х ,  d f / d т >  =

=  0, (z, x ) ^ Z T .  (6 )
(С им вол  < . ,  >  о зн ач ает  с к а л я р н о е  прои зведени е) .  В частности, п ри 
менение (6 ) к системе

х '  =  р ( х ,  у, z, т)
у '  =  q (х, у, z, т) (7)
z '  =  г (х,  у, z, т),

где р, q, г — с к а л я р н ы е  функции; х, у, z, т  — скал яр н ы е  переменные, из 
которы х х, у — основные, приводит к  тож деству
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y p d p / d x + y q d p / d y + y r d p / d z —t p d q / d x —x q d q / d y —xrdq/qz-{-
+ y d p / d x —xdq/dx  =  0, (x, y, z, x)<=Z7\ (8)

П риведенны й критерий позволяет  выделить классы  систем задан ного  ви
да, о б л ад аю щ и е  закон ом  площ адей. Н апри м ер , среди систем вида

х '  =  арх +  а.гу  +  /  (х) .

У' =  Ьхх  +  Ьгу  +  g  (т),
где а и а2, Ъи Ь2 — постоянные; /, g  — диф ф еренцируем ы е функции, з а к о 
ном площ адей  о б л а д а ю т  системы

х '  =  ах  +  ц ехр (— ат) [ х '  =  ах  - f  by  +  /  (т)
н

У' =  ay  +  v e x p ( — ат) ( у '  =  сх —  a y  +  g  (х),

где а ,  ц, v, а, Ь, с —  произвольны е постоянные, а /  и g  являю тся  р еш ен и я
ми системы линейны х уравнений

/ '  = — af  —  bg
g ' =  — cf  +  ag.

Аналогичным образом , среди систем
х '  =  аг (т) х +  а2 (х) у

у '  =  (т) х  +  Ь2 (т) у
закон ом  площ адей  о б л а д а ю т  системы

х '  =  ф (х) х +  c2v (т) у

У' =  с^У (т) х  +  (ф (т) +  ф (т)) у,
X X

где ф (т)—произвольная функция, а ф ( т ) =  (с +  [ехр (— 2  j ф(£)й£)йт) 1 х
Xq Tq

X X
X ехр (— 2 j  ф (т) dx), V (х) =  exp (— j  (2ф (х) +  ф (х)) dx).

То То
Отметим, что некоторые из полученных систем могут быть и в ы рож д ен 
ными (х 'у —у 'х  — тож д ествен н ая  постоянная) (см. [2]). Н апри м ер , систе
ма х ' = а х ,  у ' = а у  (ц  =  0 , v =  0 ) вы рож дена .
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У Д К  517.925.12

К А С И М  М У Х А М Е Д  А Л Ь - Х А И Д Е Р

ОБ ИЗ О ХРО Н Н О СТ И  Г А М И Л Ь Т О Н О В Ы Х  
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  СИСТЕМ  
С ПО Л И Н О М А М И  4-й СТЕПЕНИ

В работе  [1] проблем а  изохронности гам ильтоновы х систем с полино
мами 3-й степени реш ена  полностью. В настоящ ей зам етке  р а с с м ат р и в а 
ется система Г ам и льтон а  вида

х = — у — А 20х2— А ц х у — ЗАо2у 2— АзоХ3— А 21х 2у — А 12х у 2—
—AioXi—A3iX3y—A22X2y2—Ai3xy3—Aoiyi,

У =  х  -j- 3 5 -20А2 +  2А 20х у  -|— А цУ 2 -Г 5 30х3-|-ЗЛз0х2г/ +  А 21х у 2 -\— у  А 12у 3 

+  В 4цХ4 +  4A i0x 3y  +  ~ y  А 31х2у2 -|— g- А 22х у 3 -j- —p  A 13y i . (1)
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Теорема. Д л я  того чтобы система (1) бы ла  изохронной, необходимо 
и достаточно, чтобы в ы п олн ялась  одна из следую щ их серии условий:

1. Л2о =  ^-jp 2 j  Л02, Ли  =  2 Л02, В-20 — р- Л02, Л30 —

=  - рз ~ Ао 2 , А 2]_ = Aw,  А 1г = - ^  A 2q2 , А 03 =  - ^ 2~Ло2. В 30= 2 - ^ -  Лог, где 

а 2 +  Р2 =  1 , а - Р # 0 , 

2 . Л 02 =  А п  — В 2о =  А 30 =  Л 21 =  Л 12 =  А 03 =  0, В30 =  2Л 2о>

3. Л 32 =  Л  го — Дго =  Л 30 =  Л 2х =  Л 12 =  В 30 =  0 , Л 0з =  ~2 ~ Л 11, причем
А ц  =  B i0 =  0, i +  /  =  4.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д остаточность  д о к а з а н а  в [1]. Д о к а ж е м  не
обходимость. П усть систем а (1) имеет в точке 0 ( 0 ,  0) изохронный центр, 
тогда , согласно теорем е 1 0  [2 ], начало  координ ат  д л я  системы ( 1 ) д олж н о  
быть единственной особой точкой в комплексной области.

О казы вается ,  что всегда существует так о е  вещ ественное число а 0, что
замена переменных х1 =  апх  +  V i  —  do У, Ui =  —  V i  — a lx  +  a0y, где 
—  1 - < а 0 < . 1 , приводит систему ( 1 ) к  виду

лу =  Ui ci2qXi й ц -^ il/i Su02y i  а 30х ,  <Ц\Х\Ух o.i2Xiy\ - ciosy [

d40Xi cl3\Х\У^ а22ХхУ\, (2)

Уi =  x i  Л- 3b20Xi 4" 2д20х гу г -)—2~ йиУх -j- Ь30х  1 +  За30хху1 -f- «2i4il/i -f-

Н—з- а12 У у 4~ bi0Xi 4~ 4a40Xii/j -1— g- а31х\у \ А— 3- av},xiy \■

П ри рассмотрении поведения траекторий  системы (2) на круге П у 
а н к а р е  легко видеть, что система (2 ) имеет, по крайней  мере, одну осо
бую точку на эк в ато р е  сф еры  П уан к аре ,  т. е. на бесконечности.

У читы вая  в ы ш еск азан н ое  и ф орм улу  о сум м е индексов из [3], прихо
дим  к тому, что сум м а  индексов всех особых точек на экваторе  сферы 
П у а н к а р е  д о л ж н а  быть р ав н а  нулю.

В ы числяя  методом векторны х полей [4] индексы  всех особых точек на 
бесконечности и уч и ты вая  излож енны е р ассу ж д ен и я  и первое необходи
мое условие изохронности системы (2 )

2«го А~ Ю (620 +  ^02) 4— 2~a ii 4~ 4a20Oo2 4" 2йи £>20-----—Ь30-—а03= 0, (3)

получим следую щ ий результат :  если бы один из коэффициентов Ь40, а10, 
«зь «22 был бы отличен от нуля, то система (2 ) б ы ла  бы неизохронной. 
В частности, д л я  изохронности системы (1) необходимо, чтобы В 40 =
=  Л40 =  Л 31 = Л 22 =  413 =  Ло4 =  0 .

П ри  этом система (1) прим ет вид, который р ас с м ат р и в а л с я  в работе
[1]. П оследний ф а к т  за в е р ш а е т  д о казател ьство  необходимости.

Следствие. Е сли  в системе (1) хотя  бы один из коэффициентов 
Л и, В 4о, Л зь Л 13, Л 22, Ло4 не о б р ащ ается  в нуль, то система ( 1 ) является  
неизохронной.

З а м е ч а н и е .  П ри  д о казател ьстве  необходимости теоремы возни
каю т системы, которы е имеют единственную особую точку 0 (0 , 0 ), о д н а 
ко они неизохронны. Т ак , например, рассм отрим  систему вида

х  =  —  у  —  3 аху  — 3 а2х2у  —  а3х3у,

У =  х  4 - а у2 4 - 3а2х у 2 +  а3х 2у 2. (4)

Система (4) имеет  в н а ч а л е  координат неизохронный центр, т а к  к а к  
д л я  нее условие (3) не вы полняется  при а Ф 0 .
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У Д К  517 .98

В. Т. Е Р О Ф Е Е Н К О

СП Е К Т Р А Л Ь Н О Е  Р А З Л О Ж Е Н И Е  ОПЕРА ТОР ОВ  
СИММЕТРИЧНОГО Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И Р О В А Н И Я  И Д И В Е Р Г Е Н Ц И И

Рассмотрим класс S ?  симметричных тензоров и (х) валентности m  над 
евклидовым пространством Е п с достаточно гладкими коэффициентами

и (х) =  ан (х ) dxk  0  dxit ®  . . .  ®  dxcm, ( 1 )

где a! ' — инварианты относительно перестановок индексов i1} t2, . . . ,  
im, х  =  (хх . . .  x n), повторяющиеся индексы означают суммирование от 1 

до п.
Определим оператор симметричного дифференцирования d,

fifl  ̂ ^  ( уЛ
du =  — т  — 5 OT+i (dxit ®  . . .  ®  dxi 0  dXi ), (2 )

oxim+ 1 m

преобразующий S ?  в S ™+ 1 [1, 2] (S ft — оператор симметризации [2]) и 
оператор дивергенции

div и =  да дх ('v) dxh 0  . . .  0  dxim_ v  (3)
' im

преобразующий SJT в S™_ 1 .
Установим взаимно однозначное соответствие м еж ду  симметричными 

тензорам и ( 1 ) и однородными полиномами по переменным y i , . . . y n [3]

u ^ u  =  a i l -  ** (х) y h . . .  y im, du  <-> du =  ■ дадх. ^ ^  Ун ■ ■ ■ УстУст+1 • (4> 

div и ^  div и = ------ g---  y k  . . .  y im_ x.
lm

Введем оператор д, преобразующий S ?  в 5 ™+ 1  ди =  S m+i ( Y  0  d iv « ) ,
^  ^  ^  n ^  n

d u ^ > d u  =  Y  div и,  где Y  =  2  d x t 0  d x it Y  +-> Y  =  2  y f .
1= 1 1=1

Разложим пространство S'? на подпространства H ?  =  Р \т) (S ’? ) , инва
риантные относительно группы SO  (п, R )  [4], i — 0, 1, N m =

т
=  Д Г  ’

мт
p(m)p(m) =  § ..р (-)) 2  Р[т) =  Е.  (5)

1= 0

Д л я  операторов проектирования Р \т) имеем [4]



где tikm
( _  1 ) P - f t  ( v  —  2 f t  —  1 )  Г  ( v  —  f t  —  p —  1 )  

4 ? f t !  ( p  —  f t ) !  Г  ( v  —  f t )
/'» Up,n -- 4 P f t !  Г  ( v  —  f t )

(ft —  Р )!  Г  ( v  —  ft —  p )  ’

B p =  Y p\ p, v =  -g— |- m.
tl

— 5- соответствует оператор следа t r  [3]: Дц<-> 
t=i m

m ( m — 1 ) t r u.
Л е м м а .  И м еет  место ком м утационное соотношение д л я  операторов 

d  и Bh (k — 0 , 1 , . . . )
d  (B hu ) =  B h (d u ) — 2  k m  Y  ° d i v a .  (7 )

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Д о к а ж е м  ф орм улу

d ( A hu) —A k { d u ) — 2 k m A h~i d iv  a. (8)

У читы вая  (4),

A* {du) =  A k~ l da1 " •  ( x )

dx‘m+l

=  д , ~ ‘ { а" < > « й Г д  {y '• ■ ■ ■ + 2 • • • M  i =

=  д , _ 1  I U,, д  ( Й , . ■ ■ 2d*im+l m+I d*im + 1
j a W l ‘= lOT (x)i/i2 . .

r_L ^ ‘1т + Цз ...г/i,,; +  a i,n {x) УйУс, . . .  г/i +  . . .  +  a £l -  I'm + 1 (x) y h . . .  y im_ x)

=  A *-i 

=  A* - 2

d a 1 t / n  ( л : )

d*im + 1 У{т+1 A • • • # 0

д а 1 lm ( x)
dxim+ 1 m +1

г/1щ+1 А2 (г/ц • • • г/i )

-f- 2 m Afc_I div a  =  . . .  

- f  4m A/e_I div a  =  . . .

da*1 i,n (x)
dx‘m+ 1

Aft (г/ц . . .  y t j  y im+l +  2 m k  A* - 1 div и =

=  d  (A* a) +  2m& Afe_1 div a.

П олучен а  ф о р м у ла  (8 ) . У м н о ж а я  (8 ) на Yh и переходя от полино
мов к симметричным тен зорам , получим соотношение (7).

Т еорема. И м еет  место спек тральн ое  р азл о ж ен и е  оператора  д относи
тельно оператора  симметричного д и ф ф ерен ц и рован и я  d

р Ш +Ч дрр)  (а,) =  XlnPlm+l)dPim) (w), ш е й (9)
1где h m  =  —  [ s ( a  +  2m — 2 s ) —  k ( n  +  2m  —  2k —  2)],  s = 0 ,  1, . . . N m+1 , 

k  =  0, . . .  N m.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  И з  (7) при k =  1

d(Bi U)  = B l ( d u ) —  2m du. (10)

Применим к (10) оператор p [m+l и положим u =  P lkm)w 1 тогда, учиты
вая второе соотношение (6 ) и ортогональность (5), получим (9).

П рилож ение. П усть  { ( Д ,  {еу } — компоненты тензоров н ап ряж ений  
и деф орм аци й , {аД —  компоненты вектора перемещ ений. Обобщ енный 
закон  Гука д л я  изотропного тела  опи сы вается  соотношением [5]

з
t ij =  2 [хеД +  Я6 ц  У  , I ,  р — const. ( 1 1 )

°Xi
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Представим указанные тензоры в форме (1) t  =  2  t ijd X i ®d X j ,  е =
i, j  =  iз з з

=  2 &iJ'dx{ ®  dXj, и =  2 u ldxi, F  =  2 6 y dxt- ®  dxj,  тогда соотношение
i. 7— 1 i = 1 t, /= 1

( 1 1 ) примет вид t =  2 (.ie - f  ЯУ div «.
У читы вая , что e =  d u  [2], получим тензорное диф ф еренц иальное  у р а в 

нение относительно перемещ ений а
2 \idu -\-hdu  =  t. ( 1 2 )

Применим к (12) оператор P s(2) (s =  0,1), тогда 2 р1^ 2) (du)  - f  XPS(2) (d«) =  
=  / e> t s =  P (s2 ) (t).
В оспользуем ся  ф ормулой (9) при m =  1, n  =  3, й =  0, откуда

P ' 2) ( d w ) = ------- ^ -------- .

'  2 2,и, +  М 50Л

С ум м ируя  no s, получим в силу второго равенства  (5) тензорное у р ав н е 

ние du =  b, где b =  +  2ц _j! зх ’ эквивалентное (12). Условие 6 6  =  0
[ 1 ] является  необходимым и достаточным условием разрешимости уравне
ния ( 1 2 ).
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У Д К  517.544

Т. Н. Ж О Р О В И Н А

ОБ О Д Н О Й  Т РЕХ ЭЛ ЕМ ЕН ТН О Й  
КРА ЕВ ОЙ З А Д А Ч Е  РИ М АН А НА ТОРЕ

Р ассм отри м  прям оугольник [0, P ] X [ — iM,  Ш]. П усть контур L  пред
став л я ет  собой отрезок  [0, Р] вещ ественной прямой, на котором зад ан о  
кр аево е  условие

3

Ф+(х) =  аф_ ( х ) + 6 ф - ( х ) ,  x e L .  (1)
Т ребуется  найти все аналитические  двоякопериодические с периодами Р,  
2 Ш  ф ункции ф (г ) ,  Я -неп реры вн о  пр о д о л ж и м ы е на L,  где д олж н о  вы пол
няться  краевое  условие ( 1 ) (а, Ь ^ С ) .

ф (г)В ведем  вспомогательную  вектор-ф ункцию  F(z)  =
с  . ф (z)

z)  и р а з 
р е ш а я  полученную систему относительно F{  (х) и F t  (х ) ,  придем к к р а е 
вой за д а ч е  Р и м а н а

F+(x)  = A F ~ ( x ) ,  x e L  (2)

с постоянной матрицей А  =  —
а

a I2 — I

■Ъ 1

удовлетворять условию симметрии F  (г) =  I F  (г), где I  =

( функция F  (z ) должна

0  1 

1 0

З а д а ч а  (2) реш ается  приведением м атри цы  А  к ж ордановой  но р м ал ь
ной форме. Д л я  этого введем новую  неизвестную  функцию Ф(г) по пра-
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вилу F ( z )  = S O ( z ) , где S  — некоторая  н евы рож ден н ая  м атрица. П о д 
с тав л я я  F ( z )  = S O (2 ) в (2 ), получаем:

Ф +(х) =  [S ~ k 4 S ]-® -(x ) ,  x e L .  (3)
М атрицу  S  вы бираем  таким  образом , чтобы м атри ц а  задач и  (3) 5 _ 1Л 5  
была ж ордановой , т. е. чтобы вы полнялось  условие

К  О

где Tij, Х2

S ~ lA S  =
С я ,

■собственные значения матрицы А ,

(4)

^ 1 , 2 =
1 +  | а I2 —  | Ь р  +  1/(1 +  | а  р  —  | b |2)2 —  4 | а  |2

2 а

а число с равно  нулю, если Х1. Ф Х 2., и равно единице при А-i =  Л,2. Элементы 
матрицы  S  н аход ятся  из (4).

В случае  ХуфХг  з а д а ч а  (3) равносильн а  паре  скалярн ы х  за д ач  
Р и м а н а

ФГ (х) =  ХхФ Г  (х), x e L ,  (5), Ф ^  (х) =  Л,2Ф Г  (х),  x e L .  (6 ) 
И з теорем ы  1 [1] следует, что число k { k )  решений задач и  (5) (или

(6 ) )  д л я  ф ункций совп адает  с числом l\ ( )  решений союзной однород
ной краевой зад ач и  д л я  диф ф еренц иалов . В наш ей  задаче  реализуется  
особый случай, и д л я  числа h ( k )  известна точн ая  оценка: 0 < H i ( /2) ^ L  

И сп ользуя  р езу л ьтаты  работ  [1, 2], получаем , что при выполнении 
Р  ■ In X/

условий X j > О, — — g Z  задача (5) или (6 ) (соответственно) имеет 
нетривиальное решение вида

Ф 0/ (г) =  kj  exp | гг
In Xj

~2Ж Фо/ (г)
/  ■ 1пЯ7 \

' (Л _ 2Л Г |-J— ехр jzt-

(kj  — прои звольн ая  постоян н ая) .  В остальн ы х случаях  за д ач а  (5) или 
(6 ) (соответственно) имеет только  тривиальное  решение. С лучай  Х\=Хг  
исследуется  аналогично.

В о зв р а щ а яс ь  к за д а ч е  (1) и учиты вая  условие симметрии, будем 
иметь следую щ ий результат .

Теорем а 1 . Если  1 + 1 а  | 2— | b |2 =  2 Re а, то общ ее  решение зад ач и  (1) 
есть константа. Если а е  R,  1 +  а2 —  | b |2 Ф  2а,

Х = ■ I Ь I2 - f  / ( 1  +  а2 —  \Ь  |2) 2 —  4 а 2
2 а

и такое, что выполняются условия Х > 0 , 
имеет 2  линейно независимых решения.

РЛпХ
4/Ил G Z ,  т о  задача ( 1 )

^ > 0 ,

В остальн ы х слу чаях  за д ач а  (1) имеет только тривиальное  решение. 
Общ ее реш ение за д ач и  (1) в случае, когда a ^ R ,  1-f-a2— I b | 2=^2a, 

PAnX
4Д4я 

Ф+ (z) =  a

GEZ,  записывается в в и д е - .^ Z ,

+  Ф

cp~ (z) =  a

+  Ф

(aX —  1) exp 

(aX —  1) exp

( .  In X }
f - 2Ж ]

f .  InA. )
- w )  ■+

ь
- X exP

exp

I — iz

-iz-

In X
~ W

In X

, . In A,
exP ̂ lZ b exp { -iz

a- exp tz In X +  b exp I — iz

Ш  
In X

lnA,

+

2/И (. 1 ^  1 2 M

где а  и (3 — прои звольны е  вещ ественные постоянные.
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У Д К  517 .925

В. X. К О В А Ч  ЕВ

О П Р И В Е Д Е Н И И  Н ЕК ОТ ОРЫХ  
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  У Р А В Н Е Н И Й  С Р А Ц И О Н А Л Ь Н О Й  

ПР АВОЙ ЧАСТЬЮ К «ТР ЕУГОЛЬНОМУ» В И Д У  
ПРИ ПОМОЩИ Б И Л И Н Е Й Н О Г О  П Р Е О Б Р А З О В А Н И Я

В работе  [1] рассмотрено невы рож денное билинейное преобразование 
a x u -\-b x v -\-c y u -\-d y v  =  h, A xu -\-B xv -{ -C yu -\-D yv  =  H,  (1)

или х =  (у н + б п )  : R ( u, v ), z/ =  (сш + |3и) : R( u ,  v ) ,  где R ( u ,  v) ='E>u2Jr \\uv-\- 
- K ^ 2, l =[ a ,  c], r\=[a, d \+ [b , с], l  =  [b, d\, a = [ a , /г], p =  [6 , h\, y =[ h ,  c], 
6 =  [/i, d], а символом вида [а, с] обозначен определитель

а с 

А  С
Зам етим , что д олж н о  вы полняться  £2+т)2+ £ 2=^0, Д =  а б — |3у=т^0. И щ ем 
таки е  уравнения

d v  __ Р  (и , v ) /оч
du  ~  ’ '  >

Q {и, v)

которые при помощ и п р ео б р азо ван и я  ( 1 ) мож но привести к  «треуголь
ному» виду

d y  _  Р ( х ,  у )
d x  Q (х ) (3)

Здесь  Р,  Q, Р, Q явл яю тся  многочленами. К ром е того, считаем, что 
выполнено одно из следую щ их двух  условий:

П
а) Q (х) =  В 0 +  В гх, Р  (х, у )  =  2  A i0x ‘ +  А01 у , где п  —- натуральное

1=0
число, а Л пО^ = 0 ;

2 2 I

б) Q (х) =  2  BiX1, Р  {х, у) =  2  2  Ac-i.
i=0 1= 0 / = о

Отметим, что уравнени е  (3) в случае  а) интегрируется в элем ентарны х 
функциях.

Выясним, какие  уравнени я  вида  (2) мож но получить из уравнения 
вида (3), удовлетворяю щ его одному из условий а) и б ) ,  при помощи 
преобразования  (1). Тогда при помощи обратного п реоб разован и я  эти 
уравнени я  можно привести к  виду (3).

П реобразован н ое  уравнение (2) имеет вид

du   Р ( и ,  и)
du  ~  ’

Q { u ,  v)

где ~Р(и. » ) - { « ( “ • » ) < г ( Т У ^ г ) - Л (“ ' " ) Р ( Т У г П " '  )} * " < “ '

ш  . ) - К . > р ( - Я ± £ .  «*<“ •">■
З д есь  и в дальн ейш ем  п  — это точн ая  степень многочлена р  (для  случая
б) п —2 ) ,  а (и,  v ) ,  b(u,  v ) ,  А  (и,  и) ,  В  (и,  v ) — однородны е многочлены 
второй степени, чьи коэффициенты зави сят  от | ,  rj, £, а,  (3, у, б.

М ногочлены Р, Q,  если не произведем сокращ ения , д о л ж н ы  быть сум
мам и однородных многочленов степени 2 п + 2 ,  2 п + 1 ,  п + 2 .  С л а гае 
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мые высшей степени однородности в числителе и зн ам ен ателе  долж н ы  
иметь вид

2

&и 2 +  т]uv +  lv 2)n 2  С 2—i, iи 2~ Ь 1
i= О

И
2

(III2 +  r\uv +  tp2)n 2  D 2- i ,  iU2- ‘v‘
£ = 0

соответственно, где С2о = £ щ  Cn =  2£r, C02 =  — ̂ a+ rp r ,  D 2q =  —  t | o + £ t ,  D u  =  
= — 2 tp , D 02 =  — Ix,  a o =  B 0a —Л 0о у , т = В 0|3—Л 0об .

П усть слагаем ы е  высшей степени однородности имеют у казан ны й вид. 
О тсю да определяем  с н ач ал а  г], £, а потом и о  и т, если выполнены не
обходимы е условия. Е сли  наприм ер £ + 0 ,  эти  условия  имеют вид 
2 Со2£ + 2 С2о£ =  СцТ|, 2 /)2о £ + 2 С 2оТ] =  Сн£, £ + £ + 2 С2о£ =  0, 2/)о2£ + С ц £  =  0. Д а 
лее, сл агаем ы е  2 п + 1 -й степени однородности явл яю тся  произведениями 
(gw2+r]Z£D+£o2) n _ 1 и однородных многочленов третьей  степени, чьи ко 
эф ф ици ен ты  за в и с я т  от у ж е  известных | ,  т], £, к а к  и от у, 6  и от ф =  
=  (В 1—Л 01) a —Люу, ф =  (В 1—Л 01)Р —Люб, z - А 01Л.

О тсю да м ож ем  определить <р, ф и z, только  если вы полняю тся  опре
деленны е условия, связы ваю щ и е упом януты е вы ш е коэффициенты и 
| ,  т), £, а отнош ение б :у  удовлетворяет  уравнению , вообщ е говоря, второй 
степени. Т аки м  образом , получаем  0, 1, 2 или бесконечное число допу

стимых значений д л я  отнош ения U {°°}-
Если  в случае  а) п = Т, определяем  у и б так , чтобы их отношение было 

среди найденны х выш е допустимых значений. Теперь у ж е  знаем  ф, ф и z. 
О п ределяем  а и р  так , что Д =  а б — Ру=+0. Т аки м  о бразом  находим Л и. 
З н а я  сг, т, ф, ф и а ,  р, у, б, можем найти остальн ы е коэффициенты  В 0, В и 
Лоо, Лю.

Если в случае  а) п~ ^-2, сл агаем ы е  степени однородности 2 п + 2 — г, 
2 ^ £ < П ,  д о л ж н ы  иметь вид  Лго(£г£2+г|Ы У +£и 2) ,г~ !'[(г |у--£б) ££2+ 2 £ у и и +  
+ £ б о 2] ( у и + б у )  \  О тсю да находим в лучш ем  случае  одно значение отно
ш ения - у  е / ?  U {оо}. Е сл и  оно находится  среди найденных выше, опре
деляем , к а к  и раньш е, коэфф ициенты  у р авн ен и я  (3).

Р ассм отри м  теперь случай  б). К оэф ф ици ен ты  слагаем ы х  четвертой 
степени в числителе и зн ам ен ател е  в ы р а ж а ю тс я  через £, ц, £, а ,  р, у, б 
и Л 2о, Л и , Л 02, В 2. Если эти коэффициенты  и £, т), £ удовлетворяю т опре
деленным условиям , а б :у  яв л яется  общ им корнем двух уравнений, во
обще говоря, второй степени, и находится  среди допустимых значений, 
найденных выше, д л я  подходящ его  вы бора а и р  отсю да м ож но вы разить 
коэффициенты  Л 2о, Л и , Л 02, В 2. П осле  этого, зн а я  у ж е  а ,  р, у, б, опреде
ляем  остальн ы е  коэфф ициенты  уравнени я  (3), к а к  выше.

Т аки м  образом , находим  совокупность алгебраических  условий на ко 
эф ф ициенты  уравн ен и я  (2 ), при выполнении которых м ож ем привести 
его к «треугольному» виду  (3 ) ,  уд овлетворяю щ его  одному из условий а) 
или б), при помощ и у ж е  вполне определенного п р ео б р азо ван и я  вида ( 1 ). 
В общ ем случае  надо  проверить, мож но ли добиться  выполнения этих 
условий путем у м н о ж ен и я  Р ( и ,  v ) и Q( u,  v)  на один и тот ж е  многочлен.
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В. В. Б О Б К О В

=  Ui +  (hiiii +  at) [1 —  exp (—  Лгт ) ] Д 2 +  j  фг (x) exp [A* {t — x ) \  dx, (3)

Н Е Л И Н Е Й Н Ы Е  М Е Т О Д Ы  ЧИС ЛЕН НОГ О Р ЕШ ЕН ИЯ  
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  У Р А В Н Е Н И Й , О С Н О В А Н Н Ы Е  

НА Э К С П О Н Е Н Ц И А Л Ь Н О М  П Р О Д О Л Ж Е Н И И  Р ЕШ ЕН ИЯ

П рим ени тельн о  к  за д ач е  Кош и д л я  системы обыкновенных д и ф ф е 
ренц иальны х уравнений первого порядка

« / ( О  =f i ( t ,  « 1 ( f ) ,  . . . ,  um ( t ) ) ,  i =  1 , 2, . . . ,  т,  ( 1 )
рассм отри м  несколько примеров новых численных методов, построенных 
с использованием  непосредственно проверяем ы х точных соотношений

t+X
А р
Ui =  Ui +  ( l iUi  +  at) [exp (Ягт) — 1 ]/Xt +  J фг (x) exp [Xc {t +  x —  x)] d x  (2)

t
ИЛИ
. . t-\~x

A A

Д. >, V ,
t

где Ui =  Ui ( t ) ,  Hi =  U i ( t + x ) ,  t > 0 ,  q>i(x) =  f i ( x ,  Ui (x) ,  . . . ,  um (x ) )  —  
— Xi Ui (x )— cti, а конкретные значения  п арам етров  Д  и а* выделенной в 
явном виде экспоненциальной составляю щ ей  реш ения могут вы бираться  
по-разному.

Подчинив, скаж ем , выбор Х{ и а ,  требовани ям  Хгг/гЧ-^г =  /г или 
h& i+Cli =  fi, где г/г«Ыг, f i  =  f i ( t ,  У1, . . . , «/то) , ft = / г  (* + * ,  # 1, . . . , J/m) ,
и прен ебрегая  интегральны м и членам и в равенствах  (2 ), (3 ) ,  придем 
соответственно к численным м етодам  первого порядка  точности вида

y = y + x R f  (4) или y = y + x Q f ,  (5)
где у =  (У1, . . . , Ут) т, у  — (У\ , • • • , Ут)Т, f ~  {fl, • • • , fm) т, ■ ■ ■ , f m) T,
7? =  d ia g { p i ,  . . . ,  pm}, Q =  d ia g  {qu . . . ,  qm}, pf =[exp(A,iT) — 1 ] / Д г т ) , qt =  
=  p i exp (— Ki t ) , при этом п а р а м е т р ы  Хг остаю тся свободными.

У к а ж е м  сейчас на некоторые способы вы бора  X,, обеспечиваю щ ие сох
ранение в разностном  в ар и ан те  в аж н ы х  свойств, присущ их точным ре
ш ениям  специальны х классов  систем вида ( 1 ).

Известно, например, что евклидова норма ||и|| =  У  (и, и) любого нетри
виального решения системы

u ' ( t ) = A u ( t )  (6)
с симметричной отрицательно  определенной матрицей  А  у б ы вает  при 
/ - v  оо и стремится к нулю [1, с. 102]. О казы вается ,  выбор парам етров  
Хг, ск аж ем , по прави лу

А,г=А,= (Ау,  у ) / ( у ,  у ) ,  у ф 0, t = l ,  2, . . . ,  т,  (7)
сохраняет  подобное свойство и д л я  при ближ енны х решений системы (6 ), 
полученных при лю бы х конечных значениях  ш ага  т > 0  методом вида (5).

Действительно, в этом слу чае  справедливо равенство y  =  Sy ,  где S =  
=  ( E — x q A ) - 1, q — p е х р ( —А.т), р =  [ex p (Хх) — 1]/(Хт), при этом на всех ш а 
гах вычислительного процесса п о л о ж и тел ьн ая  величина q отделена от 
нуля, так  к а к  значение X, вычисленное по п рави лу  (7 ) ,  не выходит за  
границ ы  спектра м атрицы  А.  П оэтом у  спектр симметричной матрицы  
перехода S п ри н адлеж и т  откры том у  отрезку  (0,1) и отделен от единицы, 
что обеспечивает  не только у б ы ван и е  евклидовой нормы приближ енного 
решения, но и вы ход  его на нулевое  полож ение  равновесия.

О братим  внимание на то, что когда значения  Хг могут вы бираться  р а з 
личными д л я  разны х составляю щ и х  реш ения (см., например, [2, с. 64 или 
3, с. 105]), соответствую щ ая м атр и ц а  перехода S  о казы вается ,  вообщ е го
воря, несимметричной и устан овлен ие  ф а к та  при н адлеж н ости  на каж до м  
ш аге  вычислений ее спектра  откры том у отрезку  (0 , 1 ) еще не заверш ает  
д о к азател ь ств а  отмеченного вы ш е свойства.

У бы вани е  евклидовой норм ы  любого нетривиального  реш ения системы
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(6 ) имеет место и д л я  несимметричных отрицательно  определенных 
м атри ц  А.  Сохранение подобного свойства при лю бых т > 0  в случае м е
тода  (4) обеспечивает, например, выбор Хг- по п рави лу

Х* =  Х =  (.А у , А у ) / ( А у ,  у ) ,  у ф 0, 1 = 1 , 2, , т.  (8 )
В сам ом  деле, при у ф О  непосредственно находим, что (у, у )  =  (у, y ) s ,  

где 5 = 1 + 2 а р т 2+ Р р 2т > 0 , а = ( А у ,  у ) / ( у ,  у)  < 0, |Ъ= { А у ,  А у ) / ( у ,  у ) > 0. 
Л егко  проверить такж е ,  что в рассм атр и ваем о м  случае  s < l .  Д ей ств и 
тельно, т а к  к ак  при лю бы х конечных значениях  X и т величина р поло
ж и тел ьн а ,  то неравенство  s < l  равносильно неравенствам  р т < — 2 а /р  
или 1 / р т > — |3 /(2а) .  П оскольк у  1 / р т > —X, то при

Х < [3 / (2 а )  (9)
неравенство  s < l  заведо м о  будет вы полняться . Сопоставление (8 ) и (9) 
д о к а з ы в а е т  вы сказан н ое  утверж дение.

В заклю чени е  зам етим , что док азан н ы е  применительно к (6 ) свойства 
неявного метода (5), (7) имею т место и в в ар и ан те  (5 ) ,  (8 ) , в то врем я 
к а к  отмеченное здесь свойство явного метода (4), (8 ) с зам еной  (8 ) на
(7) у ж е  не сохраняется . М ож н о у казать ,  однако, другие  способы выбора 
Xi в (4 ) ,  которые п озволяю т не только  сохранить это свойство, но и еще 
более повысить уровень согласованности  диф ф еренц иальной  и соответ
ствую щ ей разностной задач .  Отметим т а к ж е ,  что рассм отренны е методы 
могут быть перенесены на системы неоднородных уравнений, связанны е 
с (6 ), обобщ ены  на случай  устойчивых систем более общего вида ( 1 ), 
а т а к ж е  использованы  при построении соответствующ их нелинейных р а з 
ностных схем в случае  граничных за д ач  д л я  диф ф ерен ц и альн ы х  у р а в н е 
ний с частны м и производными.
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У Д К  519.24

Н. Н . Т Р У Ш

У М Е Н Ь Ш Е Н И Е  СМ ЕЩ ЕНИ Я ПРИ О Ц Е Н И В А Н И И  
С П Е К Т Р А Л Ь Н Ы Х  ПЛОТНОСТЕЙ

Р ассм о тр и м  действительны й стац ионарн ы й случайный процесс X/, 
t ^ Z ,  со спектральной плотностью f (X) ,  Х е П  =  [—л, л]. Вопросам  построе
ния оценки спектральной плотности /(X ),  Х е П ,  по наблю дениям  за п ро
цессом Xt, t ^ Z ,  посвящ ена  обш и рная  л и тер ату р а  (см., например, биб 
лиограф ический  у к а за т е л ь  в м онограф ии Д . Б р и л л и н д ж е р а  [4], а т а к ж е  
[1— 4]). В настоящ ей  работе  рассм атр и вается  метод уменьш ения см ещ е
ния оценки спектральной  плотности /(X ),  Х е П .

А
Будем предполагать, что если оценка f T(k) (X) спектральной плотности 

/ (X ) ,  построенная по Т  наблюдениям х0, . . .  , х Т- \  за процессом x t, t ^ Z ,  
является асимптотически несмещенной со смешением, убывающим как 
T ~ k, то математическое ожидание такой оценки представимо в виде:

А  а ( * )  П)

M f i k ) (X) =  f W  +  z - J^ r ~ ’ * =  i ’ 2 ............ (1)j=k
где оД) (X), / =  k , k  -г  1 , . . .  , — некоторые действительные функции, не 
зависящие от Т , а Х е П .

А

Рассмотрим оценку f TX)(X).  При решении практических задач представ-
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ляется довольно интересным уменьшение величины смещения
а « ' Ч

оценки / [ 1} (А,). С этой целью в качестве оценки спектральной плотности
л  л

/(А ) рассмотрим статистику f T{2) (А), задаваемую соотношением: f T (А) =

=  TYJi) М  2  /Гп-.1* где М  — обозначает оценку /[■ (Я,)
£=0

спектральной плотности /ДА,), построенную по 7  — 1 наблюдениям (вы
брошено t'-oe, г = 0 ,  7-1, наблюдение из Т  наблюдений за процессом x t, t  е= Z).  

Исследуем построенную оценку на насмещенность. Нетрудно видеть,
что

/= 1

1 1
7v—1 (7 — I)/—1

где &<‘> (7) =  V

“  а ) 15 (А) m

=  /(Ч +  2  “ S ? — £>/ (Л,
/'=2

", / =  2 , 3 ............
Г 1 1 ]

rpj—  1 ( 7 — i y - 1

( Г _  I ) / - 1 —  7 ’ / — 1

Т '- 1  ( 7 — 1)'£ -1
Найдем Н т 6 Д Д 7 ) ,  / = 2 ,  3, . . . ,  lim МЧ ( 7 ) = lim ТА

7->=о 1 Т-+ЭО 1 Т->*>

— 2 Л =  — Су—1 - Следовательно, оценка / [ 2) (А) является асимптотически не
смещенной оценкой спектральной плотности /  (А) со смещением, убываю
щим как  Т ~ 2.

А
Д алее предположим, что оценка /£_, (А) удовлетворяет равенству (1), 

k =  3, 4, . . . .  Построим оценку

(̂А) ^  jfe— 1 ____  jjA-l

( 7 - 1 )
7—1 

/ г-1  ^  Л

i= 0

Найдем M / f ft) (A), ft =  3, 4  Мf j k) (А) =  / ( А) =
у  f 11» )

(А )
У=А TJ

(2)

( Л .

1 s 1 ]
i _7^— * ( 7 _  1)/—A+1

Заметим, что lim (7 )
'Г.  ̂„  /

, /  — k, k - \ - \ ,  ... .
(i — iy  j

'. Следовательно, оценка / (ГЙ)(А)
является асимптотически несмещенной оценкой спектральной плотности 
/  (А) со смещением, убывающим как  Т ~ к.

Д а л е е  найдем вид коэфф ициентов а^к) (А) в представлении (1), j  =  k,
k - \ - \ ,  . . . ,  k = 2 ,  3  при 7 - >  оо. Н етрудно видеть, что

(А) =  l im a !* - ')  (А)-М *-ч (7 )  =  (— (А),
Гч-оо '  Г->ос 1 1  1 1

где / =  &, 6 + 1 >------
Т аки м  образом , имеет место следую щ ая

л
Теорема. Если д ля  оценки / [а_ 1 }(А) спектральной  плотности /(А),

л
А е П ,  вы полняется  соотношение ( 1 ), то д л я  оценки f T(k){А), задаваем ой  
вы раж ени ем  (2 ), справедли во  соотношение

d f H  А) ]lim Г, Л
Т-4-

/—k

65



где d j«  ( I )  =  ( -  (X) q z { ,  k  =  2, 3, . . . .

З ам ети м , что существует  несколько методов ум еньш ения  величины 
см ещ ения  д л я  парам етри ческ и х  оценок (см., например, [5, 6 ]).
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У Д К  519.62

В. Н. Ш А Л И М А

О Б О Д Н О М  КЛАССЕ Ч И С Л Е Н Н Ы Х  М ЕТО ДО В  
Р Е Ш Е Н И Я  СИСТЕМ О Б Ы К Н О В Е Н Н Ы Х  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  

У Р А В Н Е Н И Й  С П Е Ц И А Л Ь Н О Г О  В И Д А

Учет специфики реш аем ы х  за д ач  п озволяет  у к а за т ь  методы их чис
ленного решения, более  эф ф ективны е в сравнении с методами, п р ед н азн а 
ченными д л я  реш ен ия  з а д а ч  более общего вида  (см., например, [ 1 , 2 ]). 
Р ассм отри м  один из способов построения так и х  методов д л я  з а д ач  с н а 
чальны м и условиям и  в случае  систем обы кновенны х диф ф еренц иальны х 
уравнений первого порядка .

П усть на отрезке  [70, Т] необходймо численно реш ить следую щ ую  з а 
дач у  Коши:

iik =  ak {t, u ) u k+ f k ( t ,  й ) ,  uh ( t o ) = u ko, k =  1 , 2 , . . . ,  s, й = [ и и ■. ■, us], ( 1 ) 
где au(t ,  и) ,  f k( t ,  и) ,  k = l ,  s  п ред п о л агаю тся  достаточно гладким и  
в некоторой о бласти  изм енения  аргументов.

Н епосредственно проверяется , что за д а ч а  (1) эк ви вален тн а  следую 
щей системе ин тегральны х  уравнений:

«й (0  =  “ й (*о) ехР ( I  «а (Л- м (Л)) <*л) +
to

1  t

+  I  ехр(( J ak (g, и (g)) dg) f k (rj, u. (tj)) di\. (2 )
и 4 n '

Зам ен и м  отрезок  интегрирован ия  [t0, T] сеткой ют=  — /  =  0, 1, . . .
. . . ,  N,  N x  =  T — to} и предполож им , что вы числения доведены  до точки tj, 
Q s ^ j c N .  Тогда на основании равенств (2) мож но запи сать

«й (*/+0 =  “ й (h)  ехР т I  ай t f i  +  а т > «  (*, +  ах)) da)  - f
о 7

1 1 ^  ^

+  т j  е х р ( ( 1 — p ) x f  а„(у,  й ( у ) )  dy)  f k (t j  +  рт, u ( t j  +  $x ) ) d$ ,  (3)
о х о 7

где Y =  / j + P x - f - ( l — |3)ту.
В оспользовавш ись  р езу л ьтатам и  работы  [3], зам еним  интегралы  в р а 

венствах  (3) кв ад р ату р н ы м и  сум м ам и; тогда  получим



-j- x ^  B m exp |  ( 1  Pm) x ^  Cnak (ул, m> a  (yn, m) ) j / /; (Pm), (4)

где Уп,т=  ^'“bPrnX-f- (1 Р т ) х у и , fft (Pm) = /ft  (^j-f-P?nX, «(^j+Pm .x)) . ПОДЧИ
НИВ выбор п арам етров  Ai, щ ,  B m, pm, С „ ,  у „  требованию  достаточно высо
кой алгебраической  степени точности соответствующ их квадратурн ы х 
формул и учиты вая  присутствие м нож ителя  х перед сум м ам и в р ав ен 
ствах  (4 ) ,  мы м ож ем построить многомодульные методы, подобные ме
тодам, приведенным в [4].

У к а ж е м  в качестве  прим ера  на следую щий метод четвертого порядка 
точности, опустив д л я  простоты  записей  индекс к:

Зд есь  i м ож ет  приним ать  значения  4 или 5. Зам ети м , что при a^(t ,  й)  =  
=  a ft =  const  и f k( t ,  й)  = 0 , п р ед л агаем ы е  методы я в л яю тся  точными и, сле
довательно, в случае  а ь <  0 , k —1 , 2 , . . . ,  s  Л-устойчивыми.

В тех случаях, когда  поведение поды нтегральной функции во втором 
интеграле равенств (3 ) .  определяется  поведением экспоненциального 
множ ителя, можно поп ы таться  учесть это влияние на пути построения 
методов, используя к в ад р ату р н ы е  ф орм улы  с экспоненциальны м весом. 
Так, если aft =  const, k = \ ,  2, . . . ,  s потребуем, чтобы к в а д р а ту р н а я  ф ор
мула

I ч
J exp ((1 — р) ах) /  (t j  +  Рх, и  (t } +  рх)) dp лг 2  B J  (tj  +  рх, и (t} +  рх))

была точной д л я  всевозм ож ны х алгебраических  многочленов до степени 
р — 1 ( l ^ p ^ 2 q )  вклю чительно. Это требовани е  приводит к следующей 
системе уравнений:

Выбрав В т и Рт  удовлетворяющими системе (5), можно записать

Д альнейш ий процесс построения методов аналогичен [4].
В качестве  прим ера  приведем  следую щ ий м етод  первого порядка  точ

ности

Т
—  а х 1

0

(5)

где Еу. =  |  exp ((1 — Р) ах) Р'ДР, ц =  0, 1, . . .  , р  — 1.
о

Q
У,-+ 1  =  y jeax +  Т 2  B J ] + Pm. (6)

т= 1
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у i+i = lJfax +  4~ (е°х — 7 fr
В заклю чени е  отметим, что методы, построенные на основании р а 

венств (5), (6 ), я в л яю тся  точными на решении уравнени я  й = а и -\-Ь , где 
b — const.

Л И Т Е Р А Т У Р А

1. Б а х в а л о в  Н . С .—  В кн.: Ч исленны е методы . М ., 1973, т. 1, с. 632.
2. К а л и т к и н Н. Н .—  В кн.: Ч исленны е методы . М ., 1978, с. 512.
3. Б о б к о в  В. В .—  B ecu i АН  Б С С Р. Сер. ф1з.-мат. навук, 1967, №  4, с. 27.
4. К р ы л о в  В.  И. ,  Б о б к о в  В.  В. ,  М о  н а с т ы р н ы й  П . И. Н ачала теории  

вычислительных м етодов . Д иф ф еренциальны е уравнения.—  М инск, 1982.

П оступила в редакцию  
05.04.83

К аф едра вычислит ельной математики



А Н Н ОТ АЦИ И Д Е П О Н И Р О В А Н Н Ы Х  СТАТЕЙ*

У Д К  539.26 : 681.142.2
А. Ф о н с е к а  Д у а р т е ,  Л .  К о у с о  Ф е р н а н д е с ,  Р.  Х и р о  С и д . ,  Г. А. Т у 
м а н  с к и й, В. В. У г л о в .  П ростая програм м а для обработки  рентгенодиф рактом етри- 
ческих данны х на ЭВМ . №  1979-82. Д еп . от 22.04.82.

Описана програм м а, предназначенная для  вычисления структуры  вещ еств с  целью  
облегчения трудоем кой  работы  по обр аботк е рентгеноструктурны х данны х, снятых 
по точкам.

У Д К  5 1 (0 5 6 )
A. А.  Г у с а  к. М атематика в Белорусском  государственном  университете имени
B. И. Л енина. №  534-82. Д еп . от 18.11.82.

У казы ваю тся основны е направления и наиболее сущ ественны е результаты  научны х  
исследований м атем атических каф едр. О тмечаю тся работы  выпускников и сотрудников  
Б елгосуниверситета имени В. И. Л енина, удостоенны е премий республиканского и со 
ю зного значений. О свещ аю тся м еж дунар одн ы е связи м атем атиков БГУ  имени 
В. И. Л енина с  коллегам и зар убеж н ы х университетов, а т а к ж е вопросы подготовки  
кадров для  развиваю щ ихся и социалистических стран.

У Д К  5 1 7 .9 8 3 .2 7 : 5 1 9 .2 4 5  : 519.872
Н. Н. Л е о н о в .  Интегральные уравнения для инвариантны х мер цепей М аркова и 
м етод сущ ественной выборки. №  280-83 . Д еп . от 17.01.83.

С тационарное распределение однородн ой  цепи М аркова с пространством состояний  
общ его вида представляется  в виде итеративного реш ения некоторого линейного инте
грального уравнения второго рода, что позволяет привлечь к вычислению стационар
ных характеристик этой  цепи развитую  теорию  реш ения линейны х интегральных ур ав 
нений м етодом  М онте-К арло и, в частности, использовать м ето д  сущ ественной вы бор
ки, которы й, как известно (Р Ж М ат, 1976, 2 В 2 6 5 К ), непосредственно к стационарны м  
задач ам  для  цепей М аркова применить нельзя. П риведен  вычислительный алгоритм  
и некоторы е примеры.

У Д К  519.17
Л . Н. Б а т у р и н а .  Синтез сетей по симметричной полож ительной матрице требований.
№  281-83. Д еп . от. 17.01.83.

Рассм атривается  за д а ч а  синтеза по задан н ой  м атрице требований  полной неориен
тированной сети с ограничениями на функцию пропускной способности. Н айдены  усл о
вия, н еобходим ы е для  реализации матрицы требований как матрицы максимальны х  
потоков полной сети и предл ож ен  алгоритм синтеза для  н ахож ден и я  значений функции  
пропускной способности, удовлетворяю щ ей заданны м  ограничениям.

У Д К  681.3
А .  С. Л и п н и ц к и й ,  Г. Н.  Ч е р н и к о в ,  Г. И . Ш  п а к о  в с к и й. Оценка эф ф ек
тивности параллельной вычислительной системы . №  346-83 . Д еп . от  20 .01.83.

Р а зр аботан а  м етодика оценки эф ф ективности м ногопроцессорной вычислительной  
системы О К М Д -к ласса с  индивидуальной адресацией, и производится  анализ эф ф ек 
тивности такой системы.

У Д К  681.3
А. С. Л и п н и ц к и й ,  Н.  В.  С е р и к о в а ,  Г. Н . Ч е  р н и к о  в. Вы бор генератора  
функций расстановки для  параллельной вычислительной системы . №  347-83. Д еп . от
20.01 .83.

Р а зр аботан а  м етодика вы бора генератора функций расстановки для  м ногопроцес
сорной вычислительной системы  с индивидуальной адресацией  О К М Д -к ласса. Н а осн о 
ве р азр аботанн ой  м етодики произведен  вы бор оптимального генератора функций р ас
становки.

* Копии депонированны х статей м ож н о зак азать  по адр есу: 140010, М осковская  
обл., г. Л ю берцы , 10, О ктябрьский проспект, 403. П роизводственно-издательский  комп
лекс В И Н И Т И , отдел  распространения; тел. 271-90-10 , д о б . 26-29.
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У Д К  218  : 5 1 7 ( 9 4 4 )9 4 7
Е. В. Р а д к е в и ч .  О сходи м ости  м етода  Н ью тона реш ения нелинейных разностны х  
уравнений, аппроксимирую щ их систем у уравнений теплопроводности  в случае второй  
краевой задачи . №  348-83 . Д еп . от 20 .01 .83 .

Р ассм атривается  р азн остная схем а реш ения системы  д в у х  уравнений теп лоп ровод
ности с краевы ми условиям и второго рода . П олученная в резул ьтате аппроксимации  
исходной  задачи  разностной схем ой система нелинейны х разностны х уравнений реш а
ется м етодом  Н ью тона. Д ок азы вается  сходим ость м етода  Н ью тона к реш ению и сх о д 
ной задачи .

У Д К  519.62
В. И . Р  е  п н и к о в. Разностны е м етоды  с  расш иренной областью  устойчивости. 
№  349-83 . Д еп . от 20 .01.83.

П р едлагается  сп особ  улучш ения согласованности  в поведении реш ений диф ф ерен 
циального и разностного уравнений при численном реш ении задачи  Кош и для  обы кно
венных диф ф еренциальны х уравнений первого порядка. П остроены  примеры р азн ост
ных схем . П риведены  результаты  численного эксперим ента. У казы вается на в о зм о ж 
ность использования предлагаем ы х м етодов  при построении разностны х схем  в случае  
граничных за д а ч  для  диф ф еренциальны х уравнений с частными производны ми.

У Д К  621 .382
Т. Н . В о й т и к, И. М . Г р и б л о, В. И . JI о й к о , А. В . Т к а ч. Влияние расп олож е
ния кремниевы х пластин в к ассете на процессы  д еф ек тообр азован и я  при терм ообработке. 
№  350-83 . Д е п . от 20 .01.83 .

П роведен ы  экспериментальны е исследования (кремний p -типа) по влиянию р а с
п олож ения пластин в кварцевой кассете на процессы  деф ек тообр азован ия . П олучены  
результаты  по разности  плотности деф ектов  (дислокаций, преципитатов) на крайних  
пластинах в кассете и пластинах, располож енны х п осередине. Отмечена м аксималь
ная плотность деф ектов  на крайних пластинах ( ( 2 —9 ,8 ) -1 0  см - 2 ). Экспериментально  
установлена корреляция м е ж д у  плотностью  деф ек тов  и парам етрам и тестовы х транзи 
сторов. П ок азан о, что одной  из причин повы ш енной плотности деф ектов  на пластинах  
является больш ой прогиб и сходны х п одл ож ек  (40  м к м ).

У Д К  517 .928
Д а н г  Д и н ь  Т я у .  И сследование устойчивости н улевого реш ения диф ф еренциаль
ных уравнений в бан аховом  пространстве с пом ощ ью  укороченны х систем. №  351-83. 
Д еп . от 20 .01.83 .

Д л я  диф ф еренциальны х уравнений в бан аховом  пространстве и сследуется  слабая  
устойчивость и сильная неустойчивость н улевого реш ения сведением  к последователь
ности укороченны х диф ф еренциальны х уравнений. И зуч ен а  взаим опом ощ ь м е ж д у  п оня
тиям и неустойчивости (по Л я п ун ов у) и сильной неустойчивости, и получен критерий  
сильной неустойчивости в терм инах предельны х м н ож еств . Рассм отрены  конкретны е 
примеры, иллю стрирую щ ие полученны е результаты .

У Д К  546.791
А. Н . А к и м о в ,  Л.  И.  К о н ю ш к о .  К олебательны е спектры и структура пленок и 
порош ков триоксида вольф рам а, полученного из р астворов  WC15 в Д М Ф . №  428-83 . 
Д еп . от 26 .01.83.

Спектрально-структурны м и исследованиям и изучены  порош ки и пленки W 0 3 на 
различны х п одл ож к ах , полученны е гидролитическим осаж ден и ем  из растворов WC1S 
в Д М Ф .

У Д К  621 .315 .592
Б. В. К  л и м к о в и ч, Н . А. П  о к л о н с к и й. Д и аграм м н ая  техника вычисления пры ж 
ковой элек троп роводн ости . №  429-83 . Д еп . от 26 .01 .83 .

Граф ическая техника К онстантинова-— П ер ел я  м одиф ицирована на случай вычис
ления некогерентной (пры ж ковой) электропроводности . П олучены  интегральные ки
нетические уравнения. В  качестве прим ера рассм отрена электропроводность д в ухузел ь -  
ного кластера с одним  электроном  на низких частотах  прилож енного поля.
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У Д К  5 3 9 .1 2 : 5 3 0 .1 4 5
В . А. К о р о б о в .  О перенорм ировках и устранении р асходим остей  в К Э Д  канониче
ским п реобразованием . №  430-83 . Д еп . от 26.01.83.

Строится каноническое преобразован и е операторов поля дл я  приближ енной диаго- 
нализации оп ератора Гамильтона и оп ератора за р я д а  в рам ках квантовой эл ек троди 
намики. При этом  на определяю щ ие каноническое п реобразован и е функции наклады 
ваю тся такие граничные условия, что на больш их расстояниях получается гам ильто
ниан с перенорм ированны м и зар ядам и  и м ассой  электрона, а на малы х расстояниях  
происходит устранение р асходим остей . В простом приближ ении получены перенорм и
рованны е за р я д  и м асса электрона.

У Д К  681.3
А .  С. Л и п н и ц к и й ,  Г.  Н.  Ч е р н и к о в ,  Г. И . Ш п а к о в с к и й. Д вухп ри зн ак овая  
память с хеш -доступом , ч. 1. С труктура и ф ункционирование. №  431-83 . Д еп . от 26 .01.83.

Р а зр аботан а  структура двухп ри зн аковой  памяти с хеш -доступом .

У Д К  537 .311 .3-378.147-388
В . Г. Ш е п е л е в и ч ,  В.  Л.  Г е л ь ф а н д .  Р азр аботк а л абораторн ой  работы  «Э лектро
сопротивление сплавов». №  501-83. Д еп . от 27 .01.83.

П риведены  м етодические указания по постановке л абораторной  работы  «Э лектро
сопротивление сплавов». П одобраны  сплавы, описана м етодика их изготовления, п р ед
л о ж ен  м етод  изм ерения электросопротивления. Л абор атор н ая  работа  позволяет и зу 
чить основны е законом ерности влияния легирования на электросопротивление м еталлов.

У Д К  681.322.06
Н г у е н  К у а н г  Т а н .  Структурный п о д х о д  к проектированию  диалоговы х программ  
дл я  автом атизированны х обучаю щ их систем . №  503-83. Д еп . от 27 .01.83.

П редлагается  разработанны й в Б Г У  имени В. И. Л енина системно-структурны й  
п о д х о д  к проектированию  диалоговы х обучаю щ их программ дл я  автом атизированны х  
обучаю щ и х систем. Д а ет ся  анализ соврем енны х м етодов  и технологий програм м ирова
ния. Описы ваются управляю щ ие структуры  языка проектирования логического сц ен а
рия обучаю щ их курсов Я С Д . Рассм атриваю тся конкретны е этапы  создан и я  програм м 
ного п родукта в п редлагаем ом  п одх о д е .

У Д К  62-50
З а б е л л о  Л . Е. М инимизация квадратичны х ф ункционалов и проблем а второй вариа
ции для  управляемы х систем с зап азды ван ием . №  505-83. Д еп . от 27 .01 .83 .

М етодом  динам ического програм м ирования и сследуется  на минимум достаточно  
общ ий квадратичный ф ункционал на траекториях линейной нестационарной системы с 
запазды ванием  по состоянию .

П олученны е результаты  и сследую тся  при вы воде н еобходи м ого  и достаточного  
условия сильной полож ительности второй вариации в за д а ч а х  М айера для  неособого  
случая. Ф ормулировки теорем  в основном  упираю тся в сущ ествование реш ения у р а в 
нения Риккати.

Целый ряд утверж ден ий  получен при исследовании второй вариации в особом  
случае.

У Д К  518.5
Г у а р д а д о  Э р н а н д е с  М. Б. С интез специальны х транспортны х сетей без тран
зитны х вершин. №  777-83 . Д еп . от 14.02.83.

О пределяется м н ож ество  д у г  двусторон н ей  транспортной сети, которое обесп ечи 
вает поток, удовлетворяю щ ий спрос и минимизирующ ий м аксим альное значение п ото
ков по дугам . В сети допускаю тся  д у ги  м е ж д у  парами источников (стек ов ). П р ед л а 
гается алгоритм реш ения задач и  на осн ове найденного в явном в иде оптимального  
значения дуговы х потоков. С лож ность п редлож енн ого алгоритм а 0 ( п 2),  г д е  п —  число 
вершин сети.
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У Д К  681.3
А. С. Л и п  н и ц к и й, Г. Н . Ч е р н и к о в ,  Г. И. Ш  п а к о  в с к и й. Д вухпризнаковая  
память с  хеш -доступ ом , ч. 2 . А нализ некоторы х характеристик. №  776-83 . Д еп . от
04.02.83.

Д а н  анализ н екоторы х характеристик двухп ри зн аковой  памяти с хеш -доступом . 
П риводится  оценка объ ем а  оборудован и я.

У Д К  517 .928
Т а г б и н о  Т а м  б а. О сф ерической совм естности линейны х диф ф еренциальны х систем . 
№  778-83 . Д е п . от 14.02.83.

У станавливаю тся н еобходим ы е и достаточны е условия сф ерической совместности  
и сф ерического совпадения однородн ой  линейной и квазилинейной систем. Д л я  этих  
систем доказы ваю тся т а к ж е  теоремы  о сферической совм естности и сферическом совпа
дении по п оследовательности .

У Д К  621.391-621 .396
А. В. С и д о р е н к о .  П отенциальная точность оптической передачи непреры вного ра
диосигнала. №  779-83 . Д еп . от 14.02.83.

П р едл ож ен а  м одел ь  оптической системы передачи непреры вного сигнала при н а
личии ф луктуационны х пом ех, включая мультипликативны е. О пределена структурная  
схем а оптимального приемника. П олучены  аналитические вы раж ения для расчета точ
ности передачи ам плитуды  и ф азы  непреры вного радиосигнала.

У Д К  548-162.01
В. М. А  н и щ и к, Н . Н . Д  о р о ж  к и н. Расчет структурны х констант м етода  функции  
Грина для слож н ы х реш еток. №  5 9 8 Б е-Д 8 3 . Д еп . от 26 .04 .83 .

П редлагается  м етодика расчета структурны х констант м етода  функции Грина для  
слож ны х реш еток с сум м ированием  только по векторам обратной  реш етки. При этом та 
часть структурны х констант, которая сильно зависит от энергии и волнового век
тора, рассчиты вается точно, а оставш аяся р азлагается  в р я д  по энергии. В рем я счета 
структурны х констант с использованием  данн ой  м етодики значительно сокращ ается по  
сравнению  с точным учетом  их энергетической зависим ости.

У Д К  519.21
Н. М. 3  у  е  в, К. К . И  б р а г и м а. И сследование старш их спектральны х плотностей  
т(с1 )-зав и си м ы х случайны х процессов. №  5 9 9 Б е-Д 8 3 . Д еп . от 25 .04.83.

В водится  понятие m ( d ) - зависим ого случайного процесса и строится пример такого  
процесса. Д л я  m ( d )  -зависим ы х случайны х процессов получены оценки старш их спект
ральны х плотностей и их производны х.

У Д К  519.21
К. К. И б р а г и м а .  О свойствах коэффициентов перемеш ивания случайны х процессов. 
№  6 0 0 Б е-Д 8 3 . Д еп . от  25 .04 .83 .

П р иводятся  и доказы ваю тся  свойства коэф ф ициентов перемеш ивания случайны х  
процессов.

У Д К  681 .53  : 548.1
В. С. Т и ш к о в. П рим енение Э ВМ  при расчете парам етров  ближ него порядка. 
№  6 0 2 Б е-Д 8 3 . Д еп . от 25 .04 .83 .

П редставлены  вы числительная програм м а на язы ке Ф О Р Т Р А Н  дл я  расчета п ар а
м етров ближ него порядк а вещ ества, а так ж е примеры ее работы  при вычислении п а
рам етров ближ него п орядка м одельны х объ ем ов различной формы и величины, им ею 
щ их стр уктур у кремния.
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У Д К  681.53 : 548.1
В . С. Т и ш к о в. П рименение Э ВМ  при расчете теоретических радиальны х функций  
распределения атом ной плотности. №  6 0 2 Б е-Д 8 3 . Д еп . от 25 .04.83.

П редставл ен а вычислительная програм м а на язы ке Ф О Р Т Р А Н -IV  в систем е Д О С , 
предназначенная для  расчета теоретических радиальны х функций распределения атом 
ной плотности по известны м парам етрам  структуры  ближ него порядка м оделируем ого  
вещ ества, а та к ж е примеры ее  работы  при вычислении функций углового р асп р еделе
ния интенсивности рассеяния электронов и кривых радиального распределения атом 
ной плотности дл я  м оделей  реш етки кремния, имею щ их, соответственно, структуру  
б л и ж н его  порядка типа алм аза, вю рцита и пентагонального додек аэдр а .

У Д К  543.422.4 .062
В . А. М и р о н е н к о ,  М.  А.  К с е н о ф о н т о в .  А втом атизация процессов сб о р а  и 
обр аботк и  спектральной информации. №  6 0 4 Б е-Д 8 3 . Д еп . от 04.05 .83.

Н а примере взаим одействия сум м арны х сланцевы х ф енолов с  ф орм альдегидом  
п оказана  возм ож ность  более полной автом атизации процессов сбор а  и обработки  спект
ральной информации в исследованиях с применением количественного анализа И К  
спектров. П риводится вариант програм м ной стыковки И К  спектроф отом етра с ЭВ М , 
сокращ аю щ ий затраты  времени при маш инной обр аботк е спектров.

У Д К  519.1
М . М. К о в а л е в ,  Н . Н. П и с а р у  к. П отоковы е задач и  оптимизации на полиматрои- 
д а х . №  6 0 5 Б е-Д 8 3 . Д еп . от 04.05.83.

И сследую тся  задач и  выпуклой дискретной оптимизации на полим атроидах и 
обобщ енны х полим атроидах. П олученны е результаты  применяю тся для  реш ения р а з
личных субм одулярн о-граф овы х задач .

У Д К  5 3 9 .1 2 : 5 3 0 .1 4 5
В . А. К  о  р о б о в. О связанны х состояни ях полей в К Э Д . №  606Б е-Д 8 3 . Д еп . от 04 .05.83.

И ссл едуется  приближ енное построение связанны х состояний электронного и элек т
ром агнитного полей в рам ках квантовой электродинамики. И спользуется  как п р еобр а
зов ан ие операторов полей, так и построение пробны х состояний, что соответствует вы
делени ю  квадратичного по операторам  полей аппроксимирую щ его гамильтониана, учи
ты ваю щ его взаим одействие полей и устраняю щ его законы  сохранения, справедливы е  
д л я  полного гам ильтониана (на достаточ н о больш их расстояниях происходит их вос
стан овл ен и е). При интерпретации таких связанны х состояний частиц, в частности из 
восстановления калибровочной инвариантности, сл едует  квантование электрического  
за р я д а  наблю даем ы х частиц. Р ассм атривается  т а к ж е  возм ож ность получения кварковы х  
м одел ей  в рам ках К Э Д  как локального приближ ения после п реобразован и я операторов  
затравочны х полей в гамильтониане системы . Н евы летание др обн о-зар я ж ен н ы х кварков  
сл ед у ет  из восстановления калибровочной инвариантности, а векторны х бозон ов  
(« гл ю о н о в » )— из граничных условий на функции, определяю щ ие п реобразован и е о п е
ратора затравочного электром агнитного поля. Единственны ми парам етрам и являются  
за р я д  и м асса «голого» электрона.

У Д К  535 .37
К . X. Т у а н .  Спектрально-лю минесцентны е характеристики бор содер ж ащ и х органиче
ских комплексов. №  6 0 7 Б е-Д 8 3 . Д еп . от 04 .05 .83 .

Эксперим ентально исследованы  и приведены  основны е спектрально-лю минесцентны е  
характеристики сем и бор содер ж ащ и х соединений в толуол е и ацетонитриле. П оказано, 
что центральны й атом  бора и два  атом а кислорода в м олекуле связаны  координацион
ной связью . С делано предп ол ож ен и е о  том , что спектр поглощ ения толуольны х раство
ров  вещ еств №  1— 6 состоит из д в у х  полос, обусловленны х переносом  за р я д а  
и п — *- пе ре ходом электронов в м олекуле, причем первый член в зам ещ ении о п р еде
л яет  длинноволновое см ещ ение второй полосы  поглощ ения, а второй и третий —  корот
коволновой  сдвиг второй полосы поглощ ения относительно основной.

О бл адая  больш им квантовым вы ходом  ф луоресценции и сравнительно высоким  
коэф ф ициентом  экстинкции, и сследуем ы е вещ ества м огут быть использованы  в качестве  
активны х лазерны х ср ед  в сине-зеленой области  спектра.
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У Д К  517 .977
В. С. Г л у ш е н к о  в. Оптимизация непреры вных линейных систем в классе кусочно- 
постоянны х управлений. №  6 0 9 Б е-Д 8 3 . Д еп . от 04 .05.83.

Р ассм атривается  за д а ч а  максимизации линейного ф ункционала на траекториях н е
прерывной нестационарной линейной системы. Д л я  ее  реш ения предлагаю тся прямой  
и двойственны й алгоритмы  с адаптивной нормировкой. Н а итерациях алгоритмов инте
грирую тся и сходная  и соп ряж ен ная  системы. Точность интегрирования изм еняется от  
итерации к итерации (вы бирается минимальной среди  обеспечиваю щ их нормальный х о д  
итерации). П р иводятся  м одиф икации алгоритм ов, рассчитанны е на случай м ногом ер
ного управления.

У Д К  621 .383 .292
В. М . Л  у  т к о  в с  к и й, Ю . П . М а к а р о в ,  И . А.  М а л е в и ч .  П обочны е явления в 
ф отоэлектронны х ум н ож ител ях. №  6 1 0 Б е -Д З . Д еп . от 04 .05 .83 .

Д а ет ся  обобщ аю щ ий обзор  результатов  эксперим ентального исследования после- 
импульсны х явлений и собственного излучения отечественны х и зар убеж н ы х ф ото
ум нож ителей. Н а основании изучения спектральны х характеристик и динамики р а з
вития собственного излучения при увеличении ан одн ого тока сдел ан  вы вод о сущ ест
венном вкладе процесса десорбц ии  м олекул и атом ов остаточны х газов  и паров щ елоч
ных м еталлов с последн и х дин одов  в м еханизм  развития побочны х явлений, соп р ов ож 
даю щ и х процесс усиления ф ототока. П р ед л о ж ен а  обобщ ен н ая  м одел ь  ф отоум н ож и те
ля, учиты ваю щ ая внутренние обратны е связи и послеэм иссию  вторичных эм иттеров, и 
на ее  основании рассм отрены  некоторы е особенности  п роцесса детектирования н еста
ционарны х потоков оптического излучения.

У Д К  535.34
С. И . К  а с ь к о в а, Г. С. Р о м а н о в ,  JI.  К.  С т а н ч и ц,  К.  Л.  С т е п а н о в .  Табли
цы терм одинам ических функций и ионизационны й состав  плазмы углер ода . №  6 1 1 Б е-Д 8 3 . 
Д еп . от. 04 .05 .83.

С одер ж атся  данн ы е по термодинам ическим ф ункциям и ком понентном у состав у  
плазм ы  углер ода . П риведенны е результаты  получены по систем е уравнений С аха в  
кольцевом приближ ении в больш ом каноническом ансам бле. Расчеты  выполнены в д и а 
п азон е тем п ератур  плазм ы  103— 1 эВ  и плотностей 1,78 • 10-7 — 1 г /см 3 с логариф м иче
ским ш агом  по тем п ер атур е Al’g T = 0 ,1  и плотности A lg p = 0 ,2 5 .

У Д К  535.34
С. И . К  а с ь к о в а, Г. С. Р о м а н о в ,  Л.  К.  С т а н ч и ц,  К.  Л.  С т е п а н о в .  Т абли
цы терм одинам ических функций и ионизационны й состав  плазм ы  алюминия. №  612Б е-  
Д 8 3 . Д е п . от 04 .05 .83 .

С одер ж атся  данн ы е по терм одинам ическим  функциям и ком понентном у состав у  
плазм ы  алю миния. П риведенны е результаты  получены  по систем е уравнений С аха в  
кольцевом приближ ении больш ого канонического ансам бля. Расчеты  выполнены в д и а 
п азон е тем п ератур  плазм ы  103— 1 эВ  и плотностей 1,78 ■ 10~7— 1 г/см 3 с логариф м иче
ским ш агом  по тем п ер атур е A lg T = 0 , l  и плотности A lg p = 0 ,2 5 .

У Д К  681 .325
В . В . Д  а н и л е в и ч, А . Г. 3  е  н ь к о  в и ч, Е. В . Н о в и к о в .  М ногофункциональны й  
аналого-циф ровой  пр еобр азовател ь  в стан дар те К А М А К . №  6 1 3 Б е-Д 8 3 . Д еп . от 04 .05.83.

Р ассм атр и в ается  многопредельны й п реобр азовател ь  ам плитуда —  время —  к о д  с 
программны м управлением  порогом и коэф ф ициентом  п реобразован и я, реализованны й  
в м о д у л е  К А М А К  двойной  ширины. П р иводятся  результаты  исследований м етрологи
ческих характеристик преобр азовател я .

У Д К  62-50 1 /5 0 3
Н . Н . С к р и г а н. П араметрический п о д х о д  к ан али зу  и си нтезу  измерительны х систем. 
№  6 1 6 Б е-Д 8 3 . Д е п . от  04 .05 .83 .

Р азр абаты вается  м е то д  анализа и синтеза сигналов и систем, основанный на п ар а
метрическом п редставлени и  м оделей  реальны х объ ектов  и позволяю щ ий уменьшить про
тиворечие м е ж д у  простотой  и адекватностью  эти х  м оделей . В вводится  понятие син
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хронной  изм ерительной системы и рассм атриваю тся инструментальны е погреш ности  
синхронны х измерительны х систем, обусловленны е собственны ми ш ум ами устройств, 
ф орм ирую щ их ш калу времени для  синхронны х измерительны х систем. Рассм отрены  в о
просы  спектрального анализа сигналов и систем, полученны х в р езультате и спользова
ния парам етрического п одхода . П ок азано, что в этом  случае н еобходи м о  использовать  
аппарат п р еобразований  Ф урье —  С тилтьеса, являю щ ихся обобщ ением  преобразований  
Ф урье и обеспечиваю щ их однознач н ое описание исследуем ы х сигналов и систем в б а 
зи с е  квазигарм онических функций.

У Д К  517 .928
Т  а г б и н о Т а м б а. О разреш им ости сингулярных систем линейных диф ф еренциаль
ны х уравнений в специальны х случаях. №  6 1 7 Б е-Д 8 3 . Д еп . от  16.05.83.

Д л я  сингулярны х систем линейны х диф ф еренциальны х уравнений устанавливаю тся  
достаточны е условия наличия /'-параметрического сем ейства реш ений. Д л я  эти х систем  
устанавливаю тся та к ж е в ряде случаев достаточны е условия сущ ествования задан ного  
числа линейно-независим ы х реш ений и достаточны е условия зависим ости реш ения от 
произвольны х непреры вно-диф ф еренцируем ы х функций.

У Д К  6 2 1 .3 1 5 .5 9 2 +  537 .32  : 5 3 6 .4 8 (0 7 6 .5 )
А . К. Ф е д о т о в ,  JI.  Д .  В о р о н ь к о .  Р азр аботк а л абораторной  работы  «И зучение  
т ер м о эдс  в полупроводниковы х м атериалах при низких тем пературах». №  640Б е-Д 83 . 
Д е п . от 18.05.83.

О писы вается конструкция низкотем пературной ячейки для  изм ерения тер м оэдс  
полупроводниковы х м атериалов в области  тем ператур 100— 300 °К, а та к ж е м етодиче
ские ук азания по проведению  л абораторн ой  работы  на указанную  тем у дл я  студ ен 
тов  четвертого курса, специализирую щ ихся по ф изике полупроводников.

У Д К  330  : 1 1 5  : 62-50
Л . А. П  и л и п ч у  к. Двойственны й м етод  реш ения двухп родуктовой  транспортной  
за д а ч и  с  дополнительны ми ограничениями. №  6 4 4 Б е-Д 8 3 . Д еп . от  02 .06.83.

П остроен  двойственны й конечный м етод  реш ения сетевой двухп родуктовой  тр анс
портной задач и  с  дополнительны ми ограничениями. П р едлож ен н ая  оценка субоп ти 
м альности п озволяет остановить процесс реш ения после достиж ен ия  задан н ой  точно
сти  приближ ения к оптим альном у м ультипотоку по целевой функции.

У Д К  519.1
А . М. К  о ч к а р о в, В. А. П е р е п е л и ц а .  П арето-оптим альны е реш ения многокри
териальной задач и  покрытия граф а цепям и. №  6 4 5 Б е-Д 8 3 . Д еп . от 02 .06.83.

Р а б о та  посвящ ена 3-критериальны м постановкам задач и  покрытия граф а цепями. 
Д о к а за н ы  р я д  лемм и теорем , вы ясняю щ их либо н еобходим ы е, л ибо достаточны е у сл о 
вия принадлеж ности  однородны х, т. е. состоящ их из цепей одного  типа покрытий, П а- 
ретовском у м н ож еству . Д л я  одного к ласса зад ач  п р едл ож ен  м алотрудоем кий  алгоритм, 
которы й «почти всегда»  н аходи т такое п одм н ож ество  П аретовского м н ож ества, к ото
р о е  п р инадлеж ит всяком у полном у реш ению  задач и  F.
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Р Е Ф Е Р А Т Ы

У Д К  621 .372 .8
Т и т о в  А. Д .,  X  а п а л ю  к А . П . Гибридны е направляем ы е моды  симметричного пло
ского прозрачного волновода.—  В естн. Б елорусского ун-та. Сер. 1, ф из., мат. и мех., 
1984, №  2.

И сследованы  гибридны е направляем ы е Н Е - и Е Н -м оды  симметричного плоского  
диэлектрического волновода в случае прозрачности слоя и ок руж аю щ ей  среды . П ок а
зано, что собственны е реш ения реализую тся  неоднородны м и плоскими волнами при 
неком планарном  относительно нормали к границам распространении и только при угле  
неком планарности я /2 . Н есобственны е реш ения реализую тся, кром е того, при угле па
дения я /2 . В се  направляем ы е моды  относятся к классу поверхностны х волн.

Библ. 10 назв., ил. 2.

У Д К  539.1
Б а р ы ш е в с к и й  В. Г., К  у  т е  н ь С. А. О возм ож ности  исследования ф азовы х пе
р еходов  в сегнетоэлектриках с помощ ью  полож ительны х м ю онов.—  В естн. Б елорусского  
ун -та. Сер. 1, физ., мат. и мех., 1984, №  2.

П ок азано, что пучки поляризованны х мю онов м ож н о использовать для  и сследова
ния структурны х ф азовы х переходов  в сегнетоэлектриках. П олучено кинетическое ур ав 
нение, описы ваю щ ее процессы  релаксации спина мю она в сегнетоэлектрике.

Библ. 12 назв.

У Д К  535.39
О р л о в  JI. Н ., Г у а н у  С е . О влиянии тем пературы  на спектры отр аж ен и я,—  Вестн. 
Б елорусск ого ун-та. Сер. 1, ф из., м ат. и м ех., 1984, №  2.

С помощ ью  дисперсионны х соотнош ений в рам ках одноосцилляторной м одели  ис
следован о влияние тем пературы  на показатель прелом ления, коэф ф ициент экстинкции  
вещ ества, а та к ж е на коэф ф ициент отр аж ен и я  света при нормальном падении. П ок а
зано, что в зависим ости от величины отстройки частоты относительно центра линии 
поглощ ения с ростом тем пературы  величины спектрального коэф ф ициента отраж ения  
м огут как уменьш аться, так  и возрастать.

Библ. 6 назв., ил. 2.

У Д К  539.12.04
Ч а н  В а н .  Влияние сверхтонкого расщ епления ядерны х уровней на п оворот плоско
сти поляризации гам ма-квантов в поляризованны х миш енях.—  Вестн. Б елорусского  
ун-та. Сер. 1, физ., мат. и м ех., 1984, №  2.

И ссл едован о  влияние сверхтонкого расщ епления ядерны х уровней на вращ ение  
плоскости поляризации и двойное лучепрелом ление при движ ении  гам м а-квантов в ми
шени с поляризованны ми ядрам и. П ок азано, что при наличии расщ епления для  ядер  
со  спином возм ож ны  двойное лучепрелом ление и поворот плоскости поляризации д а ж е  
при совпадении энергии гам м а-квантов с энергией ядерного п ер ехода .

Библ. 4 назв.

У Д К  539.1 +  539.2
А  н ш а к о в О. М ., Г у  р а ч е  в с к и й В. Л ., X о л м е ц к и й А. Л ., Ч у д а к о в  В. А. 
М ессбауэровская  спектроскопия тонких пленок с регистрацией конверсионны х электро
нов.—  В естн. Б елорусского ун-та. Сер. 1, ф из., мат. и м ех., 1984, №  2.

П р ед л о ж ен а  м етодика регистрации конверсионны х электронов, сопровож даю щ их  
п ер еход  р езон ан сно в о зб у ж д ен н о го  ядра  57 F e в основное состояние, с помощ ью сцин- 
тилляционны х детекторов с тонкими пластм ассовы м и сцинтилляторами. И зучены  пара
метры сцинтилляторов различны х толщ ин. С помощ ью пластм ассового сцинтиллятора  
толщ иной 50 мкм изм ерен м ессбауэровский  спектр конверсионны х электронов фольги  
и з а -ж ел еза .

Библ. 6 назв., ил. 3.
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У Д К  539 .43
Б а р ы ш е в с к и й  В.  Г. ,  Ч е р е п и ц а  С. В. Влияние гравитационного поля Зем ли  
на прецессию  спина нейтронов.—  В ести. Б елорусск ого ун-та. Сер. 1, ф из., мат. и мех., 
1984, №  2.

П ок азан о , что в условиях динам ической диф ракции нейтронов в немагнитном  
кристалле эф ф ект влияния гравитационного поля Зем л и  на прецессию  нейтронов ст а 
новится зам етны м и появляется возм ож ность  его обн ар уж ен и я.

Б ибл. 3 назв.

У Д К  621 .372 .412
П а т е  к М ., X а и а л ю к А. П. М етод расчета парам етров основной моды  р езон а
тора с линзой .— В ести. Б елорусск ого ун-та. Сер. 1, ф из., мат. и мех., 1984, №  2.

В  параксиальном приближ ении найдены  параметры  низш ей моды  откры того оп ти 
ческого резон атор а  с линзой и сферическими зеркалам и. Д л я  таких расчетов п р едл о
ж ен  м ето д  зам ены  и сходного резонатора с линзой двум я  эквивалентны ми р езон атор а
ми без линзы. П р едлож ены  просты е аналитические и граф ические м етоды  определения  
п арам етров  эквивалентны х резонаторов.

Б ибл. 7  назв ., ил. 2.

У Д К  517.9
К  а л и т и н Б. С. М инимальная устойчивость реш ений диф ф еренциальны х систем ,—
В ести. Б елорусск ого ун-та. Сер. 1 ф из., мат. и м ех., 1984, №  2.

В в ед ен о  понятие минимальной устойчивости нулевого реш ения систем обы кновен
ных диф ф еренциальны х уравнений. Д о к а за н  р я д  теорем -критериев этого свойства. 

Б ибл. 6  назв .

У Д К  5 1 9 . 7 6 8 : 1 7
К о р о л ь  И. А ., С о  в п е  л ь И . В. А втом атизированная систем а перевода  ключевых 
слов (С П Е Р К С -1 ). II.— В ести . Б елорусск ого  ун-та. Сер. 1, ф из., мат. и м ех., 1 9 8 4 ,№  2.

Р ассм атривается  алгоритм построения дер ев а  Т *, ребрам  которого соответствует  
м н ож ество  словарей , оп р еделяю щ ее я дро  L*,  Д а ет ся  п р оцедур а ф орм ирования инф ор
м ационной базы , а та к ж е алгоритм обр аботки  м ассива входны х докум ентов  в систем е  
С П Е Р К С -1.

Б ибл. 3 назв.

У Д К  519 .926
Л е в а к о в  А. А . Р егулируем ость нелинейны х систем .—  В ести. Б елорусского ун-та. 
С ер. 1, ф из., м ат. и м ех., 1984, №  2.

В в ед ен о  понятие регулируем ости  систем , обобщ аю щ ее понятие управляем ости  с  
помощ ью  регулятора, получены  условия р егулируем ости  нелинейны х нестационарны х  
диф ф еренциальны х систем.

Б ибл. 4  назв.

У Д К  517 .925
П  р о к а ш е в а В. А. О днородны е системы  первого п орядка без подвиж ны х критиче
ских точек (случай А 0Ф 0 ) .—  В ест. Б елорусск ого ун-та. Сер. 1, ф из., мат. и мех., 
1984, №  2.

П олучены  н еобходим ы е и достаточны е условия отсутствия подвиж ны х критических 
точек (п. к. т .)  дл я  системы:

[ а0и '2 -}- а ги' - v '  -f- a2v '2 -f- а3и.2 -f- a t u - v  -f- a 5v2 =  0

I b0u '2 -j- b j u ' - v '  4 -  bzv '2 +  b3u2 +  bgU-v - f  bsv2 =  0

при условии

f a0b0 2 a ab0 « А )
l а ф г a 1b1 ci b̂̂ )

Б ибл . 3 н азв . 
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У Д К  519.1
К о в а л е в  М . М ., П и с а р у  к Н. Н . Н езависим ы е потоки и полим атроиды .—  Вести. 
Б елорусск ого  ун-та. Сер. 1, физ., м ат. и мех., 1984, №  2.

П р едлагается  м етод  построения полим атроидов, индуцированны х дуговы м и пото
ками в оргр аф ах. М етод  п озволяет дать  н овое реш ение задач и  о максимальны х н еза 
висимы х потоках, осн ован н ое на ее сведении к п олим атроидном у пересечению.

Библ. 5 назв.

У Д К  517.942;  531.44
Г л а д к о в а  Г. А ., М  а т а т о в В. И ., С о л о н с к а я К . А. О нагруж енности  фрик
ционной м уф ты  при квадратичном зак он е включения.—  В естн . Б елорусск ого ун-та. 
Сер. 1, физ., мат. и м ех., 1984, №  2.

И ссл едован  вопрос о работе буксования фрикционной м уфты  и динам ических н а
грузк ах  ее  ведом ы х элем ентов  при квадратичны х зак он ах включения.

Б ибл. 4  назв., табл . 1.

У Д К  517.544.8 .544
3  в е  р о в и ч Э. И ., Ч а е  в с к и й Г. Г. Конформны е отобр аж ен и я  круговы х м ного
угольников специального вида.—  В естн . Б елорусск ого ун-та. Сер. 1, ф из., мат. и м ех., 
1984, №  2.

П р едлагается  м етод  построения аналитических функций, осущ ествляю щ их конф орм 
ные отобр аж ен и я  круговы х пятиугольников частного вида на полуплоскость. О тобра
ж аю щ ая  функция выписы вается через реш ение вполне регулярной бесконечной систе
мы линейны х алгебраических уравнений. М етод  не тр ебует  вычисления акцессорны х  
парам етров.

Б ибл. 3 назв.

У Д К  519 .10
К р а в ц о в  М. К. К оценке сверху р ади уса  транспортного м ногогранника.—  В естн . Б е
л орусского ун -та . Сер. 1, ф из., мат. и м ех., 1984, №  2.

Д о к а за н о , что максимальный ради ус в классе невы рожденны х транспортны х много 
гранников порядка т Х п ,  2 < т < п ,  п > 3 ,  с  ( т — 1) п - \ - k гранями максимальной  
размерности равен числу т - k —  1 , если 0 <  k  <  п  —  2 ,  и не превосходит числа т - \ -  
4 - я — 2, если & = я — 1.

Библ. 7 назв.

У Д К  517 .926  '
Н а у м о в и ч  Н . Ф. Н естационарны е системы  с  законом  п лощ адей .—  В естн . Б ел ор ус
ского ун-та. Сер. 1, ф из., м ат. и м ех., 1984, №  2.

П олучен  критерий закона площ адей  для  нестационарной системы диф ф еренциаль
ны х уравнений посредством  введения новой ф азовой  перем енной и п ер ех о д у  к стацио
нарной систем е больш ей разм ерности.

Б ибл. 3 назв.

У Д К  517.925.12
К а с и м  М у х а м е д  А л ь - Х а й д е р .  О б изохронности гамильтоновы х диф ф еренци
альны х систем с полиномами 4-й степени.—  В естн . Б елорусск ого ун-та. Сер. 1, ф из., мат. 
и м ех., 1984, №  2.

Д ок азы ваю тся  н еобходим ы е и достаточны е условия изохронности  гамильтоновы х 
диф ф еренциальны х систем с полиномами 4-й степени.

Библ. 4  назв.

У Д К  517.98
Е р о ф е е н к о  В. Т. Спектральное р азл ож ен и е операторов  сим м етричного диф ф ерен 
цирования и дивергенции,— В естн. Б елорусск ого  ун -та . Сер. 1, ф из., мат. и м ех., 
1984, №  2.

П олучена спектральная ф орм ула, связы ваю щ ая операторы  симм етричного ди ф ф е
ренцирования и дивергенции на инвариантны х относительно группы  S O ( n , R )  п одпро
странствах симметричных тензоров.

Библ. 5 назв.
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У Д К  517 .544
Ж  о р о в и н а Т, Н . О б одной трехэлем ентной краевой за д а ч е  Рим ана на торе.—•
Вестн. Б елорусского ун-та. Сер. 1, ф из., м ат. и м ех., 1984, №  2.

Рассм атривается  одн ор одн ая  трехэлем ентная краевая зад ач а  Рим ана с постоянны 
ми коэф ф ициентам и на торе. Реш ение вы писы вается в зам кнутой  форме.

Библ. 2 назв.

У Д К  517 .925
К о в а ч е в  В. X. О приведении некоторы х диф ф еренциальны х уравнений с рациональ
ной правой частью к «треугольном у» виду при помощ и билинейного п реобразован и я.—
В естн. Б елорусского ун-та. Сер. 1, фнз., м ат. и м ех., 1984, №  2.

Р ассм атриваю тся диф ф еренциальны е уравнения, правая часть которы х рациональ
на. П ри выполнении найденны х условий из данн ого  уравнения с  помощ ью  билинейного  
п р еобразован и я  получается диф ф еренциальное уравнение, гд е  правая часть им еет  
«треугольны й» вид и удовл етвор яет  од н о м у  из д в у х  дополнительны х условий.

Б ибл. 1 назв.

У Д К  519 .62
Б о б к о в  В . В. Нелинейны е методы  численного реш ения диф ф еренциальны х уравн е
ний, основанны е на экспоненциальном п родолж ени и  реш ения.—  Вестн. Б елорусского  
ун-та. Сер. 1, физ., мат. м ех., 1984, №  2.

Д л я  численного реш ения за д а ч  с начальными условиям и в случае систем обы кно
венны х диф ф еренциальны х уравнений первого порядка, разреш енны х относительно  
производны х, предлагаю тся нелинейны е численные методы , явные и неявные, со хр а
няю щ ие при лю бом ш аге численного интегрирования применительно к частном у сл у 
чаю линейны х однородны х систем с  постоянной симметричной или несимметричной от 
рицательно определенной м атрицей свойство м онотонного убы вания евклидовой нормы  
ненулевого реш ения.

Библ. 3 назв.

У Д К  519.24
Т р у  ш Н . Н . Уменьш ение см ещ ения при оценивании спектральны х плотностей.—  Вестн. 
Б елор усск ого  ун-та. Сер. 1, ф из., мат. и м ех., 1984, №  2.

Р ассм атривается  м ето д  уменьш ения см ещ ения оценки спектральной плотности ста 
ционарного случайного процесса xt ,  t ^ Z .  П о  Т  наблю дениям  строится оценка спект
ральной плотности, к отор ая  является асимптотически несм ещ енной со см ещ ением , убы 
вающ им как Т~ п, где k  —  н апер ед  за д а н н о е  натуральное число.

Библ. 6 назв.

У Д К  519.62
Ш  а л и м а В . Н. О б одном  к лассе численных м етодов  реш ения систем обы кновенны х  
диф ф еренциальны х уравнений специального в ида .—  В естн. Б елорусского ун-та. Сер. 1, 
физ., м ат. и м ех., 1984, №  2.

П р едл агается  сп особ  построения численны х м етодов  реш ения задачи  Кош и в сл у 
чае систем обы кновенны х диф ф еренциальны х уравнений специального вида, основан
ный на обратим ости  диф ф еренциального оп ератора и принципа последовательного по
вышения порядка точности.

Библ. 4 назв.
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