
2. [ *! =  «, ^ ( 0 )  =  0, I Ух =  Уг> Hi (0) =  о ^

4  =  х \ ,  х 2 (0) =  0, и =  y lt \ у 2 = о, у 2 (0) =0, Q =  Р 2

Так как  х2 >  0, то система (10) не является локально регулируемой 
вдоль x ( t \  0; 0, 0; 0, 0).

3- \ Хх =  и, x t (0) =  0, | уг =  У2, Ух (0) =  О
з I ■ о О1)

=  х и  х 2 (0) =  0, и  =  у ъ  1 у 2 =  0, у 2 (0) =  О, Q =  R 2.

О сущ ествляя  построение м нож ества  Г ((3, t, 0, 0) д л я  системы (11), у б еж 
даем ся , что эта система л о к альн о  регулируема вдоль x ( t \  0; 0, 0; 0, 0). 
Л егко  проверить, что д л я  систем (10), (11) точка у 0=  (0, 0) п ри н адле
ж ит дР.
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У Д К  517 .925

В. А . П Р О К А Ш Е В А

О Д Н О Р О Д Н Ы Е  СИСТЕМ Ы  ПЕРВОГО П О РЯ Д К А  
Б Е З П О Д В И Ж Н Ы Х  К РИ ТИ Ч ЕС К И Х  ТОЧЕК (случай А0^ 0 )

В работе рассматривается система:

а0и ' 2 +  axu ' v '  +  a2v ' 2 +  а3и2 +  — 0

60гг'2 +  biu ' v '  +  b2v ' 2 +  b3u2 +  bxiw +  bbv2 =  0, 

где ak =  ak (2 ), bk =  bk {z), k  =  0,5
Введением подстановки u — w - v  рассмотрение системы (1) сведется 

к рассмотрению  решений уравнения:

А 0 (2 , to) w ' a +  Ах (г, to) to '* - f  А 2 (2 , to) w ' 2 +  А 3 (2 , to) =  0, (2)

а ,  \ п  I д Р  . д Р ,  \ 2 д Р  (  д Р  , д Р г \  ,  ш  D , ,где A 0(z, w ) = P [ - w b0 ------^  О0J — ^ ( ^ b 0  ш  а0) (РЬ0 -  Р ^ )  +

а 0 ( Р Ь 0 —  Р  1<7о)',
ч „ п /  д Р  , д Р л \  (  д Р  „  дРх п  \  д Р  (  д Р  и 

Ах (г, to) =  2 Р  b0 - - ^ - a 0j  Qn  ^  Q01J  ^

+  т ё -  “•) № .  -  ■р А . )  —  ш ( - £ г ' Q"  -т я г  с «‘) ’• -  Р л )  +
+  Q01 (Rbo — R i°o)" 2о0 {РЬ0 — РхС10) (PQu  Р iQoi).

^  <г' »> =  р (4 ё  -  т я г « » ) ' -  1 г  ( - S - -  т ё -  в » )  <р « -  -
— Р 1Q01) ао (PQ11  — Р 1 Q01)- А- 2Q01 {Pb0 Р jOq) (P Q n  P 1 Q01) 1

A 3 (г, to) =  Q01 (P Q n  —  P jQ o i)2, причем P  =  P  (2 , to) =  o0to2 +  a4to +  a2, 

P i  =  P i  (zito) =  y0to2 - f  bxw +  b2, Q01 =  Q01 (2 , to) =  a3w 2 - f  a4to +  a 5, Qu  =  

=  Q u  (2 , to) =  b3w2 - f  b4to +  b-a.
М ожно доказать, что уравнение (2) в случае Л о =^=0 представимо 

в виде:
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(a0w  -J~ Q01)

+

+ ( Р Ь 0 - Р 1а0У

p ¥ " f ' T  f  9 - - J 4 . I + 1 A )

w ' * +

w ,2 +

+  ( P Q 11 ~  P iQoi)‘J — 0, (3)
т. e. распадается на два уравнения

a o w ' 2 +  Qoi —  0 .  (4), B . w ^  +  B ^ w ' 2 +  B i  =  0 , (5 )

где В  о, В 2, В4 определены в (3).
Изучим каж дое из уравнений отдельно.

1. Рассмотрим уравнение (4): тогда, если:
а) а3 =  0, а 4 =  а5 =  0, то

w ' 2 =  0, т. е. w =  const; (61)
б) а3 =  0, а4 =  0, а5 Ф  0, то

w ' 2 = ----- — , т. е. w =  е [  Л[ ■— —  dz  +  Сх, е =  ztz 1; (61 ■)
а 0  J  ’  а 0

в) а3 =  0, а 4 Ф  0, аь Ф  0, то

• § — 5 ) ( * + - 2 ) *  <6" ‘>
необходимо, чтобы —  =  const, тогда

a i

г) а3 =  аь =  0, ф  0, то

a0w ' 2 +  aga  =  0, (6 IV)

ау= - т (  j  V  —  l i d z + C i

д) а3 Ф  0. Уравнение (4) запишем в виде

/2
w  = W 2 +  W  +

аз  «з

В силу [2] —  =  const, —  =  const, отсюда
°з  аз

1 1 , !
i v - % -

I
V  “ 3  4 q I  J

1

(?)

=  -  Й Г ’ <8 >

Ci =  const,  т. е. в реш ении нет подвиж ны х критических точек (п. к. т.)
е) а3ф 0 .  У равнение (4) мож но зап и сать  в виде

{w' - \ -aw- \-b)  — с, с Ф 0. (9)
О бозначив  w ' - \ - a w - \ - b = X ( z ) , Х ф 0,

т'- \ -а ш- \ -^  — сХ~у. (10)
И з  системы (10) запи ш ем :

X 2 —  X  ( Ь  —  6 ) — с  , . . .  ,  а . Х 2  +  ( В а  —  a  b )  X  —  а с  ,  1 0 .

=  ( Ь щ   ( “ ) ’  • <12>
И з (11) и (12) имеем уравнение Абеля относительно X (г) [3]

( Р  +  С) А  =  Ц М 2 +  N X  +  P) .  (13)

Чтобы решение уравнения (13) не содержало п. к. т. необходимо, 

ч то б ы N = 0 , P — С М = 0 ,  г д е М =  ------ а > У  =  ( ^ Z ^ ) (а — а ) + ^ а —

—  af>, Р  =  ( — ( а — а) +  ас. Тогда -Z- =  Съ  а =  — а  =  е j / ~ а з _

а0
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b =  —  p =  — e  / 4
2 V — a0a3

С учетом (14) из (13)

с =—   4а3С2
". Я;2 _ — 4я3 (са0 +  о3).

= с ,  с„ с, ■ const

(14)

(15)

И з вы ш еизлож енного  следует
Теорема 1. Е сли  выполнено одно из условий (61) — (6IV), (8), (14), то 

уравнение (4) не содерж и т  п. к. т. и интегрируется в квадратурах .
2. Рассмотрим уравнение (5), здесь

В 0 =
я А

2 <х 0Ьо « А

й2&2 я А аф 2
=  В 0 ( г ) ф  0.

Продифференцировав уравнение (5), в силу его решений имеем:

Во. \ 
в„ I

w  =  ■
дг ш,3 +

дВ,
dw

В„ дВг , „
Вп dw ) т + В ° '

В0 ) , В4 дВ2
dz w В„ ' dw

2 (B2w '2 +  2В4)

Необходимыми условиями в случае В 2Ф  0 являются:

Ч  a f A ' )I В и \ В I R / я в  В я в  \
=  о,в„

dz о,
в4 д\, Во / 0 64 1( дВ4 В2 дВ2

<эг и’ в2 1\ dw Во dw
Bj
Во

дВ,
dw

Это означает, либо

В4 =  0 (16 ') ,  либо =  а. =  Р; а, р =  const.

(16)

=  0.

(16")

Изучим соотношение коэффициентов для каждого случая уравне
ния (5).

а) В 2ф 0, В 4 =  0, тогда

В 0да'4 + B 2w ' 2 = 0 . (17)

Уравнение (17) распадается на два уравнения: да' = 0  и а /  = — В 2/ В 0\ 
первое уравнение в решении не содержит п. к. т.; второе уравнение 
перепишем в виде

1 „
w  =  б -  2  ,а ф 4

— 2
Яо&о
й262

Во 
а ф 2

а ф 3
аф.г

а3Ь3

а<А

я А
to4

f l 4 f t 4
да°

+

+ 2

аоРо
а ф 1

я А
я.А

я060
а4&4

да2 Н

О
-С)в<3 я А

аф 2 Я5^5
да +

Я0&0
&ф2

аф -i 
аф 2 

я А  
оф2 

афг 
а ф 2

+ 2

Я<А 
а ф 4 

а0Ь0
афо

а0Ь0
Я 5&5 

Я46 4

я А

+
Я0&0

я А
я 0Ь0

Я5&5

я А

Clvbz

аф ъ

аф 2

аф 3 +

(18)

Д л я  того чтобы уравнени е  (18) не со держ ало  п. к. т., необходимо, 
чтобы оно было представимо в одном из следую щ их видов [2]:

да'2 =  А  (г) (да — а 4)2 (да — а 2) (да — а 3), 

да'2 =  Л (г) (да — а 4) (да — а 2) (да — а 3) (да — а 4), 

да' =  В (г) (да — а 4) (да — а 2), 
причем выполнены условия:

(19)

(20) 
(21)

39



аФп
0 ,

СО 
|

О* со

аФ»
+

афь
афь аф 3
аф 2

+
афь

афз афь
аф2

+
афь

афь аф ь
аф 2

аФъ
=  0

=  0

аф0
аф-о

=  0 (22)

=  0

б) В -2 =h 0 , В г =  а В 0> В 4 =  р в 0, тогда уравнение (5) запишется в виде:

w '1 +  a w ' 2 +  р =  0. (23)

Из (23) находим w  =  е j  ”  ~  ~ dz  +  С 4, Ci — const.

З а м е ч а н и е .  В случае В 2 ф  0, В 4 =  0 В.2 не может быть функцией 
только от z.

в) В 2 =  0, В 4 # 0 ,  тогда да'4 = — В 4/В 0> где В 4 =  (PQ n  — P 4Q01)2 — 
многочлен восьмой степени относительно w.  Можно записать

(24)

П р и р а в н и в а я  п р авы е  части уравнени я  (24) и поочередно (19) — (2 1 ), 
получим соответственно системы д ля  определения  а;.

о  I а °^°—  2 а х —  а 2 —  сс3 =
\ ai° i

а \  +  2 а 4 ( а 2 +  а 3) +  а 2а 3 =

—  а 4 ( а 4а 2 +  а 4а 3 +  2 а 2а 3) =

« А
аф 3
а2Ь2

аф 3

Ctobo

аФ>1

I1.

+
а А
& Ф  ь

аф  1

а А

а ф 0
а ф 5

р,

(25)
Р.

a f a 2a3 =
а2Ь2

а А
Р, где р  =

I

а0Ь0
аф3

А
У - В 0

  ( ° 1  +  ° 2  +  И3 +  °4) —
а0Ь о 
а 4&4

+

а4а2 +  (а3 +  а4) (а4 +  а2) +  сс3а4 =

[а 4а 2 (а 3 +  а 4) +  а 3а 4 (а 4 +  а 2)] =  

йф  2

аф 1

афз
Cloh-2

аФг 
аф 2

Р.

+

аф±

аф  1 

а46 4 

аФг
афь

+
аФо

афо

Р.

Р.
(2 6 )

а 4а 2а 3а 4 =
аФд

•р.
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ct, =  •—
1 а0Ь0 аф 1 \
( а А +

афз ) Б

а 1а 2 = У аф2

афъ

аф 2 аф 1 аф 0 1 /
йф 2 + «А +

афъ 4 (
афо
аф^ +

а А

аФг
(х + 2 е

У

аф  2 

а.А

(27)

аф2 

аф ,

афх ( аФо « А \  l / ctiybo,
+ аф ъ « А

+ афъ афь ■М-
i ui ui

Здесь В  — е У  А  .
У равн ения  (19) — (21) исследовались Брн о  и Буке, их реш ения не со

д е р ж а т  п. к. т. [3].
З а м е ч а н и е .  В случае В 2 =  О, Д 4 =  О уравнение (5) примет вид 

ш '4 = 0 , т. е. не содержит п. к. т.
И так , получаем следую щ ую  теорему.

Теорема 2. П усть  выполнено одно из условий (25) — (27), (16) и (22), 
(16") .  Тогда уравнени е  (5) не имеет п. к. т.
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Н Е З А В И С И М Ы Е  ПОТОКИ И П О Л И М А Т Р О И Д Ы

М етод построения м атроидов, индуцированных путям и в графах, я в л я 
ется центральны м  д л я  проблем  теории тран сверсалей  (см. [1]). В н а с т о я 
щей зам етке  этот метод об общ ается  на полим атроиды  и прим еняется  д ля  
реш ения зад ач и  Ф у д ж и ш эж  [2] о м аксим альн ы х  независим ы х потоках. 
Отсутствующ ие здесь определения из теории полим атроидов  можно н ай 
ти в [3].

П усть Vi,  V2^ V — м н ож ества  источников и стоков о р гр аф а  G =  
=  (V,  Е ) .  Н езависим ы м  потоком н азы вается  вектор x e Z £ , удовлетво
ряю щ ий ограничениям

0 < * < d ,  (1), x ( E t ) - x ( E ~ ) = 0 ,  / е У М И и У г ) .  (2) 
0 < м ( 5 ) < 7 ? 1 (5 ) ,  S e e 2 \  (3), 0 < у ( 5 ) < Д 2 (5 ) ,  S e 2 l4  (4)

где d — вектор пропускных способностй, Ui =  x { E t ) — х ( Е Т ) ,  =  
=  х { Е Д ) — x ( E f ) ,  R k — субмодулярные неубывающие неотрицательные 
функции на 2 V*, символ 2У означает семейство всех подмножеств мно
ж ества  V. Известно, что ограничения  (3) и (4) з а д а ю т  полиматроиды , 
обозначаем  их соответственно Р i и Р 2. П р едп олагаем , что функции R k 
принимаю т целы е значения  и термин полим атроид  употребляем  та к ж е  
д ля  обозначения  множ ества, образован ного  пересечением Ри и решеткой 
целочисленных векторов.

1. Индуцированные полиматроиды. Д ополним  орграф  источником s, 
стоком t и множ еством  дуг  (s, i ) ,  f e W ,  (/, t ) ,  ) ' e l / 2. Н овы й орграф  обо
значим G*. П ропускны е способности новых дуг равны  оо, а стары х не
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