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М И Н И М А Л Ь Н А Я  УСТОЙЧИВОСТЬ Р Е Ш Е Н И Й  
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  СИСТЕМ

Р ассм о тр и м  систему ди ф ф ерен ц и альн ы х  уравнений

x = f ( x ,  t ) ,  (1)
где x<=Rn, n -мерному Е вкли дову  пространству; f : R n+l R n и V t ^ R  
f ( О, /) =  0. П усть  f  непреры вна в цилиндре D H — В н  X R, В н  =  
=  {х  е  R n : ||х|| <  Н ) ,  Н  >  0, выполнены условия  единственности р еш е
ний х(хо,  to, t ) ,  х(хо,  t0, to) =  Xq. П р едп олож и м , что V а  е  ]0, Н[ и 
V / 0G ^ a / [ ( a ,  to) >  0, д л я  которого ||х0|| <  /г (a ,  t0) =*- | |х (х 0, to, t) || <  
<  а  V tZ ^  t0, т. е. нулевое решение системы (1) устойчиво по Л япун ову  
[1]. П о л о ж и м  h(to) = h ( H ,  to) и введем

О п реде ле н ие  1. Н улевое  реш ение системы (1) будем н азы вать  м ини
м ально  устойчивым, если V V б е ] 0 ,  h ( t 0)[ Н е =  е(б , 0̂) > 0  такое, 
что 6 < | | j c 0| |< f t ( f o )  \ \х(х0, t0, /) | | > е  V t ^ z t 0.

Если ч исла h, г мож но вы брать  не зави сящ и м и  от /0е / ,  где I  — интер
вал  R,  то будем говорить, что нулевое реш ение системы (1) равномерно 
м иним ально  устойчиво по t0^ I .

Зам ети м , что при условии отсутствия зависимости  h  от t07 ^ 0 устой
чивость нулевого реш ен ия н азы в аю т  равном ерной [2]. Если не требовать  
о б язател ьн ы м  устойчивость, то определение 1 эквивалентно  определению 
е-ограниченности решений [3].

Опре д е ле н и е  2. Будем  говорить, что ф ункц ия  V : D H ~ ^ R  допускает 
больш ой низший предел  при х - > 0 ,  если V t ^ R  V(0, t) =  0 и
V t0 R  V б <= ]0, h ( t 0)[ 3  % =  Ц б ,  t0) >  0 такое , что б <  ||х|| <  h ( t 0) => 
=*- V (х, t) >  К V  t ^  t0.

Опре д е ле н и е  3. Определенно п о л о ж и тел ьн ая  [1] ф ункция  V : D H - + R  
допускает  определенны й бесконечно м алы й  высший предел при х - > 0 ,  
если сущ ествует  н еп реры вн ая  определенно п о лож и тельн ая  функция 
U : В н  ->■ R  т а к а я ,  что V (х, t) е О н  V (х ,  t ) ^ U  (х)  и U (0) =  0.

Теорема 1. П усть  нулевое решение системы (1) устойчиво по Л я п у 
нову. Тогда  д л я  того, чтобы решение х =  0 было миним ально устойчивым 
необходимо и достаточно, чтобы д л я  каж до го  t0^ R  сущ ествовала  ф унк
ция V :Dh(t0) R  со следую щ им и свойствами:

1) V  д о п у скает  больш ой низший предел  при х  0;
2) У 'д о п у ск ает  определенный бесконечно м алы й  высший предел при 

х  —>  0;
3) V  н еуб ы вает  вдоль всякой траек тори и  с начальны м  условием

(Хо, to) еП/гЦо)-
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточность. П усть  ф ункция  V  удовлетво

ряет  всем т р ебо в ан и ям  теоремы  1. Тогда  на основании 1) V  t 0̂ R ,
V б, 0 < б < / г ( / 0) ,  молено определить число Х =  Х(8, t 0) > 0  такое, что при 
б < | | х | | < / г ( / 0) будем  иметь неравенство  V ( х ,  t ) > X  V t ^ t 0. По числу %
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с учетом 2) и свойств функции U  (см. определение 3) мож но у к а за т ь  
число е, 0 < е < 8 ,  д л я  которого sup  U ( x ) .  Если 6 < | |X o | |< / i ( / o ) ,

11*11=8
t o ^ R ,  то V[x0, V[x(xo, to, t ) ,  t] в силу 3) при t ^ t 0. О тсю да следует, 
что \\x (xq , to, 0 1 1 > е  при t ^ t 0, т а к  к а к  в противном случае  наш елся  бы 
момент времени t* > to ,  что Цл:(дг0, to, /* ) | |  =  е. О днако  в этом случае  им е
лось бы соотношение V[x(x0, t0, t * ) ,  f *]г£  ̂Е/[лс ( * 0, to, п ротивореча
щ ее определению числа Я. Д остаточн ость  д оказан а .

Необходимость.  Пусть тривиальное  решение системы (1) минимально 
устойчиво. П о к а ж е м ,  что в этом случае  существует ф ункц ия  К : Z)/l((o) 
~ ^ R +, уд о влетво р яю щ ая  1)— 3).

Р ассм отри м  реш ения х(хо, to, t) системы (1), д л я  которых в соответ
ствии с определением м инимальной устойчивости вы полняю тся  н ер авен 
ства 8 < | |х о | |< / г ( / о )  и \ \х(х0, t0, t ) \ \ > e V  f ^ z t 0. О пределим функцию  V  
в произвольной точке (хо, t0) eZ3/1((0) по правилу: V ( х 0, t0) =  inf ||лг(лг0, to, t) ||.

Очевидно эта  ф ункция определена однозначно. К ром е того, V ( х 0, to) ^  
^ | | x ( x o ,  t0, to) \\ =  U(xo) ,  поэтому с учетом произвольности вы бора числа б, 
0 < 8 < / i ( f o ) ,  ф ункция  U  удовлетворяет  всем требованиям  определения 3. 
С ледовательно, выполнено т а к ж е  и 2).

П роверка  требовани я  3) проводится  аналогично д о казател ьств у  т р е 
бован ия  4 теоремы 3.1. [4] (см. необходимость).

П о к а ж е м ,  что вы полняется  1). Д ействительно, поскольку  при ||х0| [ > 6  
имеем \\х(хо, to, / ) | | > е  =  е (8 , /о) д л я  всех t ^ t 0, то д л я  ||л;о11>8 получим 
К (х 0, t0) =  inf \ \х{х0, t0, t) Ц ^ е .  П оэтом у  при Я =  0,5е(б, t0) ф ункц ия  V 

t>u
удовлетворяет  определению 2, что и требовалось  доказать .

Теорема 2. П редп олож им , что тривиальное  решение системы (1) 
устойчиво по Л япунову. П усть  сущ ествую т скалярн ы е  функции V \ D n -> 
- + R ,  a : R - + R ,  удовлетворяю щ и е  следую щ им требованиям : (f) V  непре
рывно диф ф еренц ируем а, допускает  определенный бесконечно м алы й 
высший предел при х - ^ - 0  и V ( x ,  t ) > 0 д л я  х=£0 (х, t ) ^ D H, (ii) а  инте
грируем а при t ^ t 0 д л я  всех t o ^ R  и вы полняется  неравенство  V (x ,  t ) ~ ^  

( t ) V ( x ,  t ) ,  (х, t ) ^ D H, {Hi) сущ ествует  конечное число С =  С ( /0) т а 

кое, что I а  (т) dx >  С {t0) при t ^ t 0. Тогда решение х = 0  системы (1)
to

минимально устойчиво. dV у
Д о к а з а т е л ь с т в о .  И з очевидного соотношения - у — =  у - dt имеем

t  .
С VV [х (х0, t0, t),  t ) = V  {х0, t0) exp ) - y ~ d x  при t ^ t 0 и x0=/=0. Поэтому,
to

t

учитывая (f t) ,  будем иметь V [x (x0, 0̂, t),  t ] ^ ] / { x 0, t^) exp J a  ( t )  dx  для
0̂

t ^ - t 0 и х 0 Ф О .  Теперь, принимая во внимание (t), (ш ) (см. определе
ние 3 ) ,  получим неравенство  U[x{x0, t0, t ) \ ^ z V  {х0, t0) exp C ( t 0) д л я  t ^ t 0 
и х 0ф 0. Но ф ункция U (х) определенно полож ительна, а K (x0, to) опре
деленно п олож ительн а  по х 0 при ф иксированном  t0, поэтому по задан ном у  
числу 8 > 0  всегда мож но у к а з а т ь  число е==е(б, / о )  > 0  такое, что если 
| |* о | |> 6 ,  т°  \ \ * { х о ,  to, t) || > е  при всех t ^ t o ,  что и требовалось.

Если число С мож но вы б р ать  вне зависимости  от п а р а м е т р а  t o ^ I ,  то 
теорем а 2 гарантирует  равном ерную  м инимальную  устойчивость по t0^ I ,  
(где I  — неограниченный и н тервал  R ) .

Теорема 3. Д л я  того чтобы реш ение х = 0  системы (1) было р ав н о 
мерно минимально устойчивым по t 0̂ R ,  необходимо и достаточно сущ е
ствования  функции V  со следую щ им и свойствами:

(i) V  з а д ан а  в ш аре  В н ,
( i i) V  непреры вна в н ач але  координат  и 1/(0) = 0 ,
(ш )  V  полож ительно оп ределен н ая  функция,
(IV) д л я  всякой  траектории  ( х { х 0, 0, t ) ,  t ) ,  ||х0|| < / t  (0), системы (1) 

V [ x { x o ,  О, 0 ] = V [ * 0],
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  П усть тривиальное  реш ение системы (1) р а в 
номерно м иним ально  устойчиво по t0^ R .  Тогда  д л я  лю бого числа а > 0 ,  
0 < а < Н  сущ ествует  число h = h ( a ) > 0 и д л я  всякого б, 0 < 6 < / г ( 7 0) 
най дется  число е =  е ( 8 ) > 0  такое, что

6 < | | x 0| | < / i ( a ) ^  е <  IU (хо, to, t) || < ос, V t ^ z t 0. (2)
Рассмотрим функцию V  (х„) =  sup || х (х0, t, 0) ||, | |х 0 1| < / i  (а) .  Она

г<о
однозначно определена и в силу (2) ограничена при ||x0| |< / i ( a ) .  Из 
правого неравенства (2) следует, что У ( х ) - < а  при | |x | |< /i(a )  и У ( 0 ) = 0 ,  
т. е. (и)  выполнено. Кроме того, с учетом (2) будем иметь V  (х„) =  
=  s u p | | x ( x 0, t, 0 ) | | > а > 0  при || х0 1| >  h  (а). Значит, V  определенно по- 

t<o
ложительна.

О ставш ий ся  пункт (IV) проверяется  непосредственной подстановкой 
с помощ ью  того, что х[х  (х0, 0, t ) ,  t, 0 } = х 0 V / ^ 0 .  Достаточность тео р е
мы 3 следует  из теоремы  1.

Л егко  видеть, что д л я  линейны х систем справедли ва  
Теорема 4. Т риви альн ое  решение линейной системы х = А х  с постоян

ной м атрицей  А  м иним ально  устойчиво тогда и только тогда, когда все 
хар актеристич еские  числа м атри цы  А  имеют нулевы е вещественные ч а 
сти и допускаю т лиш ь простые элем ентарны е  делители.

А налогично этом у имеет место
Теорема 5. Триви альн ое  решение системы x = A ( t ) x  с непрерывной 

периодической м атри цей  A { t )  минимально устойчиво тогда и только 
тогда, когда  все ее м ульти п ли каторы  р* [5] л е ж а т  на окруж ности  |р*| =  1 
и имею т лиш ь простые элем ен тарн ы е  делители, если их рассм атри вать  
как  собственные значения  соответствую щ ей м атри цы  монодромии.

З а м е ч а н и е .  М етод  построения функций Л яп у н о ва  в виде связки  
интегралов, п редлож енн ы й Н. Г. Ч етаевы м  [6], всегда гарантирует  мини
м альную  устойчивость исследуемого полож ен ия  равновесия. Этот ф акт  
вы текает  непосредственно из теорем ы  3.

Рассм отри м  пример устойчивой системы, описанный Н. Н. Красов- 
ским [2, с. 57]. О дин из вари ан тов  его аналитической  записи  имеет вид

х  =  — У +  х  У х 2 +  У2- sin2 ^  ^  у2 ,

У =  х  +  у  у х 2 +  у 2 • sin2 1 , если х2 +  у2 Ф  0
[ х  г  У

и х =  0, у  =  0 при х2 +  г/2 =  0.
Ф ункция V  (х, у)  =  0,5 (х2 +  у 2) обладает непрерывной производной

по времени V  (х, у)  =  (х2 +  у 2)3/2 • sin2 -B-j-— при х 2У у 2Ф 0  (У (0, 0) =
х  I У

— 0). По теореме 1 такая  система минимально устойчива, а в силу авто
номности системы и равномерно минимально устойчива по t0 ^ R -
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