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Настоящее учебно-методическое пособие составлено на материале 

занятий по курсу математического анализа, изучаемого в третьем семестре  

на физическом факультете университета. В нем излагаются необходимые 

теоретические сведения из раздела «Интегрирование функций 

комплексной переменной» в виде определений, формул, теорем и 

замечаний. Приводится значительное количество наиболее характерных 

примеров с подробным описанием их решения. 

Для организации самостоятельной работы студентов физических и 

радиофизических специальностей. 
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Предлагаемое методическое пособие составлено на материале 
занятий по курсу математического анализа, изучаемого в третьем семестре 
на физическом факультете Белгосуниверситета. Оно включает некоторые 
необходимые сведения из теории функций комплексной переменной, 
методические указания к решению задач. Основное содержание 
составляют примеры с подробными решениями, которые могут служить 
основой для самостоятельного освоения студентами раздела 
“Интегрирование функций комплексной переменной”. 

 
1. Некоторые сведения из теории интегрирования функций 

комплексной переменной 
 
 1.1. Основные определения.  
          Пусть C  − кусочно-гладкая кривая в плоскости комплексной 
переменной iyxz  , а однозначная функция ) ,() ,()( yxivyxuzf   − 
непрерывна в точках кривой C . Разобьем кривую C  на дуги точками в 
порядке их следования по кривой: bzzaz n   ..., , , 10 , где ba  ,  − начальная 
и конечная точки кривой. Составим сумму 

  



n

k
kkkn zzf

1
1 , 

где k  − произвольно выбранная точка частичной дуги с номером k . 

 Если существует конечный предел n

lim

0
, где 1

,1
max 


 kk
nk

zz
 

 , и 

он не зависит от способа разбиения кривой на дуги и выбора точек k , то 
его называют интегралом от функции )(zf  по кривой C : 


 C

n dzzf )(lim
0



. 

 Вычисление 
C

dzzf )(  сводится к вычислению криволинейных 

интегралов второго рода от действительных функций ) ,(  ),,( yxvyxu :  

    ) ,) ,(() ,) ,(()( dxyxvdyyxuidyyxvdxyxudzzf
CCC

  .   (1) 

 Если кривая C  задана параметрически уравнением )()()( tiytxtz  , 
   ,t , а     zbza    ,  − начальная и конечная точки кривой, то  

    







dttztzfdttiytxivudzzf

C

)())(()()()( ''' .    (2) 

 1.2. Свойства интегралов.  
Свойства интегралов от функций комплексной переменной 

непосредственно вытекают из свойств криволинейных интегралов. 
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 10. 



CC

dzzfdzzf )()( , то есть при изменении ориентации кривой 

интеграл меняет знак. 
 20.  

CCC

dzzgbdzzfadzzbgzaf )()())()((  − линейность интеграла 

для любых комплексных чисел ba, . 
 30.  

CnCCC

dzzfdzzfdzzfdzzf )( ... )()()(
21

, если путь 

интегрирования C  описывается движущейся точкой, проходящей 
последовательно его части nCCC  , ...   , ,21 . 

 40. Если вдоль линии C  имеет место неравенство Mzf )( , то, 

обозначая длину кривой через l , имеем оценку интеграла: Mldzzf
C

 )( . 

 1.3. Теорема Коши для односвязной области. 
Пусть функция )(zf  аналитична в односвязной области D . Тогда 

интеграл от )(zf  по любому замкнутому контуру  , целиком лежащему в 
D , равен нулю:  

0)( 


dzzf .       (3) 

 Следствие.  Пусть функция )(zf  аналитична в односвязной области 
D . Тогда интеграл от )(zf  не зависит от пути интегрирования. Если 
кривые 21   ,  , лежащие в D , имеют общие начало и конец, то 

 
21

)()(


dzzfdzzf . 

В этом случае интеграл от функции )(zf  по любой кусочно-гладкой 
кривой, лежащей в D , и соединяющей точки 1z  и 2z , вычисляется по 
формуле: 

2

1

2

1

)()( z
z

z

z

zdzzf  ,      (4) 

где )(z  − любая первообразная )(zf . 
 Справедлива формула интегрирования по частям: 

dzzgzfzgzfdzzgzf
z

z

z
z

z

z
 
2

1

2

1

2

1

)()()()()()( '' .    (5) 

1.4. Теорема Коши для многосвязной области. 
Пусть граница Г многосвязной области D состоит из замкнутой 

кусочно гладкой кривой 0  и попарно не пересекающихся замкнутых 
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кусочно гладких кривых ,,..,, 21 n  расположенных внутри  0 , и пусть 
функция  )(zf  аналитична в области D и непрерывна вплоть до ее 
границы. Тогда 

 



n

k k

dzzfdzzf
1

0)()(
0 

. 

 При этом все кривые ориентированы так, что при обходе каждой из 
этих кривых область D остается слева. 

 
 1.5. Интегральная формула Коши. 

 С помощью интегральной формулы Коши значение аналитической 
функции внутри области выражается через ее значения на границе этой 
области. 
 Теорема 1. . Пусть )(zf  аналитична в односвязной области D , а   − 
простая замкнутая кривая, лежащая в D . Тогда для любой точки z , 
лежащей внутри  , справедлива формула: 

 


 zt

dttf

i
zf

)(

2

1
)( .       (6) 

 Замечание.  На практике при вычислении интегралов формулу (6) 
удобно использовать в виде 





















Dz

Dzzif

zt

dttf

            ,0

  ),(2)(
 .      (7) 

 Теорема 2. Пусть )(zf  аналитична в области D . Тогда в любой 
точке Dz  )(zf  имеет производные любого порядка:  

   


 1)(

)(

2

!
)(

n
n

zt

dttf

i

n
zf ,   ...3,2,1n      (8) 

где   − любой замкнутый контур в D , а Dz . 

 Замечание.  При вычислении интегралов формулу (8) используют в 
случае кратных корней : 

 















 









Dz

Dzzf
n

i

zt

dttf
n

n
            ,0

  ),(
!

2

)(

)(
1

.     (9) 

 1.6. Однозначные ветви многозначной функции.  
Пусть )(zF  − функция, заданная в области D  и принимающая в 

каждой точке D  одно или несколько (возможно и бесконечно много) 
значений. Если )(zf  − однозначная функция в D , значение которой в 
каждой точке D  совпадают с одним из значений )(zF в той же точке, то 
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)(zf  называют однозначной ветвью многозначной функции )(zF  в D . 
Если )(zf  − аналитическая функция в D , то ее называют однозначной 
аналитической ветвью )(zF  в D .  
 Точка, при однократном обходе которой по замкнутому контуру 
одна ветвь многозначной функции переходит в другую, называется точкой 
ветвления многозначной функции. В окрестности такой точки отдельные 
ветви многозначной функции уже нельзя рассматривать как различные 
однозначные функции. Для n -значных функций точки ветвления 
называются алгебраическими, для бесконечнозначных – 
логарифмическими. 
  Для n -значной функции n zw   точками ветвления являются 0z  
и z . В односвязной области D , не содержащей эти точки, можно 

выделить n  однозначных ветвей функции:   ,

2arg

n

kz
i

n
k

n ezz



  

1,0  nk  ,   zarg . Пример такой области − вся плоскость z  с 
разрезом от 0  до  . 
 Для бесконечнозначной функции Lnz  точки ветвления те же: 0z  и 

z . В описанной выше  области D  также можно выделить однозначные 
аналитические ветви функции, различающиеся значениями аргумента: 

   ...    1  k  ,2,,0),2(arglnln  kzizz
k

 . 

 При 0k  имеем так называемое главное значение логарифмической 
функции .arglnln zizz   

 При интегрировании по кривой  необходимо выделить конкретную 
однозначную ветвь многозначной функции. На практике обычно задают 
значение многозначной функции в некоторой точке кривой 
интегрирования. Если кривая замкнута, то начальной точкой пути 
интегрирования считается та точка, в которой задано значение 
подынтегральной функции. 
 
 2. Примеры вычисления интегралов.  
 Вычислить следующие интегралы. 
 1. 

C

zdz ,  C  − кривая, соединяющая точку a  с точкой b . 

Решение.  Вычислим интеграл по определению. Разобьем кривую 
точками bzzaz n   ..., , , 10  на дуги, 1

 ,1
max 


 kk
nk

zz . После чего: 

а) выберем 1 kk z ,  


 
n

k
kkkn zzzS

1
11 ; 
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б) выберем kk z ,  



n

k
kkkn zzzS

1
1

~
; 

    22

1

2
1

2

00
limlim

2

1~

2

1
abzzSSzdz

n

k
kknn

C

 



 

. 

2. 
C

dzz , C  − радиус-вектор точки iz  2 . 

Решение. Параметрическое уравнение кривой C :   2
xixxz  ,  2 ,0x . 

Тогда  

 idx
i

xdzz
C







   2

2

5

2
1

2

52

0

.       

3.  dzzz
C

sinRe , C  − прямая, соединяющая точки 2z  и 

iz  2 .  
Решение. Параметрическое уравнение кривой C : iyz  2 ,  1 ,0y . 

     chyiyz  2sinResinRe  . Тогда  

      111122sinRe
1

0

  chshiidychyiydzzz
C

 .  

  

4. 
C

dzzz
2

, C  − дуга окружности 2z , 0Re z . 

Решение. На окружности iez 2 ,   2  ,2
  . Тогда  

ideidzzz i

C
3216

2

2

2









  .      

5. 
C

dz
z

z
, C  − граница области 21  z ,  0Im z  проходится в 

положительном направлении. 
Решение. Разобьем границу области на части. 

1C : 0Im  ,2  zz . На окружности     ,0  ,2  iez . 

2C :  1  ,2  ,  xxz . 

3C : 0Im  ,1  zz .  На окружности  0  ,  ,   iez . 

4C :  2  ,1  ,  xxz . 

3

4
2

0

3
4

1
  




 deidz

z

z
dz

z

z i

k CC k

.      
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6.  dzzz
C
  2Re , C  − дуга параболы  1  ,0  ,2 2  xxy . 

Решение. Параметрическое представление кривой C : 

 1  ,0  ,2 2  xxixz . 

    
30

1
414Re

1

0

422 i
dxxixxxdzzz

C


  .     

7. 
C z

dz
, где: а) C  − верхняя половина окружности  0Im   zz  , 

выбирается та ветвь функции z , для которой 11  ; б) C  − правая 
половина окружности    0Re  1  zz , выбирается та ветвь функции z , 

для которой  ii  1
2

2
. 

Решение.  

а) Первый способ. Полагаем iez  ,    2  ,0 . Из условия 11   

следует, что 2 ii ee  . Тогда  

 12
0

2

0
2

  ideid
e

ie

z

dz i
i

i

C









 .      

Второй способ. Согласно формуле Ньютона-Лейбница 

   12112
1

1

 


i
z

dz

z

dz

C

.       

б) iez  , 





2
  ,

2

 . Из условия  ii  1
2

2
 заключаем: 

2)2(  iii eee   . Тогда  

  ieedeid
e

ie

z

dz iii
i

i

C

222 44
2

2

2
2

2
2




 


 












 . 

8. dz
z

ctgzi




2
2sin

1


. 

Решение.  

2

1
1

2sin

1 2

2

2

2
2

cth
icth

zctg
ctgzdz

z

ctgz
i

i

















. 

 

9.   
i

zdzizJ
0

2cos32 .  
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Решение.  

       
iii

zdzizdzizzdzizJ
000

2 2cos32
2

1
32

2

1
cos32 .  

При вычислении интегралов используем формулу Ньютона-
Лейбница и формулу интегрирования по частям. В результате имеем: 

4

9252
2sin

2

1
2sin

2

3

2

1

2

3

2 000

2 







 










 

shch
zdzz

i
z

izz
J

iii

. 

10.   
RC

n
n dzazJ , nRazCR   ,  :   − целое число.  

Решение. На окружности   2  ,0  ,   i
R eRazC . 

   





 
2

0

11
2

0

deiRdRieeRJ niniinn
n . При 1n  

idiJ 


2
2

0
1   . При   0

1
  1 2

0
1

1



 


 ni

n

n e
n

R
Jn . Таким образом, 









1     ,0

1  ,2

n

ni
Jn


.         

11. 
C

zdzln , C  − окружность 1z , начальная точка интегрирования 

1z ,  zizz arglnln   − главное значение функции Lnz . 

Решение.  

На окружности  izez i  ln  . Поэтому idieizdz i

C






 2ln  


. 

12.   
C

zdzz sincosRe , C :  1Re0 ,ReIm  zzz .  

Решение. На указанной прямой C      1  ,0  ,1  xixz . Тогда 
        shxxichxxxizchxxxiz  cossin1sinsin   ,cos1cosRecosRe
   1  ,0  ,1  xdxidz . В результате 

      
1

0

cossincos1sincosRe dxshxxichxxchxxizdzz
C

 

    











 
1

0

1

0

1

0

1

0

2
4

1
2sin

4

1
2cos12

4

1
212sin

4

1
xdxsh

i
xdx

i
dxxxsh

i
dxxchx

i

    
8

3
12cos

8

1
2cos

8

1
2

8

1
12sin

4

1 1

0










  i
i

ch
i

dxxi
i

. 
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 Далее вычисление интегралов проводить с помощью интегральной 
формулы Коши (все замкнутые кривые обходятся в положительном 
направлении). 
 

 13. 
C

iz

zz

dze

652
,  3  :  izC . 

   
Решение.Внутри окружности 3  iz  знаменатель дроби обращается в 

нуль только в одной точке 10 z . Чтобы применить для вычисления 
интеграла формулу (7), преобразуем интеграл следующим образом:  

  
 
  dz
z

z
e

zz

dze

zz

dze

C

iz

C

iz

C

iz

 





 1
6

61652
. Функция 

6z

eiz
 аналитична в 

области, ограниченной контуром C , поэтому, согласно формуле (7), 
имеем:  

1cos
7

2
1sin

7

2

6
2

65
1

2

 i
z

e
i

zz

dze

z

iz

C

iz


















 .    

 14. 
 






C z

dzizctg

12
,  1  :  izC . 

Решение. Рассмотрим подынтегральную функцию
 







1
)(

2z

izctg
zf  

 
   iziziz

iz





sin

cos
. Внутри контура   0  ,0izsin  1  iziz . С 

учетом последнего приводим интеграл к виду: 

 
 

   
2

2

22
2

12
cthi

i

ictgi

iz

izctg
idz

iz
iz

izctg

z

dzizctg

izCC



























 

. 

 15. 




C

z

zzz

dze

4423

)2(
1

,  12  :  izC . 

Решение. Преобразуем интеграл: 
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       









C

z

C

z

C

z

izizz

dze

zz

dze

zzz

dze

2214144

)2(
1

2

)2(
1

23

)2(
1

. Внутри контура 

интегрирования находится только точка iz 2 , а функция   izz

e z

21

)2(
1




 − 

аналитична. Применим формулу (7): 

 
3

1

2

)2(
1

23

)2(
1

5

2

4
2

44
e

i

z

e
i

zzz

dze

z

z

C

z  
























 .     

 16. 
 

  




C
zez

dziz

32

cos 
,  1  : zC . 

Решение. Знаменатель дроби обращается в нуль в точках 
 123ln  ,2  kizz k  , ... ;2 ;1 ;0 k  . Подынтегральная функция 

аналитична в замкнутой области 1z  и, согласно формуле (7), имеем:  

                                 
 

   0
32

cos






C

zez

dziz 
. 

 17. 
 






C zz

dzizch

232
,  3  : zC . 

Решение. В области 3z  знаменатель дроби имеет два корня: 

2  ,1  zz . Поэтому применять формулу (7) непосредственно нельзя. 
 Первый способ.  

 Разложим дробь 
23

1
2  zz

 на простейшие: 

   


 21

1

23

1
2 zzzz

 

   1

1

2

1







zz
. Вычисляемый интеграл разобьем на два интеграла и к 

каждому из них применим формулу (7): 
          












 122

2
1223 zz

CCC

izchizchi
z

dzizch

z

dzizch

zz

dzizch   

    ichichi  122 . 
 Второй способ. 
 Проведем окружности 21   ,   (с центрами в точках 1z  и 2z  
соответственно) достаточно малых радиусов, таких, чтобы эти окружности 
не пересекались и целиком лежали в области 3z . В образованной 
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трехсвязной области, ограниченной контуром 3z  извне и контурами 

21   ,   изнутри, подынтегральная функция 
 

232 



zz

izch
 аналитична и, 

согласно теореме Коши для многосвязной области, имеем: 

 
 

 
 

  
















2

2 2
1

1
2

23
1  z

dzz
izch

z

dzz
izch

zz

dzizch

C

 





12
2

zz

izch
i  

      ichichi
z

izch
i

z








122
1

2
2

 . 

 18.    
 


 22

23 444 z

z

z

z

ziziz

dzze

zzz

dzze
, внутри окружности 

2z  лежат точки iz  . 

Решение. Аналогично способу, рассмотренному в примере 17, проведем 
непересекающиеся окружности 21   ,   с центрами в точках iz   и iz   

столь малых радиусов, чтобы 21   ,   полностью лежали в области 2z . В 

трехсвязной области, ограниченной извне контуром 2z , а изнутри − 

контурами 21   ,  , подынтегральная функция аналитична. Учитывая это, 
получаем: 

        








 21
44442

23
 ziziz

dzze

ziziz

dzze

zzz

dzze zz

z

z
 

           






































i

e

i

e
i

ziz

ze

ziz

ze
i

ii

iz

z

iz

z

4242
2

44
2   

  1sin21cos8
17


i

. 

 19. 
C z

dz

14
,  21  :  izC . 

Решение. Уравнение 014 z  имеет четыре корня: izz    ,1 , из 

которых корни iz   и 1z  принадлежат области 21  iz . 

Аналогично решению примера 18, имеем:  

  
 

  
  









2

22

4 1
)11(

1
)1(

1

1
1  z

dz
zz

iz

dz
izz

z

dz

C
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     
 1

211

1

1

1
2

1
22
























i
zzizz

i
ziz

 . 

20. 
 
C

z

zz

dze
32

,  12  : zC . 

Решение.Подынтегральная функция аналитична в области 12 z  всюду, 

за исключением точки 2z . Для вычисления интеграла будем 
использовать формулу (9:) 

 
2

2
32

2

''

3 4

221

!2

2

2
e

i
e

zzz
i

z

ei
dz

z
z

e

z

z

z

z

C

z








 












 


 . 

  

21. 
 



C iz

dz
z

2
1

sin


,  22  :  izC . 

Решение. В области, ограниченной контуром 22  iz , подынтегральная 

функция аналитична всюду, кроме точки iz  . Согласно формуле (9): 

    211
cos2

1
sin21

sin
2

2

'

2





shi
ii

i
z

i
iz

dz
z

izC



































. 

22. 
 









C

iz

C

iz

zz

dzze

zz

dzze

1

)sin()sin(
223

 
,  2  : zC . 

Решение. Подынтегральная функция аналитична внутри контура 2z  
всюду, кроме точек 0z  и 1z . Разбиваем интеграл на два интеграла (см. 
пример 18): 

 

 
 

 














21

1

)sin(
1

)sin(

1

)sin( 2

22












dz
z

z
ze

dz
z

z
ze

zz

dzze

iziz

C

iz
 

   
  
























































 0

'2

1
2

0

'

12

1
2

sin

1

sin
2

z

iz

z

iz

z

iz

zi

e
i

z

ze

z

ze
i


  

 
 

i
z

ezie

z

iziz
2

0
2

22
2

1

112 










. 



 

 

14

 

23. 
 
C

dz
z

zz
51

sin
,  1

93
   :

22


yx
C . 

Решение.Согласно формуле (9): 

 
        










 






1

4
4

0
4

1

4
5

sin
12

sin
!4

2

1

sin

z

kk

k

k

zC

zzC
i

zz
i

dz
z

zz 
 

        1sin1cos4
12

sin4sin
12 1

34 


i
zzz

i
z


. 
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