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ф изика

У Д К  621.312.8

А. Д . ТИ ТОВ, А. П. Х А П А Л Ю К

Г И Б Р И Д Н Ы Е  Н А П Р А В Л Я Е М Ы Е  М О Д Ы  
АС И ММЕ Т Р И Ч Н О Г О  ПЛОСКОГО ПРОЗ Р АЧНОГ О В О Л Н О В О Д А

В р або тах  [1, 2] изучались гибридные н ап р авл яем ы е  Н Е - и ЕН -моды 
асимметричного  плоского диэлектрического  волновода (П Д В )  в общем 
случае  комплексности показателей  прелом ления  N j — tij— ixj  слоя  ( / = 1 ) ,  
покры ти я  (/ =  2) и п одлож ки  ( / — 3). Н ап р ав л я ем ы м и  считались моды, 
у  которых нет утечки энергии за  пределы  волноведущ ей сердцевины. П о 
к азан о ,  что условия нап равляем ости  существенно различны  д л я  Н Е - 'и  
Е Н -м од. Только в случае  отсутствия поглощ ения (усиления) в сердцеви
не (-/'1= 0 ) они совп адаю т  и могут быть запи сан ы  в виде системы двух 
уравнений:

ch sh __ cos sin
e u  sh (ё) ch ( kdn xe2X) +  e2.<sin (£) cQs ( kdn xeXx) =  0 , ( 1)

—>■ — —>

где d  — толщ ин а слоя; A = co jc — волновое число в вакуум е; e = e x-\-ie2 —  
комплексны й единичный вектор волновой нормали; ось х  норм альна 
к  границам; вдоль оси z  имеет место реж им бегущей волны и

f Y  ni — n\ v - — ei)— g V  n3 - nU i - 4 )
th  (s  +  Ю  =  n xex -

2  9  
ч  e x -

■fg Y  4 - n \ ( l - e D y  ni-nji 1- 4 )
З д есь  f = g = l  д ля  H E - и f = ( n i / n 2) z, g = ( n l/ n 3) 2 д л я  ЕН -м од. В [1] по
казан о , что д ля  н ап р авл яем ы х  Н Е -м о д  всегда мож но построить уни вер
с ал ьн ы е  дисперсионные кривые [3, 4], из которых и определяю тся  все воз
м ож н ы е модовые решения. Д л я  н ап р ав л яем ы х  Е Н -м о д  в общ ем случае 
наличия  поглощ ения (усиления) таки х  зависимостей построить н ель
з я  [2]. П о к аж ем ,  что это возм ож но в случае  прозрачности  сред  ( x i = x 2=  
= и з = 0 ) ,когда дисперсионные уравн ен и я  можно запи сать  в виде

f V  п1- п \ ( \ - е 1) + &У  nl-n\{\-el)  
tg  (kd n xex) =  inxex ---------------------------------------------    • (2)

n\ e\ -f fd V n2~  nUl - ex)V —
З а д а ч а  нахож дени я  н ап р авл яем ы х  Е Н -м одовы х решений свелась 

к  решению системы трех (одного комплексного (2) и одного действи
тельного (1 ))  трансцендентны х уравнений относительно трех действи
тельны х величин е1х, е2х и kd.  В ид  этих уравнений сохранится , если одно
временно изменить зн аки  e ix и е2х или зн аки  § и £, поэтому при их иссле
дован ии  всегда мож но ограничиться  неотрицательны м и значениям и  е 1х 
и |  (или е 2х и 'С, если е1ж= 0  и £ = 0 ) .  У равн ения  М ак с в е л л а  и граничные 
условия  не позволяю т уточнить зн ак и  корней в правой  части (2) '[5]. К ак  
и в [1, 2], исследуем возм ож ность р еал и зац и и  н ап р ав л я ем ы х  м о д 'д л я
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обоих знаков. Моды, поля  которых зату х аю т  вне сердцевины  при | jc| —»-со, 
будем н азы в ать  собственными н ап р авл яем ы м и  модами; моды с в о зр а 
стаю щ им и полями, не удовлетворяю щ ие условию  излучения Зоммер- 
фельда,-— несобственными нап р авл яем ы м и  м одам и  (экспоненциальное 
н арастан и е  полей в п о д л о ж к е  и в покры ти и),  несобственными н а п р а в 
ляем ы м и  м одам и  подлож ки  (экспоненциальное н арастан и е  полей в под
л о ж к е  и  зату х ан и е  в покрытии) и несобственными н ап р авл яем ы м и  мо
д ам и  пок ры ти я  (экспоненциальное н ар астан и е  полей в покрытии и з а 
тухание в подлож ке)  [6— 8], опуская, где это возм ож н о, термин « н ап р ав 

ляемы е». Н ер авен ства  I m j / " л |  —  п \ ( \ - — е2х) <  0 и 1 т ] / 0 ? з —п \ {  1— е * ) < 0  
отвечаю т собственным, противоп олож ны е — разли чн ы м  несобственным 
модам. В ерхнее  уравнение  (1) имеет ненулевы е корни относительно kd  
только  в двух  случаях  [9]: 1) е2х— 0, eix> 0  (скользящ ее  затухание)  и 
2) е1х= 0 ,  е2х> 0  (скользящ ее  распространение  волн [10]).

Скользящее затухание.  В этом случае  н и ж нее  уравнение  (1) вы пол
нимо только при 1— 0. 'Т огда  дисперсионное уравн ен и е  Е Н -м од  (2) име
ет смысл при условии

согласно котором у во л н о вед у щ ая  сердцевина д о л ж н а  быть оптически 
плотнее подлож ки  и покры ти я  (в 'д ал ьн ей ш ем  без ограничения  общности 
считаем п 3> п 2).  П ри выполнении (3) уравнени е  (2) становится  дейст
вительны м  уравнением  относительно п ар ам етр о в  е1х и kd.  П о  аналогии 
с [1, 3, 9], перейдя к норм ированны м  п ар ам етр ам , уравнени е  (2) д ля  
Е Н -м о д  м ож н о представи ть  'в удобном д л я  графического  ан ал и за  виде:

где р = 0, 1 , 2 , . . . — модовое число; l / = k d  j / " п * — п.% ^ 0  — норм ирован
н ая  толщ и н а  (частота) П Д В  (п арам етр  в о л н о в о д а ) ; A  =  n \ e \ J ( n \ — n | ) — 
норм ированны й поперечный п о к азател ь  прелом лен и я  ' (ф азовы й п а р а 
м етр ) ;  ( 0 ^ Л ^ 1 ) ,  а = ( н | - — п ^ ) ! (п \ —  я]-) —  степень асимметрии волно
водной структуры; Ь =  (rii/п з )2 —  ф актор  нап равляем ости ; о три ц атель
ные зн ач ен и я  корней в правой  части о твечаю т 'ди сп ерси он н ом у  у р авн е 
нию собственных, п олож ительн ы е — р азли чн ы х  несобственных мод. В е
личина а  приним ает  значения  от нуля  (с и м м е тр и ч н ы й 'П Д В : п2— п 3) до 
бесконечности при сильной асим м етрии (сл або н ап р ав ляю щ и й  волновод: 
n i » n 3> n 2 [4]). Величина b п ри ним ает  значения  о т 'е д и н и ц ы  (н а п р а в 
л я ю щ а я  поверхность [7]) до 1 -f- 1/а. В отличие от н ап р ав л яем ы х  Н Е -м од  
[1] в у р а в н е н и и ' (4), помимо V я а, есть ещ е один независим ы й п а р а 
метр Ь, необходимый д л я  п редставлен и я  общ ей волноводной структу
ры [3]. П о сравнению  с симметричным П Д В  [9, 11]'имеются два  дополни
тельн ы х п а р а м е т р а  (а и Ь ) . Н а  рис. 1 представлен ы  д и с п е р с и о н н ы е 'за 
висимости А = А  (V) д л я  различ ны х  степеней асим м етри и  и ф акторов  н а 
п р а в л я е м о с ти . 'П р и  а-»-оо (для  задан ного  Ъ) имеет место вы рож дение по 
модовому числу р  и кривы е собственных и несобственных мод покрытия 
попарно сли ваю тся  (с р азн ы м и  р ) ; ан ал о ги ч н ая  си туац и я  имеет место 
д л я  'несобственных мод и несобственных мод подлож ки. П оэтом у при 
увеличении степени асим м етрии свойство н ап р ав л яем о сти  П Д В  ум ень
ш ается  (полное о т р аж ен и е  на гран и ц ах  вы полняется  д л я  все меньшего 
д и а п а зо н а  углов  падения  [4, 12]). П ри  Ь->1 +  1/а (для  заданного  а) от
м ечается  аналогичное вы р о ж д ен и е  по модовому числу р. Очевидно, что 
в асим м етричном  П Д В , в отличие от симметричного '[9 , 11, 13], при сколь
зящ ем  затухан и и  все собственные моды имеют критическую  длину вол 
ны (критическую  м ин им альную  т о л щ и н у ' волновода)  [1]. Волноводный

(3)

V V А  =  р к  —  arctg Ь | /  — arc tg  ' T + a f i - f t )  \  - (4)
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Рис. 1. Случай скользящ его затухания:
а  —  а  =  1, в = 1 ,3 ;  б  —  а =  3, 6 = 1 ,1 .  С п л о ш н ы е  л и н и и  —  д и с п е р с и о н н ы е  к р и в ы е с о б с т в е н 
н ы х, ш т р и х о в ы е  —  н е с о б с т в е н н ы х  м о д ,  ш т р и х п у н к т и р н ы е  —  н е с о б с т в е н н ы х  м о д  п о 

кр ы т и я . Ц и ф р ы  о т в е ч а ю т  н о м е р а м  м о д

э ф ф ек т  д л я  всех типов мод н аб л ю д ается  только  при длине волны, боль
шей некоторого минимального  значения  ( д л я 'з а д а н н о й  толщ ин ы ). При 
меньших дли н ах  волн асимметричный слой не м ож ет  уд ер ж и вать  э л е к 
тром агнитную  энергию [12]. Условие отсечки со бствен н ы х 'м о д  (верхний 
знак , р = 0, 1, 2, . . . )  и несобственных мод покры тия (нижний знак,

р —  1, 2 , . .  .) имеет вид E p = p : r t ± a r c t g  ь  ̂ • В этих точках  м о ж 

но аналитически  получить решения: k d  =  Vpl V n \  — пУ ех — У  п \ —пУ п i-
У словие отсечки несобственной моды первого порядка  (верхний знак) 
и несобственной моды п одлож ки  н у л е в о г о 'п р я д к а  (нижний зн ак )  опре-

1 +  а(1 —  Ь)
дел яется  вы раж ен и ем : V = l / b 1 ; этим точкам  соответст-

У Т + ~ а

вует тривиальное  решение ех = 0 .  У словия  отсечки остальны х несобствен
ных м о д 'н е л ь зя  вы разить  аналитически: они определяю тся  путем совме
стного реш ения (4) и уравн ен и я  V ' ( A ) — 0. С ростом а (для  ф икси рован
ного Ь) величина  отсечки увеличивается  д л я  со бствен н ы х 'м о д  и несоб
ственных мод подлож ки  и ум еньш ается  д л я  несобственных м од  и несоб
ственных мод покрытия. 'С  ростом b (для  ф иксированного а) характер  
поведения величин отсечки такой  же.

Скользящее распространение.  В этом случае  ниж нее уравнение (1) 
выполнимо только  при £ = 0 .  Тогда дисперсионное уравнение Е Н -м од  (2) 
имеет смысл цри условии

е \х >  шах (5)

которое н а к л а д ы в а е т  на п о к азател и  п релом ления  сред 'менее жесткое 
требование, чем при скользящ ем  затухании  (3 ):  если сердцевина оптиче
ски плотнее подлож к и  ( П [ > п 3) и покры тия ( п О п 2),  условие (5) не о гр а 
ничивает  значения  е2х. П ри  выполнении (5) уравнение  (2) становится 
действительны м уравнени ем  относительно е2х и k d ' и имеет смысл ввиду 
ограниченности функции гиперболического тангенса в двух  случаях: 
n i > n 2, пС>Щ  или П1 <СП2 , tii<Ln3 (к ак  и преж де  п 3> п 2)\

V V A  =  arth  [ - [ -  У - 

V V A  =  arth  \b У

1 4- A arth

arth

1 - f a  (1 — 6)

1 +  a ( 1 - 6 )

V—4+7-
y z = j r i

( 6 )
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где новые нормированны е величины V — k d  ] ! п \ — п\  | >  О, Л =  
=  п\  e \ J  I п \  — п \  | > 0 ,  а = ( л 2—«2)/ [rtf— «|{, Ь =  (Пх/«з)2 и отрицательные

значения  корней в правы х частях 
отвечаю т дисперсионным уравн ен и 
ям собственных, полож ительны е — 
разли чн ы х  несобственных мод. Из 
(6) видно, что в случае скользящ его  
распространения  нет решений в ви
д е  собственных мод: существуют 
только несобственные моды и несоб
ственные моды подлож ки в первом 
случае и несобственные моды и не
собственные моды покры тия — во 
втором. Н а  рис. 2 представлены дис
персионные зависимости A = A ( V )  
д л я  разли чн ы х  степеней асимметрии 
и ф акторов  направляем ости . Типы 
мод обозначены  т а к  же, как  и на 
рис. 1. Н ечетны е кривые отвечают 
случаю  « i > « 2, Л1> / г 3, четные —
n i < . n 2, n i < . n 3. П ри  а-^оо  (для  ф и к
сированного Ь) в случае  . пС>П 2 , 
Л1> л 3 имеет место вы рож дение д и с
персионных кривых несобственной 
моды и несобственной моды под
л о ж к и  в одну кривую, в случае 
Л1< Л 2, гц<2.п3 эти кривые в ы р о ж д а 
ются в точку (0, оо). В пределе 

симметричного П Д В  (a-vO) кривые 1, 2, 5, 6 сли ваю тся  с осью ординат, 
кривые 4, 8 переходят  в дисперсионную кривую несобственной симметрич
ной, а кривы е 3, 7 — несобственной антисимметричной моды [11]. П ри 
й - И - j - l /a  или 1/й—>-1 +  1/а (для  ф иксированного  а)  имеет место а н а л о 
гичное вы рож дение. Очевидно, что в случае  скользящ его  распростран е
ния волноводны й э ф ф е к т  имеет место только  при дли не  волны, меньшей 
некоторого критического значения  (д ля  зад ан н о й  толщ ин ы ). П ри б оль
ших дли н ах  волн асимметричный П Д В  не м о ж ет  уд ер ж и вать  эл ек тр о 
магнитную  энергию  д л я  таких  мод. В случае  n i > n 2, n i > n 3 условие от
сечки несобственной моды (верхний зн ак )  и несобственной моды под-

Рис. 2. С лучай скользящ его распростра
нения. Ц иф рам и обозначены  дисперси

онные кривые:
в =  1,1; 2, 4 — а  
в  =  1,3; 6,  8 —  а

1, I/в  =  1.1: 5,  
= 3 , 1/в =  1,3

л ож ки  (ниж ни й  знак)  имеет вид: V- 1 в этих точках им е

ем тривиальное  реш ение ех= 0 .  В случае  r t i < r t 2, п ^ < .п 3 условие отсечки 
нельзя  вы р ази ть  аналитически: оно определяется  путем совместного р е 
шения второго у р авн ен и я  (6) и уравн ен и я  У/ ( Л ) = 0 .  щ

У с л о в и я ' (3) и (5) при водят  к тому, что поперечное волновое число 
части поля  вне П Д В  принимает  только чисто мнимые значения:

K N 2e[ ' \х

" 2 *

и =  ik  | / • /2“ '3 '
в2

:n?' 1J:
1 е22х;

и, следовательно , волны  являю тся  поверхностными. К а к  известно [7], 
только д л я  поверхностны х волн полный поток мощности, переносимый 
в нап равлен и и  оси 2 , отличен от нуля.

Если совместить рис. 1 и 2, видим, что дисперсионные к р и в ы е 'н а п р ав 
ляемы х Е Н -м о д  (прозрачны е среды) асимметричного  П Д В , как  и в 'с л у 
чаях  [1, 9, 11], в совокупности о б р азу ю т  зам кн утую  ф азовую  траекторию  
в двумерном  п ространстве  независим ы х п ар ам етр о в  V и А,  причем эти 
п ар ам етр ы  при н и м аю т  все возм ож н ы е зн ачен и я  от нуля до бесконеч
ности.
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У Д К  548.0539

В. Г. Б А Р Ы Ш Е В С К И М ,  О. Н. М Е Т Е Л И Ц А

У Г Л О В Ы Е  Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Я  у- КВАНТОВ  
Р АСПАД А ПОЗ ИТР ОНИЯ В МАГНИТНОМ ПОЛЕ

Если поместить позитроний в магнитное поле, возникает  новое я в л е 
н и е —-зату х аю щ и е  биения углового распределен ия  у-квантов трехфотон
ного р а с п а д а  позитрония [1, 2]. В э т о м 'с л у ч а е  непосредственно и зм ер я 
ется распределен ие  нап равлени й  импульсов образован н ы х  у-квантов, 
а  не распределен ие  нормали к плоскости р а с п а д а , 'к а к  в [3]. М етод  иссле
д о ван и я  вещ ества, основанный на этом явлении, позволяет  изучать в р а 
щ ение и деп оляри зац и ю  спи на 'п ози трон и я . В настоящ ей работе  найдено 
временное распределение н ап равлени й  импульсов у-квантов.

Энергия, вы д ел я ю щ ая ся  при аннигиляции атома, значительно больш е 
энергии кулоновского взаим одействия  электрон а  и 'позитрона в позитро
нии, поэтому д л я  н ахож дени я  ам плитуды  р асп ад а  молено применить им 
пульсное приближ ение. Тогда точный матричны й эл е м е н т 'т р е х к в а н т о в о 
го р а с п а д а  позитрония  зам ен яется  амплитудой аннигиляции свободной 
электрон-позитронной пары, вычисленной в пределе нулевых скоростей 
частиц.

П ерем н ож и м  в вы раж ени и  д л я  ам плитуды  аннигиляции свободной 
п ары  [4] м атрицы  Д и р а к а  и перейдем  к м атри ц ам  П аули. И спользовав  
явный вид спиновых функций позитрония [5], получим:

, .  (4 л )3/ 2 е3 , . ч ,  (4 я )3/2£3 , , . ч
М  и  =   К  —  ш х),  Л4,_ 1 = -s— ^ ------- {иу + ш х),

(А чЗ/2 3
^10 = — --̂ —  { V 2 i u z) ,

г д е ы = г71+ м 2+ “ з, « 1= 61(62-63—-а2- а з ) + ш ( ё 2- а з + ё з - а 2)-, ёц ki, © г— п оля

ризация , импульс и частота t-ro фотона, а ; = ё ; Х Й 1, й г = — ; й2 и й3 полу-
(0 [

ч аю тся  'из iii с помощ ью циклической  перестановки  индексов. М ц а — 
ам плитуда  аннигиляции пози трон ия  с полным спином 1 и проекцией спи
на / з; М о о = 0, что и следовало о ж и д а т ь  из соображ ений 'сим м етрии . К в а д 
рат  матричного  элем ента ( 1) совп ад ает  с известным вы раж ени ем  [6].

З а в и с я щ а я  'от времени во л н о вая  ф ункция  произвольного состояния
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позитрония  в магнитном поле есть лин ей н ая  ком бин ац ия  функций с т а 
ционарны х состояний:

з

ф  =  2  f y X j e - t y -  (2 )
1=о

где %] — ф ункция / -ого стационарного  состояния позитрония в м агн и т
н о м 'п о л е ;  —  — комплексные энергии состояний. К оэф ф ици ен
ты Bj,  зави сящ и е  от геометрии эксперимента, можно вычислить с по
мощью метода, описанного в [3].

У читы вая  явный вид функций yj  [7], а т а к ж е  разл о ж ен и е  (2), полу
чим ам плитуду  аннигиляции произвольного  состояния позитрония в виде 
линейной комбинации м атричных элементов (1). П росум м ируем  квад р ат  
ам плитуды  по 'п о л яр и зац и ям  фотонов и по п о л яр и зац и ям  электронов 
среды, считая, что среда не поляризован а:

I М  I2 =  A F  z0) е л *  +  B F  (z“ , г0) е~Ы +

7 o + T i

+  ( f  (Хо> х 0) +  F (у0, у 0)) +  2 QF (г0, г0) cos ( £ \  —  Е 0) te +
_  Уо+Уг ,

+  2С? sin §  D  cos [ ( ^  — Е 0) t - f  Ф 0] е 2 +
У1+У2 ■

- f  2Ci sin тЭ К  cos [ ( £ \  — W ^ t - f  Ф х] е 2 , (3)

где Л =  (С °)2 (1 +  2 C ° C ° c o s t f ) ,  Я = ( С ‘)2(1 +  2 C ‘ C Jc o s f l ) ,  Q =  С°С| X  

X  (С° C J + C ^  С°) c o s # ,  D 2 =  (C°)s P 22 +  (С°)2Р 2, К 2 =  Р \ + { C \ f  Р \ ,

P i  =  F  (г0, у 0) cos ф — F (z0, х 0) sin ф, Р 2 =  F  (г0, у 0) sin ф +  F  (г0, х 0) cos ф,

*§ ф о =  р1 ’ tg  ф 1 =  7 Г 7 Г '  F ( a , b )  =  4 a - b { 3  —  2 (n 1- n , +  n 1-ha +

+  п 2 • /г3) +  ( /г1 - я 2) 2+ ( п 1 -/г3) 2+ ( я , - л 3) 2} + 4 а - / г 1 + п 1 ( — 1 +  2пг-п3— (/г2- л 3) 2) +

4а ■ /г2b • п2 (— 1 +  2 (%  • п 3) — (п1 • я 3)2) + 4 а  ■ п 3Ь-п3 (— 1 +  2лг л 2— (п1 • п2)2),

и U+ — энергии основных состояний орто- и парапозитрония; х0, у  о, 
Zq — единичные векторы  в н ап равлени и  осей X,  У и Z; #  и ф — полярны й 
и ази м утальн ы й  у глы  п оляри зац и и  позитрона, влетаю щ его  в мишень. 
Ось Z  системы коорди н ат  н а п р ав л ен а  вдоль магнитного поля. З а в и с я 
щ ие от величины поля  коэф ф иц иенты  Ске см еш и ван и я  синглетного и три- 
плетного состояний зап и сан ы  в [7].

К в а д р а т  ам плитуды  (3) испы ты вает  биения на трех  частотах:

f i3 =  £ 1 - £ o  =  (W,1 - r o) | /  1 +  ( - ц ^ т ) 2’

где р — магнетон Б о р а . 'П р и  р асп ад е  позитрония  в слабы х  (меньш е 1 Тл) 
полях  Q i < Q 2< Q 3. Т ак , если Я  ~  1 кГс, Q i ~ 2 , 4 - 1 0 8 с-1 и П2, 
П з ~ 1 , 3 - Ю 12 с-1 . В случае , когда  врем енны е х а р а к т е р и с т и к и 'у с т а н о в к и  
не п озволяю т н а б л ю д а ть  высокочастотны х биений, члены, со держ ащ и е  
Q 2 и  П з ,  при усреднении п о 'врем ен н ом у  разреш ен и ю  детектора  обратятся  
в нуль.

Р ассм о тр и м  эксперим ент с тр ем я  детекторам и , л е ж а щ и м и  в одной



плоскости на одинаковом 'расстоянии  от точки р аспада. Р асп олож ен и е  
детекторов  однозначно определяет  частоты регистрируемых фотонов:

а  _  _2ffl (1 +  «5 • >h)_ ш _  2т (nv ix3 Ти-Тц — п^Ти)______
1 -\-П.г -П3 —  Пх-tlz —  П1 П3 (1 —  ПГ П3) (1 +  п2-п3— rix 'tn — n v n 3) ’

2m <п, - п., n ,-n 3 — я , - я,) . . .
ft>3 =  ---------- _ 1 3— _ _— . (4)

(1 — я 2• Я3) (1 -j- rt2• n3 — Ях • пг — nr ■ n3)

Сечение рассм атриваем ого  процесса

0 -  <AS!>5/!' (5)
где телесный угол ДП из точки р а с п а д а 'н а  окно детектора  п р ед п о л агает 
ся  м алы м. Ч астоты  в (5) определяю тся  вы раж ени ем  (4), причем

Яг • iij =  cos фг-j,
где (pij •—- угол м еж ду  н ап равлен и ям и  на г'-й и / -й детекторы.

Если углы м еж ду  д етекторам и  одинаковы  (120°), со1 =  со2= с о з =
=  - | - / я .  Расположим их в плоскости, нормаль к которой имеет коорди
наты (0 , •— sin op, соэф), причем один из детекторов находится на оси X .  
Д л я  слабых полей:

а  =  " ( 2л)М/п«р *Л (2 sin2 гф) — sin'2 тф) (2 -j-sin2 ф) +

+  С( sin О sin 2ф ] / " (С !)2 cos2cp +  (C i ) 2 sin2 cp cos (О ^ -Р ф з)  e 2 ~  1 }(ДО)5/2,

С 1
tg  Фх =  — —f  ctgcp.

L o

Если детекторы  л е ж а т  в плоскости, перпендикулярной к магнитному 
полю, низкочастотные биения н аб л ю д аться  не будут. Это мож но ис
п ользовать  д л я  упрощ ения о бработки  результатов  эксперимента.

П ри  наблю дении д вум я  детекторам и:

 ̂=  3 (2л)5 32/п2 v
где \М  | 2определяется  вы раж ен и ем  ( 3 ) , ‘в котором F (а, Ъ) заменено в е з 
де  на Р 2(а, Б ) :

F2(я, Б) = 4 а ■ & [ 3 / i+ 2 /2 + 2 / 3+ / 5 + / 6 + 2 n i • Я г ( Д + Д —/ 1 —(—2 /4) —(—
- f -  ( t i i  ■ Я г ) 2 ( / 1~(“ ^ s - Н ^ б ) ]  — 4a  • i t  [Б  • n  \ [ / 1 —}—2/ 3—}—-  ̂s - 1- -̂ 6—}—2 Я 1  • Я 2 ( / 2  +  /  4— Д )

+ 2  (Я1 • n i ) 2h \  —4a ■ п2Б • Я2 [ / 1+ 2/ 2+ / 5+ Д + 2Я1 • Я2 ( Д + Д — Д) +
+  2 ( Я 1  • Я2) 2/б] + 4/4 ( Я 1  • ЯЯ2 • 5 + Я 1  ■ Бп2• а)  (— 1+ 2Й1. л2— («1 • Я2) 2) .
Ч ерез  /  обозначены следую щ ие интегралы:

m

Д  =  i     -  - ,  /  К )  /  (« 2)q 2m — (ox (1—/?! • л2)
/П 9r (07 (On

Д  =  — f  (®x)/ (“ 2)5' (2m—%  (1— fti-n,)) co3
m  2

Д =  I   .7 °-2 ■ f Ы  /  Ю5 (2m—Wj (1—nx • я2))со3
m 2 2
П (07 (Oo „

Д  =  2 f  K )  /  ( « 2) d©lfq (2m—«j (1—»!•«,)) Ш3
/72 3

Д =  f ----------- Mi ‘p    j  f  K )  /  (CO.,) rfcOj,,
0 (2m—C0i (1—nx-/i,)) C03

( 7 )



т  з

h  =  f 77 2 /  Ы  f  (« 2) d©!,
g ( 2 m — co1 ( 1 —  n ^ r i z ) )  Ш3

/ ( с о ) — вероятность  регистрации отдельным детектором фотона с эн ер 
гией со, со2 и (о3 в ' (7) определяю тся  геометрией эксперимента и энергией 
первого 7 -кванта:

2 т  (т — coj  
СО 2 — — ~ »

2 т  —  %  ( 1  —  щ - л 2)

2 т 2 —  2 т  оц  ( 1  —  п 2) +  w ?  ( 1  —  п х - п 2)
со3 =  =—=------------------ .

2 т  — %  ( 1 — пх ■ п)

П риведем  т а к ж е  в к л а д  Зу-аннигиляции в скорость счета при регист
раци и  распадов  одним 'детектором :

0  =  Ш  д о ,
(2 л )5 192 т 2 v

где \ М \ 2 определено вы раж ен и ем  (3), в котором F (а, 5)  заменено на 
F3{ a , b ) : F s { a , b ) = f F 2( a ,b )d 2n 2 .

О тметим, что эк сп ери м ен тальн ое 'н аблю д ен и е  явления  наиболее удоб-. 
но проводить в полях  от 0,02 до 2 Тл. В более слабы х полях  период бие
ний м ен ьш е 'врем ен и  ж и зни  ортопозитрония. Сильные поля требую т при
менения ап п ар ату р ы  с высоким временны м разрешением.
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У Д К  681.3

В. Е. Я М Н Ы И ,  Н Г У Е Н  Д А Н Г  К У А Н Г

И С С Л Е Д О В А Н И Е  Д И Э Л Е К Т Р И Ч Е С К О Й  
А Б С О Р Б Ц И И  К О Н ДЕ НС А Т ОР ОВ

В аналоговы х зап ом и н аю щ и х  устройствах , интеграторах, ам плитуд
но-временных п р ео б р азо вател ях  возни кает  специфическая  ош ибка, с в я 
з а н н а я  с 'а б с о р б ц и е й  д и эл ектр и к а  конденсатора. В этих устройствах  э к 
вивалентную  схему конден сатора  следует  представлять , как  показано  на 
рис. 1 [1]. И з  схемы видно, что при малом  в р е м е н и 'з а р я д а  н ап ряж ение  
на конденсаторе С0 устан овится  полностью , а конденсаторы С ь С2 'и С3 
з а р я д я т с я  только  частично, поэтому при отключении цепи з а р я д а  н а 
п ряж ен и е  н а 'к о н д е н с а т о р а х  Сф С2, С3 будет увеличиваться , а на С0 у п а 
дет. Н а п р я ж е н и е  на конденсаторе С0 в зависимости от типа д иэлектрика  
меняется  в пределах  от нуля  до единиц процентов , 'что  приводит к боль
шим погреш ностям работы  у к азан н ы х  устройств.

Н а с т о я щ а я  рабо та  посвящ ена  эк сперим ентальном у определению со
с т ав л я ю щ и х 'э к в и в а л е н т н о й  схемы рис. 1, д л я  которой обычно в ы б и р а 
ют [1]: 7?iCi=0,1/?2C’2=0,017?3C 3 = 1 0 1-  R vC v— тц Величина t i  ■ может 
быть произвольной. К а к  прави ло , д и ап азо н  времен (отношение времени 
хранени я  ко времени вы б о р ки ) ,  в к о т о р ы х 'р а б о т а ет  ан ал о го вая  память, 
составляет  10— 100, поэтому достаточно, ограничиться  и =  3, чтобы учесть 
поведение реального  конден сатора  в электрической  схеме. В озможности 
эксперим ентальной установки  не позволили  исследовать конденсаторы
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при т < 4 5  мкс. Следует отметить, что парам етры  эквивалентной 'схемы 
кон ден сатора  при временах з а р я д а /р а з р я д а  менее 0,02 с в литературе  
отсутствуют.

К а к 'п о к а з а н о  ниже, при определенных условиях  эксперимента у д ае т 
ся  непосредственно рассчитать  любую составляю щ ую  эквивалентной 
схемы, используя лиш ь одно измерение.

Рис. 1. Э квивалентная схема конденса
тора  с учетом диэлектрической абсорбции

Рис. 2. П ринципиальная схема экспери
ментальной установки

Допустим , что исследуемый конденсатор С з а р я ж а е т с я  до н а п р я ж е 
н и я  U q в  течение времени Тщ,  а затем  р а з р я ж а е т с я  за  врем я  Тгп. Т ак  как 
внутреннее сопротивление клю ча мало, в конце з а р я д а  н ап ряж ен и е  на 
конденсаторе С0 будет равно  U0, а в конце р а зр я д а  — н у л ю . 'Н ап р яж ен и е  
на конденсаторе С,„ за  врем я Т 1п'

U m = U 0 { \  — е - Тт ' хт ) ,

ГДе Тт C m R га-
З а  врем я р а зр я д а  Т2п н ап ряж ен и е  на конденсаторе Ст уменьш ится 

до величины

Um — Uгг ^ъп!хт, 

что соответствует остаточному з а р я д у  на конденсаторе Ст:

Qm =  Cm U т-

П осле  отклю чения от конденсатора С ключей з а р я д а  и р а зр я д а  на 
нем установится  нап ряж ен и е

. Ят
и„ ( 1)

т= 1

И зм е р я я  н ап ряж ен и е  U n д л я  различны х Тщ, Т2п ( п — \, v ) , по ( 1) 
можно составить v уравнений с v неизвестными Ci, С2 . . .  CV 

(

С 7Г = 2  Cm (1 -  е"г‘1/т"0 е-г-/тш,

С

Uo

и ,
и а

1П~ 1

о — Т  12 / х ) е- 7 W т„
( 2 )

с % 9-  =  2  °т  ( 1 -  e r - W m )  е-Д-У V
т= 1

П олучен ная  система уравнений п озволяет  рассчитать  п арам етры  э к 
вивалентной схемы (см. рис. 1) по эксперим ентальны м  данны м с л ю 
бым v, однако, к а к  ук азан о  выше, м ож н о ограничиться  ' n = v = 3 .  Если 
вы брать  T in— T2n = t n , a tn+ i = 1 0 i n, то система уравнений (2 ) у п р о щ а
ется:
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С =  С1 (1 — е~к) е~к +  С2 (1 — г- к<1 о) е~ к' 10 +  С3 (1 — е~ к' 10 0) ег*110 0, (За)

- W ~ C  =  C i ( l  — e - I0ft) e - 10* +  C2 ( l  — e - k) e - k +  C3 (l — е-* /ю ) е~к' 10, (36)(7 о

С =  С , (1 — е - ‘00*) е - 100А +  Со (1 — б- 1 ок) е ~ 1 ок +  С3 (1 — е~ к) е~к, (Зв)
U о

где k — tm/x m, т =  1, 2 , 3.
К а к  известно, ф ункция  / (х)  =  (1— ех) е х при х < 0  достигает  м акси м у 

м а  в точке х — — In2 или еж= 0 , 5 ,  тогда / ( — 1п2) = 0 ,2 5 .
Вы берем tm и хт такими, чтобы & = 1п2 , тогда в (За) мож но прене

бречь составляю щ им и, со дер ж ащ и м и  С2, С3, в (36) —  составляю щ ими, 
со дер ж ащ и м и  (Д и С3, а в (Зв) пренебрегаем  составляю щ им и, с о д е р ж а 
щими С 1 и С2. Т огда получим:

C i « 4 - £ - C .  C , « 4 - g » - C ,  C , « 4 - g j - C .

Д л я  изм ерения  U ь f /2, Пз бы ла  собран а  схема (рис. 2 ) .  Ключи у п р а в 
л я ли сь  от электронного  тай м ера ,  который позволял  ф орм ировать  после
довательность  периодических сигналов д л я  з а р я д а  /  р а з р я д а  конденсато
ра  и п аузы  (Т а  —  зар яд ,  Т ц  — р азр яд ,  T3i— п а у за ) .  В конце паузы  T3i 
осц и ллограф ом  С1-70 изм ерялось  н ап р яж ен и е  ВД П овы ш ение  чувстви
тельности достигалось компенсацией з а р я д а  переклю чения клю чей с по
мощью конденсатора СД Д л я  ум еньш ения перегрузки усилителя  рези
стор обратной  связи  во врем я  з а р я д а /р а з р я д а  ш унтировался  ключом К 3. 
П рим енение  Г -образного клю ча К и  /Д, Къ (м икросхем а 590КН 2) позво
ли ло  уменьш ить влияни е  источника Uо на величину Ui  во врем я  паузы.

Р е зу л ь т а ты  эксперим ентальны х  исследований 'и  расчетов сведены 
в таблиц у , причем Д = 3 0  мкс, Д = 3 0 0  мкс, Д = 3 мс, T i = 4 5  мкс, т2=  
= 4 5 0  мкс, т3= 4 , 5  мс, Uо = 5  В. П риведенны е в табл и ц е  п ар ам етр ы  сред 
ние по серии д л я  10 конденсаторов.

Тип диэлектрика 
конденсатора с„ Ci. пФ С,, пФ С„ пФ II

сЛ
с»

о

Н90 Юн 88 108 124 1
6н8 62 42 48 0 ,3
15н 140 120 120 0 ,8

н з о 6н8 100 100 112 1 .5
4н7 24 76 80 1 .7

К40У -9 15н 48 68 68 0 ,4
47н 363 292 256 0 ,6

150н 11-Ю 3 1200 1100 2 ,9
5Н90 ЗЗн 180 308 360 0 ,9
6Н90 150н Ю -103 3800 4800 4 ,2
М47 1н2 4 4 4 0 ,3

ПМ-1 2н 6 8 6 0 ,3
К40 П -2Б Юн 80 72 60 0 ,7

ФТ-1 Зн9 0 0 0 0

К а к  и следовало  ож и дать ,  ди эл ектр и ч еская  абсорбц и я  отсутствовала  
д л я  конденсаторов  с ф тороп ластовой  изоляцией. О днако  из-за  большой 
стоимости последних при погреш ностях  0,3— 0,5 % мож но применять кон
д ен саторы  типа К 4 0 У -9 ,  М47, ПМ -1. Увеличение номинального значения
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конденсаторов практически не изм еняло соотношений Ci/C0, С2/ С 0 , С3/С 0. 
В первом приближ ении можно считать величину конденсатора С* посто
янной, независимо от t, что отраж ен о  в последней к олон ке 'таб ли ц ы  ко эф 
фициентом г]. Этот коэффициент позволяет  оценить достиж им ую  погреш 
ность работы  ан ал огового ’запом инаю щ его  устройства д л я  различны х ти
пов прим еняем ы х конденсаторов.

С ледует  отметить резкое увеличение диэлектрической абсорбции д ля  
больш их номиналов конденсаторов 6Н90, К40У-9 при м алы х временах  
з а р я д а /р а з р я д а .
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У Д К  539.186
А. Ф. К О М А Р О В

Д Е К А Н А Л И Р О В А Н И Е  УЛЬ Т Р А Р Е ЛЯ Т ИВ ИС Т С К ИХ  
Э Л Е К Т Р О Н О В  В ТОЛСТ ЫХ КРИСТ АЛЛАХ  

ПРИ А К С И А Л Ь Н О М К А Н А Л И Р О В А Н И И

В связи с об н аруж ени ем  интенсивного квазим онохром атического  
спонтанного у-излучения, предсказанн ого  ранее [1], которое генерируется 
к ан али р о ван н ы м и  релятивистским и лептонами, возни кла  необходимость 
выполнить детальн ое  рассм отрение д ек ан ал и р о в ан и я  частиц  по глубине 
кри сталла .

Это объясн яется  тем, что интенсивность спонтанного излучения при 
кан али р о ван и и  [1] п роп орцион альн а  z2xi/2, где z — порядковы й номер 
элем ента  мишени, a %г/2—  дли н а  декан али рован и я .

Д а н н о е  излучение яв л яется  весьма интересным с 'точки зрения  его 
спектрально-угловы х х ар актер и сти к  и возможности перестройки частот
ного распределен ия  за  счет изменения энергии частиц, сорта кри сталла , 
начального  угла  влета  пучка частиц в канал, типа к а н а л а ,  а т а к ж е  тем 
п ературы  кри сталла .

П рактический  интерес п р ед ставл яет  знание ф ункции 'д е к а н ал и р о в а 
ния, т. е. доли частиц, оставш ихся  в данном кан а л е  на данной глубине.

Д л я  расчета  функции д ек а н а л и р о в а н и я  численно реш ается  получен
ное в работе  [2] кинетическое уравнени е  типа Ф о к к е р а -П л а н к а  д ля  
ф ункции распределен ия  ультрареляти ви стски х  электронов  в акси альн ы х 
к а н а л а х  / ( е ,  ц, z ) ,  где е — поперечная  энергия частиц, р — их угловой 
момент относительно атомной цепочки, z — глубина проникновения ч а 
стиц  в кристалл .

Д л я  сл у чая  акси альн ого  кан али р о в ан и я  электронов  уравнение име
ет вид:

d f  __ д ( /  Ае2 д /   ̂ 1 д I /  Ае  Дц \  j ,  д f  \  ,
dz де  \ \  2Дг /  дг Т  )  1 дг  V \  2Дг /  5,u  Т  )  '

, _ д _ ( /  А р А е \ т  д f  ) ,  д / /  А ц 2 \  д f  \  . . .
1 д ц  \ \  2Дг /  1 де Т  ] ' д ц  1 \  2Дz /  д р  Т  ) ’

где Т — период поперечного д ви ж ен и я  электрона  в поле атомной цепоч
ки, а угловы е скобки < . .  . >  о зн ач аю т  усреднение по периоду Т.

Д и ф ф узи он н ы е  коэф ф иц иенты  в (1) в ы р а ж а ю тс я  через средн еквад 
ратичны й угол м ногократного  рассеян и я  А02. П ри  численном решении 
у р авн ен и я  ( 1) учиты валось  м ногократное рассеяние на электрон ах  и теп
ловы х колебаниях  ядер кри сталла .

Э лектронное рассеян ие  по л агал о сь  пропорциональны м электронной 
плотности в к а н а л е  (Д02) е~ п ( г ) .  Д л я  ядерного коэф ф иц иента  исполь
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зовалось  при ближ ение  О тзуки  [3]: (А02) ^  — (г0/ и х ) 2 е х р ( — г2/ и 2±),  г0 — 
р азм ер  к ан ал а ,  и х — ам плитуда  тепловых колебаний ядер  цепочки.

К ан ал и р о ван н ы м и  считаю тся электроны , нах о д ящ и еся  в связанном  
состоянии в поле атомной цепочки U ( r ) .  П о п ер еч н ая  эн ерги я  е таких  
электронов  отрицательна .

М н огократн ое  рассеян ие  на электрон ах  кр и стал л а  и тепловых коле
б ан иях  реш етки приводит к росту поперечной энергии частицы до нуля 
и выходу ее из связанного  состояния (т. е. из к а н а л а ) .  П ри  этом частицы 
п ереходят  в реж им  квази кан ал и р о ван и я .

Ф ункция  распределен ия  / (е, z )  д л я  таких  частиц  зависи т  только от 
поперечной энергии и удовлетворяет  одномерному кинетическому у р а в 
нению:

df  _  э I /  Ш  \  а/ \  9
дг де. \ \  2Д г /  де )' { >

В дан ном  случае С .  . . >  о знач аю т усреднение по всем прицельным 
п ар ам етр ам .

Д л я  расчета  д и ф ф узи онны х коэффициентов потенциал  атомной ц е 
почки апп рокси м и ровался  вы раж ен и ем  U (г) =  —- а / г + £ / 0, в котором п а 
рам етр ы  а  и П0 подби раю тся  из условия  наилучш его при бли ж ен и я  к по 
тен ц и алу  М ольер  [4].

У равнения  (1) и (2) реш али сь  совместно на Э В М  численным мето
дом. Граничным условием  в области  к а н а л и р о в а н и я  д л я  е является  
H m i n ^ e ^ O ,  где Umin— глубина потенциальной ям ы  цепочки. О бласть  
к в а зи к а н а л и р о в а н и я  о гр ан и чи валась  ин тервалом  Е с, где £ с —

Е ^ ,
к ри ти ческая  энергия Л и н д х а р д а  [5] (Е с — — Т)— ; здесь  Е  —  энергия н а л е 

таю щ его  электрон а ; -фс —  критический угол Л и н д х а р д а ) .  Граничные 
условия  д л я  р и /о(е, р) — н а ч а л ь н а я  ф ункция распределен ия , в ы б и р а 
лись аналогично работе  [6].

Р е зу л ь т а ты  совместного реш ения кинетических уравнений (1) и (2) 
п редставлены  на рис. 1— 3.

г Э волю ция функции распределен ия  с глу-
I п  1'0 т(с, / у  биной проникновения электронного пучка с 

энергией 2 ГэВ в кр и стал л  никеля < 1 1 0 >  
(рис. 1) д л я  н аглядн ости  и зо б р аж ен а  в з а 
висимости от поперечной энергии, т. е. 
усредн енная  по всем угловы м моментам. 
Н ач ал ьн о е  распределен ие  в области  поло
ж и тельн ы х  значений поперечной энергии 
считалось нулевым, а в области  к а н а л и р о 
вани я  оно норм ировано  на  единицу, что со
ответствует п редполож ен ию  полного з а х в а 
та  в связанное  состояние всех частиц п ерво
начального  пучка.

П ри решении получаем , что быстрее все
го дек ан ал и р у ю т  электрон ы  с близкими к 
нулю поперечными эн ерги ям и  (не считая, 
конечно, электроны  с | е |  ~ H mln, доля  кото
рых очень м а л а ) .  Ч и сло  частиц 5 N —  
= /  d e f (e ,  z ) ,  с | е |  ~ 0 , 5 Н  min5 т. е. на сбреди- 
не ямы, наоборот, у величивается  по ср авн е
нию с первон ач альны м  примерно в 3,5 раза  
на глубине 2 мкм (в N i < 4 1 0 > -  при энергии 
2 ГэВ с расходи м остью  пучка 0 = 7 - 10- 5 рад  
и нач альн ы м  углом вл ета  ф г п = 0 ,1 5 ф с),  а з а 
тем начинает  меденно убы вать.

Н а  рис. 2 п о к азан ы  результаты  расчета

7

6

5

0  

J  

2

1

U fm n  0 ,5 U n iin  О

Рис. 1. Э волю ция функции р а с 
пределения с глубиной проник
новения электронного пучка с 
энергией 2 ГэВ в N i<  110 >  
при начальном  угле влета 

=  0,15 трс:
с п л о ш н а я  к р и в а я  —  н а ч а л ь н о е  р а с 
п р е д е л е н и е ;  ш т р и х п у н к т и р н а я  и 
ш т р и х о в а я  к р и в ы е с о о т в е т с т в у ю т  

г л у б и н а м  z  =  10 и 4 5  м км
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f ( z ) — ф ункции д ек ан ал и р о в ан и я  (доли частиц, оставш ихся в данном 
к ан але  на данной  глубине) д л я  разны х кри сталлов  и при различны х 
начальны х эн ерги ях  н алетаю щ их электронов, а т а к ж е  f ( z )  д л я  р а зл и ч 
ных типов кан ало в  и разны х  углов влета  в кан ал . Д л я  функции распре-

0 |18
д е л е н и я / ( е ,  р, z)  ф ункция  дек ан ал и р о ван и я  будет f ( z )  =  [ de \ d \ i f ( e ,

in О

!£ г).
J- 

1,0

Z,MKtA

Рис. 2. Зависим ость доли частиц f  (г ) , оставш ихся в канале, от глубины:
Ц  4 ~  S i <  1 1 1  > ,  N1 <  1 1 1  >  п р и  у г л е  в л е т а  в к а н а л  ф,-л =  0 ,0 5 ф с  и э н е р г и и  п е р в о н а ч а л ь н о г о
п у ч к а  ч а ст и ц  £ = 2 Г э В ;  3— S i <  1 11  >  п р и  £ = 1 , 2  Г э В  и  4 £п= 0 . 0 5 ф с ; 2 — N i <  11 0 >  п р и  6 w 0 , 0 5 s c ;

ш т р и х о в а я  к р и в а я — N i < 1 1 0 >  пр и  Ф1*/г= 0 , 3 0 ,-1'с . Р а с х о д и м о с т ь  п у ч к а  э л е к т р о н о в  в о  в с е х  с л у ч а - 5
я х — 0 = 7 - 1 0  р а д , т е м п е р а т у р а  к р и с т а л л о в — 2 9 3  К

Р езу л ьтаты  расчета  / ( г )  д л я  кри сталлов  кремний < 1 1 1 > -  и никель 
< 1 1 1 >  при одной и той ж е  энергии электронов  ' £ = 2  ГэВ и одном и 
том ж е  угле влета  в кан ал  оргл= 0,05грс п о казан ы  на рис. 2 'кривы ми 1 , 4.

Н ачал ьн ы й  за х в а т  в к ан ал  A N  д л я  Si < 1 1 1 >  при £  = 2  ГэВ равен 
56 %, д л я  N i-< 1 1 1 > -  и одной и той ж е  энергии — 63, а д л я  S i <  111 
и £ = 1 , 2  ГэВ — 61 %. Д а л ь н е й ш а я  эволю ция f ( z )  и зо б р аж ен а  на 'ри с .  2: 
с увеличением глубины скорость д ек ан ал и р о в ан и я  ум еньш ается .

П р ед став л я ет  интерес исследовать  зависимость  f [ z )  'от энергии н а 
летаю щ его  пучка. Д л я  Si < 1 1 1 >  при £ = 1 , 2  ГэВ и Si -< 1 1 1 > -  при 
£ = 2  ГэВ, глубина на которой число частиц  в к ан але  ум еньш ается  
наполовину, увеличивается  с увеличением энергии налетаю щ его  пучка 
приблизительно по линейному закону, т. е. у д / г у .

Ф ункция  д ек ан ал и р о ван и я  / ( г )  д л я  различны х типов кан алов  одной 
мишени и р азн ы х  углов влета  электронов  в к а н а л  п редставлена  на рис. 2 
кривы ми 2, 4 и штрихпунктирной.

К а к  видно из рис. 2, f  (z)  зависи т  к а к  от типа кан ала ,  т а к  и от угла  
влета  в кан ал .

Зави си м ость  f ( z )  от типа к а н а л а  объ ясн яется  тем, что д л я  р азл и ч 
ных акси альн ы х  кан ало в  характерн о  разное  расстояни е  d  м еж д у  а то м а
ми в цепочке и, соответственно, р азн ы е  по величине потенциалы  цепо
чек, т а к  к а к  U (г) ~  1/d.
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П ри  угле  влета  1|)гП= 0  в к а н а л  зах в аты в аю тся  все частицы, однако 
при этом они быстро д ек ан ал и р у ю т  из-за сильного р ассеян ия  на ядрах , 
а при больш их i|)jn д о л я  захвачен ны х в кан ал  частиц очень м ала . К а к  
п о к азы в ает  реш ение кинетического уравнения, оптим альны е углы влета  
в к ан ал  д л я  разли ч н ы х  кри сталлов  заклю чены  в ин тервале  aj)?npt ж  0,05— 
— 0,3 фс. Так, например, д л я  S i <  111 >  гр°Р‘ «0,05г|?с, а д л я  Ni < 1 1 0 >  

фы* =  0,15

/

1 }МКГЛ

Рис. 3. Зависим ость доли частиц /  (г ) , оставш ихся в канале, от глубины для р а з
ных тем ператур кристалла: 

с п л о ш н а я  и ш т р и х п у н к т и р н а я  к р и в ы е  с о о т в е т с т в у ю т  293 и 500, ш т р и х о в а я  —  100 К . Д л я  в с е х  

т р е х  с л у ч а е в  Е =  2 Г э В , '4»^^= 0 ,1 5  фс  0  =  7 - 1 0  ° р а д

М ногократное рассеян и е  частиц  на  атомных цеп очках  в области к в а 
зи к ан ал и р о в ан и я  приводит к тому, что часть из них зах в аты в ается  в к а 
нал . Так, наприм ер , в Ni < 1 1 0 >  при угле  влета  ф г п = 0 ,1 5  г])с число ч а 
стиц, находящ и хся  в кан але ,  увеличивается  на глубине 1 мкм по сравн е
нию с первон ачальны м  на 19 %• К а к  видно из рис. 2 такое  перерасп ре
деление электронов происходит на очень м алы х  глуби нах  0,5— 1,5 мкм.

Н а  рис. 3 при води тся  f ( z )  д л я  Ni < 1 1 0 >  с энергией электронов 
Е — 2  ГэВ и угле  влета  в к ан ал  =  0,15 я|;с при тем п ературе  кр и с та л 
л а  100, 293, 500 К.

С пониж ением  тем п ературы  к р и с та л л а  у м ен ьш ается  ам плитуда  теп 
ловы х колебаний  и увели чи вается  глубина  потенциальной  ямы, о б р аз у ю 
щей кан ал ,  и, соответственно, следовало  о ж и д ать  увеличения f ( z ) ,  но 
этого не происходит, т. е. f ( z )  (рис. 3) почти не изм ен яется  д л я  7 = 5 0 0  К  
или д а ж е  частично у м ен ьш ается  д л я  7 = 1 0 0  К- Это можно объяснить 
тем, что определяю щ и м  ф актором  в д ек ан ал и р о в ан и и  является  р а с с е я 
ние частиц на электронах , поэтому f ( z )  почти не меняется, однако вслед 
ствие более слабого  р ассеян и я  на я д р а х  при низких тем п ературах  у в е 
личивается  д о л я  электронов  с больш ими по м одулю  поперечными эн ер 
гиями, что ведет  к увеличению  интенсивности излучения, пропорциональ
ной | е | 5/2. Р а н е е  это отм ечалось  и в р аботе  [7].

В заклю чен и е  хочу вы р ази ть  искренню ю  благодарность  М. X. К оно
нову и В. И. Т елегину  за  полезны е о б су ж ден и я  програм м ы  численного 
расчета  и р езультатов  работы .
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У Д К  621.382.002.621.785.3

В. А. ГО РУ Ш КО , А. 3. Н И К О Л А Е Н Я ,  В. А. П И Л И П Е Н К О ,
Н. И. С ТЕ Р  Ж А Н О В ,  Г. Г. Ч И ГИ Р Ь

В Л И Я Н И Е  ИМПУЛЬСНОЙ ОПТИЧЕСКОЙ ОБРАБОТКИ  
НА П А Р А МЕ Т Р Ы Д И Э Л Е К Т Р И Ч Е С К И Х  ПЛЕ НОК

Н еотъем лем ы м и  элем ен там и  современной план арн ой  технологии и з
готовления ин тегральны х микросхем (И М С ) явл яю тся  диэлектрические 
пленки, вы полняю щ и е р азли чн ы е  функции в И М С  [1]: защ и ту  и п ассива
цию созданны х р — л-переходов, маскирован ие  при локальной  диффузии, 
использование в качестве  подзатворного  д и электри к а ,  межслойную  изо
ляцию  при многоуровневой м еталлизац ии , пассивацию  м еталлизац ии  
и др.

Ф акторам и , определяю щ и м и свойства диэлектрических  пленок (по
ристость, пробивное н ап ряж ение , скорость травлен ия , з а р я д  на границе 
ди эл ектр и к  — полупроводник и д р .) ,  являю тся  деф екты  их структуры: 
кислородные вакан си и, избыточные кислородные ионы в м еж доузлиях  
решетки, ионы м еталлов  в у злах ,  а т а к ж е  наличие в них гидроксильных 
групп [2].

С войства диэлектрических  пленок м ож но существенно улучшить, ис
пользуя  вы сокотем пературны е процессы при их изготовлении и об р аб о т
ке [3]. О днако  при этом в п ленках  возни каю т значительны е термические 
н ап р яж ен и я ,  образуется  к р и стал л и ч еская  ф аза ;  кроме того, вы сокая 
тем п ер ату р а  воздействует на у ж е  сф орм и рованны е активны е элементы. 
Среди многочисленных диэлектрических  покрытий наи больш ее  расп ро
странение  получили окисные пленки кремния.

Ц ел ью  работы  я в л ял о сь  исследование п ар ам етр о в  пленок S i 0 2, по
лученных термическим окислением  и плазм охим ическим  осаж дением  
крем ния  после воздействия  на них импульса  мощ ного некогерентного 
оптического излучения. И сследован и я  проводились на пластинах крем 
ния диам етром  76 мм м арки  К Э Ф -20 ориентации (100), прош едш их хи
мико-механическую  полировку. И м пульсную  оптическую обработку  п ро
водили на установках , где в качестве  источника излучения служ или: в 
одной установке импульсные ксеноновые л а м п ы  д л я  н акачки  лазеров  
ИФП-8000-1 при длительн ости  30 мс, а в другой — галогенны е лам пы  
К Г  220-1000-5 при длительн ости  импульса 0,1— 10 с. П лотность п ад аю 
щей лучистой энергии в импульсе  и зм ен ялась  от 350 до 860 к Д ж /м 2 
(лам пы  И Ф П -8000-1) и от 1,3 до 2,7 М Д ж /м 2 (лам п ы  К Г 220-1000-5).

В лияни е  импульсной о бработки  на диэлектрические  пленки изучали 
м етодами И К  спектроскопии на просвет, снятия  С К -характеристик  г р а 
ницы р а зд ел а  д и эл ектр и к  — полупроводник, эллипсометрии, а т а к ж е  
определения пробивных н ап р яж ен и й  и скорости тр авлен и я  диэлектриче
ских пленок до и после о бработки  в водном растворе  плавиковой кис
лоты.

И сследовани я  методом И К  спектроскопии пленки двуокиси кремния 
толщ иной 0,11 мкм, полученной термическим окислением, п ок азали  не
значительное отличие спектров проп ускани я  S i 0 2 (Х = 8 — 25 мкм) до и 
после их обработки  при р азли чн ы х  плотностях  лучистой энергии 
(рис. 1). Это свидетельствует  о незначительной структурной перестрой
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Г. У. ке S i 0 2 под воздействием мощного 
импульса оптического излучения. 
И зм ерения  н ап р яж ен и я  пробоя 
(табл. 1) и скорости травлен ия  
(табл. 2 ) пок азали ,  что эти х а р а к 
теристики S i 0 2 несколько улучш и
лись после импульсной оптической 
обработки. Так, пробивное н а п р я 
жение увеличилось на 20— 30 % при 
№7=350 к Д ж /м 2 и на 7— 8 % при 
W — 860 к Д ж /м 2, а скорость т р а в л е 
ния при этом ум еньш илась  на 17 и 
1 % соответственно.

И сследовани я  влияни я  импульс
ной обработки  на двуокись кремния, 
полученной плазмохимическим оса
ждением , вы явили  более сущ ествен
ные изменения п арам етров  ди эл ек 
трической пленки и наличие в ней 
структурной перестройки. А нализ 
И К  спектров проп ускани я  пленки 
S i 0 2 толщ иной 0,12 мкм до и после 
импульсной обработки  с использо
ванием л ам п  К Г  220-1000-5 при д л и 
тельности им пульса  6с и плотности 
лучистой энергии 1,62 М Д ж /м 2 и 2,7 

М Д ж /м 2 п о к а за л  смещ ение полосы поглощ ения в более коротковолновую 
об ласть  (рис. 2) и ум еньш ение ее полуширины. Т акое  изменение спект
ров пропускания  у к а зы в а е т  на увеличение плотности пленки и п р и бл и ж е
ние ее структуры  к структуре  пленок S i 0 2, полученных термическим окис
лением кремния, что п од твер ж дается  эллипсометрическими изм ерения
ми коэфф ициента прелом ления . Так , после облучения пленки коэффици-

1250 /ООО

Рис. 1. Спектры пропускания двуокиси 
кремния, полученной термическим окис
лением до импульсной оптической об
работки ( / )  и после нее (2) 

(117=860 к Д ж /м 2)

Т а б л и ц а  1
Влияние импульсной оптической обработки на напряжение пробоя SiO2 ( f t = 0 , l l  мкм)

Н о м е р  о б р а з ц а 1 2 3 4

Н апряж ение про
боя, В

до обработки 30 ,4 3 5 ,8 3 6 ,6 34 ,7

после обработки 

117=350 к Д ж /м 2 

Г = 8 6 0  к Д ж /м 2

36 ,8 4 7 ,0

39 ,7 37 ,3

Т а б л и ц а  2

Влияние импульсной оптической обработки на скорость травления SiO.,

Номер образца 1 2

Скорость травления, 
н м /с

до обработки 0 ,92 0 ,76

после обработки 
117 =  350 к Д ж /м 2 

117 =  860 к Д ж /м 2

0,76
0,75
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Рис. 2. Спектры пропускания двуокиси кремния, полученной плазм о
химическим осаж дением, до импульсной обработки (1) и после нее (2):

а — Г » 1,62 М Д ж /м 2, б — \ Г = 2 ,7  М Д ж /м 2

ент п релом ления  S i 0 2 ум еньш ился  с 1,65 до 1,48, что свидетельствует о 
при ближ ении  свойств S i 0 2, полученной плазм охим ическим  окислением, 
к свойствам  S i 0 2, полученной термическим окислением, коэффициент 
п релом ления  которой составляет  1,46. Уменьшение скорости травлен ия  
S i 0 2 в 3— 4 р а з а  после импульсной обработки  (табл. 3) т а к ж е  указы вает  
на зн ачительное  уплотнение S i 0 2, полученной плазмохимическим оки сле
нием после импульсной оптической обработки. П ри  этом следует отм е
тить, что увеличение плотности лучистой энергии с 1,62 до 2,7 М Д ж /м 2 
приводит к больш им изменениям в структуре самой пленки и к более су
щ ественному уменьш ению  скорости травления.

Т а б л и ц а  3
Влияние импульсной обработки S i0 2, полученной плазм охим ическим  осаж дением ,

на скорость травления окисла

Т о л щ и н а  S iO o. мкм 0 ,1 2 0 ,3 7 0 ,6 2

Скорость травлен ия, до обработки 0 ,8 9 1,51 1,18
н м /с

после обработки
Г  =  1 ,62  М Д ж /м 2 0 ,3 5 0 ,5 2 0 ,7 8
W  =  2 ,7  М Д ж /м 2 0 ,2 9 0 ,4 2 0 ,3 9

И сследован и е  границы  р а зд ел а  д и электри к  — полупроводник п рово
дилось на п л астинах  марки К ЭФ -20 диам етром  76 мм ориентации (100), 
на которых методом термического окисления в ы р а щ и в а л а с ь  пленка 
S i 0 2 толщ иной 0,11 мкм, а затем  методом плазм охим ического  о с а ж д е 
ния о с а ж д а л а с ь  пленка S i 0 2 толщ иной 0,63 мкм. И м п ульсн ая  оптиче
ская  о б р аб о тка  проводилась  с использованием  импульсны х лам п  И Ф П - 
8000-1 при плотности лучистой энергии 400 к Д ж /м 2. Д л я  определения 
парам етров  границы  р а з д е л а  д и эл ектр и к  —  полупроводник снимались 
вы сокочастотные во л ьт -ф ар ад н ы е  х арактери сти ки  М О П  системы, о б р а 
зованной постановкой индиевого зон д а  на поверхность окисла, из кото
рых р ассчи ты валась  плотность з а р я д а  и величина порогового н а п р я ж е 
ния (табл. 4).

Т аки м  образом , в процессе импульсной оптической обработки  систе
мы S i— S i 0 2TePM— S i 0 2nxo происходит уменьш ение плотности з а р я д а  и 
пороговых н ап ряж ений  в среднем в два  раза .  С ледовательно , в резу л ь 
тате  такой  обработки  у л учш ается  качество  границы  р а з д е л а  д и эл ект 
р и к — полупроводник за  счет получения более совершенной структуры 
диэлектрической  пленки.
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Т а б л и ц а  4
Результаты статистической обработки контроля плотности заряда  

и порогового напряжения системы Si — S i0 2TepM — Si0.2nxo после импульсной
оптической обработки

П л о т н о с т ь
за р я д а ,

1 0 - 11 « Г 2

С р е д н е к в а д р а т и ч н о е  о т к л о 
н е н и е  в е л и ч и н ы  з а р я д а ,, — 11 — 1 

1 0  см

П о р о г о в о е  
н а п р я ж е н и е , В

С р е д н е к в а д р а т и ч н о е  о т к л о н е н и е  в е л и 
чины  п о р о г о в о г о  н а п р я ж е н и я , В

До обработки

10,4 12,2 75 55

После обработки

5 ,4 7 ,3  . 33 32

И так ,  и м п ульсн ая  оптическая  о б р аб о тка  диэлектрических  пленок по
зво л яет  увеличить  их плотность, улучш ить структуру  и в р езультате  
улучш ить электроф изич ески е  свойства пленок и состояние границы  р а з 
д ел а  д и эл ек тр и к  •— полупроводник.
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У Д К  535.37

Ю. И. М И К С Ю К , И. М. ГУ  Л И С , С. К. Г О Р Б А Ц Е В И Ч

Д В У Х К А Н А Л Ь Н Ы Й  И М П У Л Ь С Н Ы Й  Н А Н О С Е К У Н Д Н Ы Й  
Л А З Е Р Н Ы Й  ФЛУОР ОМЕТР

В реш ении з а д а ч  кинетической флуоресцентной спектроскопии в на- 
носекундном д и а п а зо н е  основные успехи достигнуты  б л а го д а р я  приме
нению м етода  импульсной ф луором етрии [1]. О дин из его вариантов , так  
н азы в ам ы й  статистический однофотонный метод, на основе относитель
но м алоинтенсивн ы х во зб у ж д аю щ и х  импульсов при р я д е  неоспоримых 
достоинств требует  дли тельн ого  времени д л я  вы полнения измерений. 
В торой вариант , б ази рую щ и й ся  на использовании импульсных, в ч аст 
ности н ан осекундны х л азер о в  на м о л екулярн ом  азоте  (дли на  волны ге
н ерации 337,1 н м ) ,  х а р ак тер и зу ется  простотой, удобством  в работе  и 
п озволяет  проводить  изм ерени я  закон ов  за ту х ан и я ,  а т а к ж е  «мгновен
ных» спектров  и сп ускания  за  короткое врем я. О д н ак о  существенным не
достатком  метода я в л яется  его невы сокая  точность, обусловленн ая  тр у д 
ноустраним ы м и ф лу к ту ац и ям и  интенсивности азотного  л азер а .

В н астоящ ей  р аб о те  описана  у стан овка , в которой б л аго д ар я  введе
нию в схему « к а н а л а  сравнени я»  этот н ед остаток  сведен к  минимуму.

С хем а используемого  в работе  л а з е р а  на м олекулярн ом  азоте  опи
сан а  в [2]. Д л я  засел ен и я  генерационного у ровн я  м олекулы  азота  исполь
зуется  вы соковольтны й импульсный р а з р я д  наносекундной длительности, 
со зд аваем ы й  в м еж эл ек тр о д н о м  об ъ ем е  л азер н о й  кам ер ы  с помощью 
схемы импульсного удвоен ия  н ап р яж ен и я  (схема Б лу м л ей н а )  [3]. О бы ч
но в схем ах  такого  типа в качестве  бы стродействую щ его сильноточного 
клю ча п р и м ен яю т недолговечный р а зр я д н и к  л аб ораторн ого  изготовле
ния [4, 5]. В наш ей схеме ком м утатором  сл у ж и т  м еталлокерам ический 
тиратрон. О б л а д а я  меньш им кпд, он отли чается  долговечностью, устой
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чивой работой в частотном реж и м е  и превосходной стабильностью  з а 
пуска [6 , 7]. В качестве  накопителя вместо обычно применяемых медных 
пластин с изоляцией [4, 5] (самый ненадеж ны й узел системы) мы ис
п ользовали  м алоиндуктивны е высоковольтные керамические к он ден са
торы  (типа К В И -3 ) ,  удобные в эксплуатац ии  [8 , 9]. П рим енена схема и м 
пульсной зар ядк и  конденсаторов, тем сам ы м  сокращ ено до минимума 
врем я нахож дени я  элементов схемы под высоким напряж ением , т. е. обе 
спечена ее вы сокая  надежность.

Л а з е р н а я  кю вета п редставляет  собой вы ф резерованное  из оргстекла, 
герметически собранное основание, в котором располож ен ы  латун ны е 
электроды , образую щ ие  ребра  толщ иной 6 и длиной 300 мм. Они ск р у г 
лены  и отполированы. Боковы е поверхности ребер удален ы  от стенок 
основания. Р асстоян и е  м еж ду  эл ек тр о д ам и  ~  12 мм. Н а  то рц ах  л а з е р 
ной кю веты установлены  кварц евы е  окна под углом  Б рю стера  к оси к а 
н ала .  О дно окно служ и т  выходным, за  другим  — установлено глухое 
з е р к а л о  с алю миниевы м покрытием. О сущ ествлялась  непреры вная  п ро
к ач к а  азота  через лазерн ую  кювету. Систему прокачки  о б р азо вы вал и  
герм етизированны й сосуд Д ь ю а р а  с ж и дким  азотом  и нагревателем , 
к ран  тонкой регулировки  скорости нап уска  азота  в кювету, м анометр, 
вакуум н ы й насос. О птим альное  давлен и е  га за  8 -1 0 3 — 1 ,06-104 П а. П и 
ковая  мощность при этом р ав н ял ась  примерно 300 Квт, длительность 
светового импульса по полуш ирине — 3 не, частота  повторения и м п уль
сов — 50 Гц.

□
Ч Т

— г ~
гг

I to к -
74

15

Рис. 1. Блок-схем а двухканального им 
пульсного наносекундного лазерного 
ф луором етра. Пояснение см. в тексте

7  от н  ед.

Рис. 2. И м пульс генерации азотного л а 
зера (1) (нестабильность по амплитуде 
±  15 % ). К инетика затухания ф луоре
сценции З-амино-М -метнлфталимида в 
бутаноле (2) (С =  5 • 10—3 М, ЯРег =  

=  480 нм)

Б лок-схем а  ф луором етра  п о к а за н а  на рис. 1. Азотный л азер  2  з а 
пускается  генератором вы соковольтны х импульсов н ап р яж ен и я  1. Л а 
зерное  излучение ф окусируется  кварц евой  линзой на кювету с о б р а з 
цом 3. И м пульс  флуоресценции о б р аз ц а  через м онохроматор 4 (S P M - 2 ) 
регистрируется  скоростным Ф ЭУ 5 (ФЭУ-87) и поступает на вход 1 
стробоскопического осц и лл о гр аф а  9 (С 7-13). С выхода 1 осц и ллограф а  
аналоговы й сигнал через интегрирую щ ую  ДС -цепочку 12 (постоянная 
времени т ~ 2  с) поступает на вход  цифрового вольтм етра  10 (В7-23). 
Ч асть  светового потока в озб уж д аю щ его  л а з е р а  с помощ ью  кварцевой 
п ластинки К  отводится на ф отоэлем ент  6 (Ф К -19) ,  сигнал с которого 
поступает  на вход синхронизации стробосци ллограф а. С помощ ью  вто 
рой кварцевой  пластинки К  часть  лазерного  излучения отводится д ля  
ф о рм и рован и я  сигнала  сравнени я  на эталонны й лю минесцирую щ ий 
об ъ ект  7 (а м м о н и й у р а н и л ф то р и д ) , лю м инесценция  которого регистриру
ется  ФЭУ 8 (Ф Э У -8 7 ) . .

Н ал и ч и е  лю минесцирую щ его о бъекта  в « кан але  сравнения» с боль
шой длительностью  свечения ( т ~ 1, 2 m s)  явл яется  весьма важ н ы м  мо
ментом. Д ел о  в том, что по техническим со о бр аж ен и ям  сигнал с « к ан ала
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сравнения»  необходимо получить в виде постоянного н а п р яж ен и я  с в е 
личиной п о р яд к а  1 В. Е сли  ж е  на Ф ЭУ « к а н а л а  сравнения» непосредст
венно будут поступать  наносекундные л азер н ы е  импульсы, то, как  не
трудно понять, получить усредненное (проинтегрированное) напряж ение  
п оряд ка  1 В в линейном р еж и м е  работы  ФЭУ невозмож но. Р оль  люмине- 
сцирующ его объекта ,  таки м  образом , закл ю ч ается  в «оптическом р а с т я 
гивании» импульсов от нано- до миллисекунд.

С игнал  с Ф Э У  8 через интегрирую щ ую  А’С-цепочку 13 (постоянная 
времени т ~ 2 0  с) поступает  на вход блока  д ел ен и я  цифрового вольтмет
ра, который осущ ествляет  деление исследуемого сигнала  на сигнал «ка- 
н а л а ’сравнения»  за  0,6 с. Т аким  образом , с помощ ью « к а н а л а  сравнения» 
у д ается  устран ить  ош ибки, вносимые медленны м колебанием  во врем е
ни интенсивности лазерного  излучения, что существенно д л я  азотного 
л а зе р а ,  работаю щ его  в р еж и м е  прокачки. О ткорректирован ны й сигнал 
с выхода вольтм етра  через блок  согласован ия  И  поступает на вход ц и ф 
ро-аналогового  п р ео б р азо в ател я  Ц А П  14 (Ф 723/2),  аналоговы й сигнал с 
вы хода которого подается  на самописец 15 (К  201). Самописец м ож ет  
осущ ествлять  при необходимости развер тк у  б а р а б а н а  длин  волн моно
х р о м атора  4.

А п п ар ату р а  п ред н азн ач ен а  д л я  регистрации спектрально-временны х 
харак тер и сти к  флуоресценции в наносекундном диапазоне. В озм ож ны  
два  р еж и м а  регистрации [10]: 1) регистрирую тся кривые затухан и я  
флуоресценции при фиксированной длине волны  регистрации. Р еги стр а 
ция кривых за ту х а н и я  производится  в р еж и м е  стробирован ия  периоди
ческой последовательности  исследуемых импульсов (время регистрации 
одной кривой за ту х а н и я  3 м и н );  2 ) при фиксированном времени счи ты ва
ния сигнала  флуоресценции после момента возбуж ден и я  непосредствен
но регистрирую т «мгновенные» спектры излучения  (врем я записи одного 
мгновенного спе'ктра 20 м и н ) .

Н а  рис. 2 п о к а за н а  типи чн ая  кр и вая  за т у х а н и я  люминесценции (д ли 
на волны регистрац ии  А,рег= 4 8 0  нм) д л я  раствора  З-амино-М-метил- 
ф тал и м и да  в б утаноле  (концентрация  С = 5 - 1 0 ~5 М ) ,  полученная  с по
мощ ью  данного  ф луором етра .

Р а з р а б о т а н н а я  система о б л а д а е т  высокой временной стабильностью , 
н адеж ностью  и удобством в работе. М ощ ность  азотного л а зе р а  д о ст а 
точна д л я  н ак ачк и  л а з е р а  на краси теле  (например, Р О С -л а зе р а ,  к ак  
в [11]) с вы тек аю щ и м и  возм ож н остям и  вар и ац и и  частоты возбуж дения  
люминесценции.
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Г. В. Ш А Л А Х О В С К А Я ,  В. Н. БО Н К О В ,
А. Н. К Р А С О В С К И И , Д .  С. УМ РЕМ  КО

Ф О Р М И Р О В А Н И Е  Л И Н И Й  Н И З К О Т Е МП Е Р А Т У Р Н ЫХ  СПЕКТРОВ  
Л Ю М И Н Е С Ц Е Н Ц И И  У Р А Н И Л О В Ы Х  СО Е Д И Н Е Н И Й

В ы со кая  концентрация излучаю щ их центров и при ближ аю щ ийся  
к единице квантовы й выход люминесценции, ярко вы раж енн ы й ди ск р ет 
ный х ар ак тер  электронно-колебательны х полос и зависимость х а р а к т е 
ристик отдельных оптических переходов от внешних и внутренних усл о 
вий (преж де  всего от тем п ературы  и степени электронно-колебательного  
взаим одействия) делаю т  ураниловы е соединения достаточно удобными 
и интересными о бъектам и  д л я  изучения проблемы ф орм ирования  конту
ра  спектральной  полосы в конденсированной среде [1— 3]. Тем не менее 
ф орм а  контуров ф луоресцентных линий * этих веществ до настоящ его 
времени изучена недостаточно.

В настоящ ей работе  в д и ап азо н е  температур  4— 120 К  д л я  кр и стал 
лов  нитратов и хлоридов у р ан и ла  эксперим ентально п рослеж и ваю тся  и 
ан али зи рую тся  различия  полуш ирин и ф орм ы  контуров спектральны х 
линий, соответствующ их оптическим переходам  на подуровни энергии 
валентны х колебаний иона урани ла . Вы бор этих переходов определялся  
надеж ностью  идентификации и возм ож ностью  регистрации с достаточ
ной степенью точности.

С пектры  получены на установке, вклю чаю щ ей  оптический гелиевый 
криостат  переменной температуры , монохроматор высокого разреш ения 
и регистрирую щ ую  систему, р або таю щ у ю  в реж и м е счета фотонов. В о з
буж ден и е  люминесценции осущ ествлялось  ртутно-кварцевой лам пой  с 
фильтром, вы деляю щ им  излучение ~ 3 6 5  нм, либо аргоновым лазером , 
генерирую щ им на линии А ,= 457,9 нм; излучение на длине волны 1 =  
=  514,5 нм с мощностью 1 Вт использовалось  д л я  записи спектров ком 
бинационного рассеян ия  в области  частот  валентны х полносимметрич
ных колебаний  иона уран и ла .  П олуш и ри н а  ап п аратной  функции у с т а 
новки с о став л я л а  в вы бранном спектральном  д и ап азо н е  0,2 см-1. Д л я  
исследован ия  формы линий контуры их аппроксим ировались кривой 
Фойгта. Вы деление гауссовой и лоренцевой составляю щ их производи
лось с использованием  методики [4].

Н а  рис. 1, а приведена область  спектра  люминесценции кристаллов  
С 3и 0 2 (М0 з)з, соответствую щ ая оптическим переходам  с частотам и  v =  
=  vo—nx'i и v = V o — nv i—\’з, где vo— чисто электрон н ая  частота; vi и V3 — 
частоты  полносимметричного и антисимметричного валентны х колебаний 
иона у р ан и ла ,  я — колебательное  квантовое число. О б р ащ а е т  на  себя 
вни м ан ие  значительное уменьш ение полуш ирины  линий при продви ж е
нии по спектру в низкочастотную  сторону (в четвертой полосе по сравн е
нию с первой они примерно в 3,5 р а за  у ж е ) .  Отчетливо зам етн а  та к ж е  
асим м етри я  контуров линий, с в я за н н а я  с более пологим спадом интен
сивности свечения в длинноволновую  сторону. П оследовательном у  у ве
личению я  отвечает  постепенное обособление указан ного  длинноволно
вого к р ы л а  и удален ие  м акси м ум а  его интенсивности от соответствую 
щей линии на расстояние до 20 см-1.

В случае  C S 2 U O 2 C I 4  (рис. 1, б)  аналогичны е изменения контуров л и 
ний колебаний лц и у3 в зависимости  от я  присущи, по-видимому, к а ж 
дом у  из компонентов дублетного расщ еп лен ия  со строго постоянным 
частотным интервалом  1,6 см-1 . Это расщ епление, судя по данны м  ис
сл едо ван и я  спектров электронного поглощ ения кри сталлов  данного 
соединения [5], обусловлено проявлением  в люминесценции одновременно 
двух возбуж денны х электронны х состояний.

УД К  535.37

* Здесь  и далее  под линией подразум еваю тся оптические переходы, образую щ ие 
полосу с полуш ириной « 1 0  см-1 .
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В силу сравнительно  больш ой длительности  послесвечения урани ло- 
вых соединений ( т ~ 10_3 с) ради ац и о н н ая  ширина спектральны х линий 
д л я  них д о л ж н а  быть чрезвычайно м ала. О днако, к а к  видно из экспери
мента , д а ж е  при столь низких тем п ературах , к а к  гелиевые, линии д о с т а 
точно широки, вкл ю чая  и линию чисто электронного перехода.

a Wen'1

Рис. 1. Участки спектра люминесценции кристаллов C sU 0 2( N 0 3) 3 (а) и C sU 0 2Cl4 
(б) при Т =  4,2 К. Ш триховой кривой обозначены  контуры  линий при Т =  60 К

Д л я  вы яснения  причин отмеченных особенностей, по-видимому, сл е 
дует  иметь в виду к а к  неоднородное уш ирение спектральны х линий, так  
и многоцентровую  модель свечения ионов у р ан и ла :  собственно кр и с та л 
л а  (основы) и дополнительны х центров деф ектной  природы  (см. т а б л и 
ц у ) .  У к азан н ы е  д еф ектны е  центры свечения могут возникать  из-за  при 
сутствия катионов изоморфной примеси в об р азц е  [6]. О тносительная 
кон ц ен трац и я  их, согласно оценкам  [7, 8], невысока ( ^ 1 0 ~ 2). О днако  
вследствие  эф ф ективной  м играции энергии электронного возбуж дения  
(^осн ^^дгф ) интенсивность их люминесценции при гелиевой температу
ре м ож ет  быть сравн и м а  с интенсивностью лю минесценции кристалло-  
основы (при более  высоких тем п ер ату р ах  этот  эф ф ек т  о сл абевает  из-за  
терми чески  активированного  обратного  переноса энергии).

Р ассм о тр и м  соотношения частот  и полуш ирин линий ф у н д ам ен тал ь 
ных колебаний  иона U 0  2+  (v4 и v3) р азли ч н ы х  центров свечения в к р и 
с т а л л а х  трини тратов  у р ан и ла .  К а к  видно из таблиц ы , лиш ь д л я  ру б и 
диевой соли упом януты е частоты  (в отдельности) в кристаллооснове и д е 
ф ектном  центре I совп адаю т  или близки  друг  к другу; д л я  всех других 
соединений (равно к а к  и д л я  первого из них в сопоставлении с д еф е к т 
ным центром II)  они существенно р азл и ч аю тся .  О б р ащ а ю т  на себя вни
м ание т а к ж е  одинаковы е полуш ирин ы  линий (к а к  vi, т а к  и \ 3) в первой
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полосе и незначительны е их отличия д л я  последую щ их полос спектра 
в этом случае. Д ругие  деф ектны е центры подобного соответствия с кри- 
сталлоосновой не обнаруж иваю т. К тому ж е  тенденция к относительному 
сужению линий при увеличении колебательного  квантового числа п  д ля  
них вы р аж ен а  слабее.

О б н аруж енн ы е закономерности  могут быть обусловлены резонан с
ным взаимодействием  и злуч аю щ их центров, причем возм ож ность н а л и 
чия колебательного  резонан са  не исклю чена к а к  д л я  одинаковы х цент
ров, так  и д л я  центров разн ы х  типов. Д ействительно, дан н ы е  таблицы  
удовлетворяю т следую щ им условиям, н аклад ы ваем ы м  с точки зрения 
резонансных взаимодействий  соотношением колебательны х частот  и при
родой центров: 1) деф ектны е центры слабо резонирую т м еж д у  собой; 
2 ) деф ектны е центры I подверж ены  резонансу  с основой; 3) основные 
центры находятся  в резонансе друг  с другом. Вместе с тем сравнительно 
бо льш ая  ш ирина линий и отделение м аксим ум а  диф фузного  сп ек тр ал ь 
ного распределения  д л я  обертонов и составных частот  дефектны х цен
тров (когда разн и ц а  в колебательной энергии д л я  них по отношению к 
кристаллооснове сильно возрастает )  показы вает , что рассм отренн ая  при
чина не явл яется  полностью определяю щ ей.

А налогичные особенности х арактери зую т  спектры других имеющихся 
в нашем р аспоряж ени и  кристаллов , концентрация  деф ектны х центров 
которых примерно на п орядок  меньше. О б н аруж ен о  лиш ь уменьшение 
полуш ирины линий кристаллоосновы  приблизительно на 0,5 см-1 по 
сравнению  с приведенными в таблице. П ри  п — 5, 6 , 7 она составила соот
ветственно: 1,0 + 0, 1; 1,0 + 0 , 1; 1, 1+ 0,1 см-1 д л я  С э и 0 2 (М0 з)з и 1,2 + 0, 1; 
1,2 + 0, 1; 1,4 + 0 ,1  см-1 д л я  R b U 0 2(N 0 3) 3- О ценка ш ирины линии v t в спек
тр а х  комбинационного рассеян и я  в обоих случаях  д а л а  величину 
< 0 , 2  см ~ 1. Эти дан ны е позволяю т определить верхний предел во зм о ж 
ного неоднородного р азб р о са  (полуш ирину функции распределения) мо
л ек у л  по частоте  v o = 2  см_ 1[9— 11] (см. т абл и ц у ) .  Тот факт, что линия чи
сто электронного перехода м ало  суж ается  при экстрап оляц и и  к нулевой

Основные частоты (о) и полуширины линий (До) в спектрах люминесценции 
тринитратных солей уранила при Т =  4 ,2  К

С о е д и н ен и е RbUOo (NOj )j - CSUO2 (N03) з KU02 (NO,),

Т и п  ц е н т р а ОСН. | д е ф . I д е ф . II ОСН. д еф . ОСН. д еф .

21202,5 21163 21186,5 21093 21058,5 21188 21124

До0 4 ,8 3 ,0 2 ,4 4 ,6 4 ,0 5 ,0 2 ,5

«1 889 ,5 889 893 ,5 883 880 877,5 881

6 ,2 6 ,2 3 ,8 5 ,2 3 ,5 5 ,2 4 ,4
5 ,0 5 ,8 3 ,5 4 ,5 3 ,2 4 ,0

Д иЦ я)
3 ,83 ,6 — 2 ,0 2 ,6 3 ,5 —

1.8 2 ,1 — 1,5 2 ,6 — —

из 962 962 966 957 954 951 954

6 ,3 6 ,3 7 ,0 7 ,6 4 ,9 9 ,6 11,2
3 ,6 4 ,0 _ 3 ,4 3 ,5 3 ,3 4 ,6

До3 (я)
3 ,5 3 ,9 --- 2 ,6 2 ,9 — 3,7
3 ,3 3 ,7 — 2 ,0 2 ,9 — —

— данные не приведены в связи  с перекрыванием соседних линий.
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темп ературе , позволяет  сделать заклю чение  о значительном  вкл ад е  в ш и
рину линий низкочастотны х фононных состояний.

2 5 5 0  Т, К

Рис. 2. Т ем пературная зависимость ф актора Д еб ая  — В аллера полос 
17573 см -1 в спектре C sU 0 2 (N 0 3) 3 (7) и 17602 см-1 (2) в спектре

RbU02(N03)3
Рис. 3. Т ем пературны е зависимости лоренцевой составляю щ ей полуш и
рины Г л (Т )  ( / )  и сдвига Й (Т ) (2 ) линии 17573 см-1 в спектре лю мине
сценции C sU 0 2 (N 0 3) 3 (точки) и результаты  их аппроксимации ф орм у
лам и (1) и (2) при 0 =  120 К (сплошные кривы е); а =  171,4 с м - 1,

у =  61,4 см-1

В пользу  фононной природы при м ы каю щ и х  к л и н и ям  крыльев сви
детельствует  и рост их относительной интенсивности в спектре с повы 
шением температуры . Следует  отметить, что «п ерекачка»  интенсивности 
излучения в фононные кры лья  при переходе от 4,2 к 77 К не приводит 
к исчезновению линий, к а к  это обычно бы вает  в случае  сильной или сред
ней связи  лю м инесдирую щ его  центра со своим окруж ением , но вы соко
частотн ая  часть фононного кры ла  в значительной  м ере перекры вается  и 
сливается  с линией, что м ож ет  приводить к искаж ен н ом у  сум м арном у 
контуру, х ар ак тер и зу ю щ ем у ся  более пологим спадом  интенсивности све
чения в длинноволновую  сторону (рис. 1, а ) .

По этой причине оценка  силы электрон-ф ононной связи  д о л ж н а  быть 
более корректной  д л я  длинноволновы х полос. Ф актор  Д е б а я  — В а л л ер а ,  
например, д л я  линии v3 с п = 3 в спектре R b U 0 2( N 0 3) 3 при 6,3 К равен 
0,57. Д л я  той ж е  линии изоморфного ему C s U 0 2( N 0 3) 3 он больш е и со
с тав л я ет  0,70 (рис. 2 ) .  Вероятно, этим обусловлены  гораздо меньшие в е 
личины ее уш ирения  (до 16 см-1) и «красного» сдвига (на 4 см-1) при 
повыш ении тем п ературы  до 70 К д л я  данного  соединения по сравнению 
с рубиди йурани лтри нитратом  (соответственно 32 и 8 с м - 1). Е щ е мень
шей силой электрон-ф ононной связи  отмечен цези йуранилхлорид. В спек
тре этого соединения фононные кр ы л ья  и бесфононные линии (геТ^З) 
отчетливо р азд ел ен ы  д а ж е  при тем п ературе  ж и дкого  азота (дублетное 
расщ еп лен ие  линий при этом не о б н а р у ж и в а е т с я  вследствие их уш и ре
ния) (см. рис. 1 , 6 ) .  О тнося к  интенсивности бесфононной линии с у м м ар 
ную интенсивность обоих компонентов расщ еп лен ия , получаем д л я  со
ставной линии 16695 см-1 (v3> п = 3) ф актор  Д е б а я  — В ал л ер а  равным 
0,73. П ри  гелиевой тем п ературе  он во зр а с т ае т  до 0,86.

Н ам и  проведено т а к ж е  сопоставление величин уш ирения Гл)?") и 
сдвига Q { T )  лоренцевы х составляю щ и х  линии 17573 см-1 (vi, п = 4) 
в спектре ц ези й у р ан и лн и тр ата  (рис. 3) с теорией примесного центра (по
лученной в ади абатическом , кондоновском и гармоническом п р и бл и ж е
н и ях) ,  у читы ваю щ ей  малость  изменения силовой м атри цы  кри сталла  при 
электронном возбуж дении:

г л л  = «(Д)7| i0 = w dx’б)
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/ т \4 ah 
Щ Т )  =  у  - 0 -  j

' ' hО
( 2 )

где 0  — д еб аев ск ая  тем п ература . Условие применимости приведенных 
форм ул [12]: А Г /А Г ^ 0 ,0 5  см_1/гр а д  выполняется. К а к  видно из рис. 3, 
при 0 = 1 2 0  К эксперим ентальны е кривы е достаточно хорошо опи сы ва
ются расчетны ми в ди ап азо н е  температур  25— 50 К. П ри более низких 
тем п ер ату р ах  удовлетворительного соответствия получить не удается , 
что м о ж ет  быть связано  с влиянием отмеченных механизмов уш ирения 
линий, а т а к ж е  с конечным естественным временем ж и зни  возбужденного 
состояния соответствующего локального  колебания.

Т аки м  образом , изучение ф орм ирования  контуров флуоресцентных 
линий м ож ет  существенно расш ирить информативность исследований 
урани ловы х соединений спектрально-лю минесцентным методом.
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У Д К  530.145.7,539.182

А. И. Л А В Р Е Н О В ,  Е : Е .  Т Р О Ф И М Е Н К О

О П Р И М Е Н Е Н И И  МЕТОДА ПР Е О Б Р А З О В А Н И Я  ЛАПЛАСА  
К В ОЗ МУЩЕ ННОМУ У Р А В Н Е Н И Ю ШР Е Д И Н Е Е Р А  

Д Л Я  Ь - СОСТОЯНИЯ В О Д О Р О Д О П О Д О Б Н О Е О  АТОМА

Одним из наиболее плодотворны х аналитических методов теории воз
мущ ений (ТВ) является  метод, основанный на применении п р ео б р азо в а 
ния Л а п л а с а  к возм ущ енном у уравнени ю  Ш редингера. О днако  из-за 
Трудностей, возникаю щ их при выполнении обратного преобразования  
Л а п л а с а  д л я  поправочной волновой функции (В Ф ),  его использование 
ограничивается  случаем, когда  р а д и а л ь н а я  часть оператора  возмущ ения 
имеет степенной вид [1]. В работе  п р ед лагается  метод нахож дени я  ори
гинала поправки к ВФ водородоподобного (В П ) атома. Д л я  простоты 
рассмотрено возмущ ение основного состояния В П  атома сферически- 
симметричным потенциалом W ( г ) . О бобщ ение получаем ы х при этом ре
зультатов  на потенциалы  иной мультипольности не вы зы вает  затр у дн е 
ний. Т ак ,  в работе  [2] одним из авторов  рассмотрен случай, когда W ( r )  =  
= f  ( г ) Р 2 (cos 0 ) .  Уравнение д л я  ВФ  первого п о р яд ка  ТВ имеет вид:

где Н 0 —  гамильтониан невозмущ енного  атома д л я  I s  состояния; До, Д 1 
и Ео, Е 1 — ВФ и энергии Is состояния соответственно в нулевом и пер
вом порядке  ТВ.

ЛИТЕРАТУРА

[ £ 0- Я 0] ' Р , =  [ № - £ , ]  Д 0. ( 1)
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В ы б и р ая  Дй следую щ им образом:

Д , = Д „и (г)/ г, (2 )
получаем:

ги" { г )  Ц - r u ’ { Г ) +  — и (/•) =  2т  (W -  Е х) г2.
и0 “О ( 3)

И сп ользуя  свойства п р ео б р азо ван и я  Л а п л а с а  и д л я  удобства  записи 
п о л агая

З д е с ь  учтено, что £ i = < 1F 0/W'/'lF i >  =  p3J7(P)/2.
О бщ ее реш ение диф ф еренц иального  уравнени я  (Д У ) (5) можно з а 

писать в виде:

где  первый член — реш ение однородного Д У  (5),  второй — частное ре
шение, а константа  N  легко определяется  из условия  ортогональности 
■<4F i / ' F o > = 0  и р авн а  N = — m [3(3Д (Р )  + p 2iF/ ( P ) ]. Если п оды нтеграль
ное вы р аж ен и е  в (6 ) п рео б р азо вать  следую щ им образом:

и вы полнить интегрирование по s, то лап ласовски й  об р аз  и (г)  примет 
вид:

Зд есь  E i ( z )  •— и н тегр ал ьн ая  п о к а за те л ь н а я  функция; у ■— постоянная 
Э йлера.

Н а  основании теоремы  об интегрировании и зо б р аж ен и я  и оригинала 
по п а р ам етр у  и (г) получим, вы п и сы вая  последовательно  оригиналы  изо
б р аж ен и й  в ф орм уле  (7). В р езу л ьтате  после гром оздких п р ео б р азо в а 
ний м ож н о придти к следую щ ем у  вы р аж ен и ю  д л я  ф Д г ) :

где  — меньш ее из г и t.
Ф орм ула  (8 ) по своей ф орм е  полностью  совп ад ает  с вы раж ени ем  для  

4 ; i ( r ) ,  запи сан н ы м  с помощ ью  редуцированной кулоновской функции

и (р ) =  J е-р< и ( 0  dt  W  (р ) e~pt t2 W  (t) dt ( 4 )
0 0

и ft =  2Z / a 0, будем иметь

P (P — p ) u ' —  2u ( p —  p)  =
2m [W (p) p3 -  \W (P) P3]

P3 ( 5 )

P

( 6)

W (s) s3 — W (P) |33 
(s — P) s2

\V (s) s3 — W (P) s3 -j- W (P) s3 — W (P) P3 
(s — P) s2

о

X  e Pt d t + x ] w ( t ) t *  e - v  [Ei (Ф -  tp )  -  In [t (P -  P) ] -  y] dt
^  A0

W (P) P2 1 
p3 J ( 7 )

P<+



Грина (Р К Ф Г )  [3]. М н ож итель  в квадратн ы х  скобках, стоящ ий в подын
тегральн ом  в ы раж ен и и  ф орм улы  (8 ), равен  s -компоненте Р К Ф Г  l s -со- 
стояния В П  атома. Очевидно, что метод преобразован и я  Л а п л а с а  может 
ок а за ть с я  чрезвычайно плодотворным д л я  нахож дени я  Р К Ф Г .

П о сущ еству  проведенное исследование позволяет  проследить в з а и 
мосвязь и п о к азы вает  эквивалентность  метода п реобразования  Л а п л а с а  
и метода Р К Ф Г  в стационарной ТВ. К аки м  из них пользоваться , во мно
гом зави си т  от специфики конкретной задачи.

В кач естве  конкретного п ри м ера  применения лапласовского  об р аза  
поправочной функции й ( р )  рассмотрим влияние конечных разм еров  ядра  
на величину магнитного момента связного лептона в легких атомах. С о
гласно р аботе  [4], g -ф актор  лептона в связном ls -состоянии вы р а ж а е т с я

■—̂
через среднее значение к в а д р а та  им пульса  < Л г/р 2/гГ > .  П редставим  по
тенциал  в заим одействия  лептона с ядром  V{г)  в виде сум м ы  двух  с л а 
гаемых V —  — +  1К, первое из которых п редставляет  собой кулонов-
ский потенциал, а второе — возмущ ение, обусловленное учетом разм еров  
ядра. М о ж н о  легко показать , что с точностью до членов первого порядка

малости по W  величина < W /p2/W >  равна:

< W / Y >  =  <W0/ p 2/ W 0> +  2 ( W 0/ ~ / W v ) (9)

С пом ощ ью  формул (2 ), (4) находим, что

2 < Ч У ^ - / ¥ Х> = - a Z m [3p2 r ( p )  +  P3 lK '( p ) ] .  ( 10)

У чи ты вая  (9), (10) и р езультат  работы  [4], получим, что g  — фактор 
лептона в связном  l s -состоянии с учетом конечных разм еров  яд р а  опре
дели тся  ф ормулой

( a  Z Y l - - f  (m /M ) +  4 ("V M )2 (Z-{- 1)g ( l s )  =  g 0 j l

_  4 | . Z_<-^ > 1/2 j 2j +  +  {m/ M f  ]}• (11)

где m,  M  —- м ассы  лептона и я др а  соответственно; go—g -фактор свобод
ного лептона; < г 2] > 1/2 — средн еквадратический  радиус ядра .

П ол у чен н ая  в работе  п о п р авка  на конечные разм ер ы  я д р а  порядка 
Г z  ( г 2 ) 1/2 I2

(aZ )2 — ^ -------- д л я  атома водорода по величине сравн и м а  с рассчи
танной р анее  поправкой п орядка  a  ( a z ) 2( m / M ) 2 [4], обусловленной р а д и а 
ционными эф ф ек там и  и эф ф ек там и  отдачи ядра. Д л я  мюонных атомов 
вы чи слен ная  п оп равка  играет  более существенную  роль, чем д ля  эл е к 
тронных. П оэтом у ранее расчет  g -ф ак то р а  мюона в связном l s -состоянии 
проводился  численно [5], в то в рем я  к а к  ф о рм ула  (11) имеет простой 
аналитический  вид. В ней член с ( a Z ) 2 определяет  поп равку  на св яз 
ность лептона  в атоме. И ск о м ая  п оп равка  учиты вает  эф ф ек т  конечных 
разм еров  ядра. Д л я  сравнения  аналитического  и численного расчетов 
приведем следую щ ие цифры. П о п р а в к а  на  связность, согласно (11) и 
[5], соответственно: д л я  Z — 8— 0,001099 и 0,001104, д л я  Z = 1 2 —
0,002363 и 0,002379. К а к  видно, р асхож д ен и е  составляет  не более 1 %.

В заклю чени е  отметим, что поскольку  сферически-симметричный по
тенци ал  не см еш и вает  ВФ нулевого п ри ближ ения, то метод преобразо 
вани я  Л а п л а с а  м о ж ет  быть легко  обобщ ен на  возбуж денны е n s -состоя- 
ния. П оп р авк и  к ВФ n s -состояний В П  атомов з а  счет сферически-симме- 
тр и ч н о го ' потенц иала  возм ущ ен ия  могут быть т а к ж е  представлены  в 
кв а д р а ту р а х  [6]. П реим ущ ество  вы р аж ен и й  (6 ), (7) по сравнению с ф ор
мулам и в кв а д р а ту р а х  закл ю чается  в простоте расстан овки  пределов ин
тегрирования.
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У Д К  681.518.3

М. И. Д Е М Ч У К , В. H. Д Е Н И С Е Н К О ,
М. А. И В А Н О В ,  Л. В. С И Л Ь Н О В

У Н И В Е Р С А Л Ь Н А Я  ИЗ МЕ Р И Т Е Л Ь Н А Я  СИСТЕМА  
Д Л Я  А Н А Л И З А  Д В У Х  С Л У Ч А Й Н Ы Х  ПОТОКОВ ИМПУЛЬСОВ

П ри изучении радиолю минесценции, исследовании изменения корре
ляционны х свойств потока квантов, прош едш его через вещество, необхо
димо проводить ан али з  двух  случайны х потоков импульсов — н ач аль н о 
го и потока, модифицированного  изучаем ы м  процессом. Если во зб у ж д ать  
ради олю м инесценцию  п родуктам и  р ас п а д а  изотопа, то д а ж е  в простей
шем случае  будем иметь дело с пуассоновским первичным потоком со
бытий. П ерекры тие  отдельны х вспы ш ек сц и нтиллятора  по времени м о ж 
но попы таться  устранить  ап п ар ату р н ы м  путем [1, 2] или отби рать  д л я  
а н а л и за  только вспыш ки без налож ений. Д л я  более эфф ективной  реги
страц ии нужно, чтобы коррелятор  фиксировал  врем я  появления событий 
обоих потоков [3]. С овм естная  о б р аб о тка  информ ации на основе п а р а м е т 
рически задан н ой  функции интенсивности изучаемого вторичного потока 
фотонов и д ае т  оценки п арам етров  этой функции. Д ругие  возм ож ны е 
применения такого коррелятора ,  просм атриваю щ его  за  цикл измерений 
две  временны е области  определенного п олож ен ия  и величины в двух  по
токах, хорошо известны [4, 5].

С ущ ествует  класс  экспериментов, где имеется д в а  потока импульсов, 
но случайной является  у ж е  ам п ли туд а  импульсов, а их временное поло
ж ен ие  за р а н е е  известно — это изм ерения  с применением пикосекундных 
л азеров ,  даю щ и х  цуг импульсов разной  ам плитуды  [6]. Обычно из цуга 
вы деляю т один импульс и с ним проводят  изм ерения  [7], причем исполь
зую т оптическое стробирован ие  о ткл и к а  изучаемого объекта . Весь экспе
римент стави тся  так , что, если о т к а за т ь с я  от вы деления  только одного 
импульса  из цуга  и использовать весь цуг, получим два  потока им п уль
сов — н ач альны й цуг  и цуг  после стробирован ия  отклика изучаемого 
объекта . И н тер в ал  следовани я  импульсов в цуге обычно достаточно ве
ли к  (десятки нан осек унд),  чтобы провести измерение ам плитуды  неко
торого им пульса  до при хода  следую щего.

В работе  описана у н и в ер сал ь н ая  и зм ери тельн ая  система, р а з р а б о т а н 
н а я  авторам и , при годная  д л я  эф ф ективного  применения в указан ны х 
классах  экспериментов, а т а к ж е  в других случаях . Система на основе 
м ини-Э В М  (рис. 1) п ред ставляет  собой два  связанны х  10-канальных 
стр о б -ан ал и зато р а ,  на входы которых подается  либо исследуемый сигнал 
(при измерении а м п л и ту д ) ,  либо стан дартны й пи лообразны й импульс 
(при измерении врем енны х и н тер вал о в ) .  Р е ж и м  измерений в к а н а л е  м о
ж ет  у стан ав ли в аться  независимо от другого к а н ала .

В ходные сигналы  поступаю т на входы блока  вы бора р еж и м а  р а б о 
ты — совокупности логических и ком м утирую щ их схем, обеспечиваю щих 
основные р еж и м ы  системы. Ф орм и рователи  O i— Ф 4 стан дартизую т им 
пульсы датчиков. К вар ц евы й  генератор  ударного  возбуж дения  (КГУ В) 
д ает  вы сокостаби льную  ф ази руем ую  серию импульсов. Блоки  за д ер ж к и  
и ф орм ирования  строб-импульсов п ред ставляю т  собой програм м ируем ы е 
д ели тели  частоты  со сквозны м  переносом. Р асп р ед ели тел и  строб-импуль-
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Рис. 1. Ф ункциональная схема системы

сов — бы стродействую щ ие сдвиговые регистры, з ад аю щ и е  последова
тельность ср аб аты в ан и я  ячеек аналоговы х зап ом и н аю щ и х  устройств. 
Схема управлени я  р асп редели телям и  за д ае т  номер ячейки, которая  д о л 
ж н а  сработать  первой. В частности, эта  схема п озволяет  унифицировать 
вкл ад ы  ячеек  в р еж и м е  многостопового временного ан ал и за .  Схема се
лекции отбирает  импульсы, поп авш ие в рабочий д и апазон . Ж д у щ и й  ге
нератор пилообразного  н ап р яж ен и я  ф ормирует пи лообразное  н а п р я ж е 
ние д л я  преобразован и я  врем я  — амплитуда. Схема р еж екции  состоит 
из двух  пороговых устройств, зад аю щ и х  границы рабочего  диапазона. 
П ереклю чатели  П и  П г — м еханические ком м утаторы  реж и мов работы 
системы, БУ  — буф ерны е усилители. А налоговы е зап ом и н аю щ и е  устрой
ства (АЗУ) описаны в [8 , 9]. Б л о к  считывания обеспечивает временное 
согласование  работы  ячеек  АЗУ , А Ц П  (аналого-циф ровы х п р еоб разова
телей) и Ц З У  (цифрового запом и наю щ его  устрой ства) .  Опишем основ
ные реж и м ы  работы  системы.

Многоканальный строб-анализатор. М ож н о использовать  10 или 
20 ячеек  д ля  а н а л и з а  ф орм ы  импульса, причем точки стробирования 
можно вы бирать на равном  у дален и и  или произвольно, с помощью ф ор
мируемой вне системы последовательности импульсов. М инимальное 
врем я  с т р о б и р о в а н и я — 10 не. Э фф ективн ое  число точек  стробирования 
при использовании двух  строб-ан али заторов  и серии импульсов строби
рован и я  с равны м и и н тер вал ам и  м еж ду  импульсами, но случайным и 
равном ерно распределен ны м  интервалом  от н а ч а л а  отсчета до первого 
импульса  серии или со случайной серией импульсов, м ож но довести до 
256. Д л я  этого второй строб-ан али затор  используется  д л я  измерения 
временного п олож ен ия стробирую щ их импульсов, а Э В М  с учетом изм е
рений двух строб-ан али заторов  производит накопление гистограммы.

Многостоповый временной анализатор. Н а вход отдельного строб- 
ан ал и зато р а  п одается  п и лообразное  напряж ение , стоп-импульсы задаю т  
точки стробирования, крутизна  пилы определяет  цену кан ала . Н а  
рис. 2 — пример измерения: гистограм м ы  частот временны х интервалов 
до 1— 4 ф отоэлектрона Ф ЭУ при регистрации короткого светового им 
пульса; мертвое время, в основном за счет системы Ф Э У + у с и л и т е л ь ,  
примерно 100 не.
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Многостартовый коррелятор [3]
предназначен  д ля  изучения перекры 
вающ ихся, но одинаковы х потоков 
импульсов. О ба строб-ан али затора  
использую тся д л я  измерения вр е 
менных интервалов. Временны е д и а 
пазоны вы би раю тся  так , чтобы м о ж 
но было учесть все н ал о ж ен и я  вто
ричных потоков при случайном по
токе возбуж дения . П усть отдельный 
вторичный поток — нестационарный 
пуассоновский с интенсивностью 
ф(т, а ) ,  где а — набор параметров, 
т — время; п редполагаем , что ф(т, а )  
существенно отлична от нуля  лишь 
на конечном отрезке  времени. Если 
p.,, Хг — моменты прихода старт- и 
стоп-импульсов, то в к аж д о м  цикле 
измерений по набору  {р,Л и априор- 

Рис. 2. Гистограм м ы  частот временны х но ВЬ1бранной модели д л я  интенсив- 
интервалов до 1— 4 ф отоэлектрона ФЭУ 1ности м ож но построить случайную

(в том смысле, что она зависит от 
случайны х величин р ,)  интенсивность суммарного  пуассоновского вто
ричного потока

Ф2 ( т ,  а )  =  2 ф ( 4 - Mr, а ) ,  ( 1 )
1=1

где /72j — число зареги стри рован н ы х  старт-импульсов  в реали зац и и  с но- 
мером /. В целом сум м арны й поток не яв л яется  пуассоновским.

И зм ерение  ф иксирует  число стоп-импульсов в рабочем  диапазоне. 
П оэтом у ф ункцию  фг(т, а)  необходимо норм ировать  на одинаковую для  
всех а  п лощ адь; возьм ем  норм ированную  функцию

тг
Ф Н 2 ( т ,  а ) = 3 ф 2 (т, а ) / [ ф 2 (т, a ) d x ,

7T
где [Ть 7 2] — рабочий д и ап азо н  в стоп-канале; при этом ож и даем ое  чис
ло событий на ин тервале  [Ти Г2] от а  зависеть  не будет. О днако  норми
ровка ум ен ьш ает  на единицу число парам етров , которы е мож но оценить 
методом м акси м альн ого  правдоподобия; при этом абсолю тную  интенсив
ность легко  оценить по дополнительном у измерению  (оценкой может 
служ и ть  отнош ение средних частот  событий в стоп- и стар т -к ан але ) .

П о совокупности р е а л и за ц и й  д л я  пуассоновского вторичного потока 
вы числяю т логариф м и ческую  функцию правдоподоби я  д л я  п ар ам ет 
ров а  [3]

/ (н) =  (В> >
/ t

где i = l ,  tij, tij — число стоп-импульсов в /-ой реализаци и . По методу

м аксим альн ого  п равдоп одоби я  оценкам и а  п ар ам етр о в  а  считаю т реш е
ние уравн ен и я

1 ( a ) — m a x  1 ( a ) . (2 )

К а к  п ок азы ваю т  изм ерен и я  (см. таблицу) и моделирование  потоков 
на Э В М  [3], эти оценки не смещены, если пренебречь влиянием  мертвого 
времени и эф ф ективности  регистрации событий. В табли ц е  приведены

оценка а  и ее погреш ности Д± (полуш ирина 1 (a )  на уровне — 1п2 от 
m ax 1(a)  [3]) д л я  одного п а р а м е т р а  функции ф(т, а ) = А е ~ ах, истинное 
значение п ар ам етр а  а ~ !^ 2 0 0  нс. П отоки событий моделировались  с по
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мощ ью  р азр або тан н о го  авторам и  имитатора потоков. Д лительн ость  р а 
бочего д и а п а зо н а  в стоп-канале  Г2— Г4~ 5 0 0  не, в старт -к ан але-— 
1500 не. С реднее число импульсов в отдельном вторичном потоке -—-1,5 
в рабочем  диап азон е ;  старт-поток — стационарный, близкий к пуассонов- 
скому, R  — число циклов измерения.

Оценка одного параметра

10 3 -« 2 4 6 8 10 12 14 20

а /с с 0 1,02 1,004 0 ,988 0,994 0,998 1,016 1,004 0,998

Д _ /« 0 > 0 ,0 3 0 ,03 > 0 ,0 0 6 > 0 ,0 0 6 0,008 0 ,003 0 ,003 0 ,003

Д+ / а 0 > 0 ,0 0 8 > 0 ,0 0 6 0 ,0 2 0,016 0,006 0 ,008 0,002 0,003

Измерение времени в одном канале, амплитуды — в другом. К а к  от 
мечалось, такой  р еж и м  мож но использовать д л я  увеличения эф ф ек ти в
ного числа точек стробирования. К ром е того, этот  реж и м  можно при
менить д л я  а н а л и за  интенсивной радиолю минесценции, фиксируя мо
менты прихода импульсов в озбуж ден и я  и эксперим ентальны е значения 
Ф! функции (1). Д л я  независим ы х погрешностей в разны х точках  стро
бирования  с одинаковы м и известным распределением  ош ибок измерения 
Р ( е )  можно принять

1 (“ ) =  2  2  1п Р  (Фиг (т ;) — Фш: (Tf  “ ))•
i i

где т i — точки стробирования; д л я  нормировки < j | ( t )  необходимо допол- 
т

нительно и зм ерять  f ф |  (т) dx  д л я  каж дой  реализаци и , т а к  что в (2 ) 
о

г '^ 9 ,  а одна ячей ка  используется д л я  нормировки.
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А. 3. А Б Д У Л И Н ,  А. И. К О М Я К , А. А. М И Н Ь К О ,
А. А. М У Р А В С К И И ,  В. С. Р А Ч К Е В И Ч

О П Т ИЧ ЕС К ИЕ  СВОЙСТВА  
З А К Р У Ч Е Н Н Ы Х  НЕМАТИЧ ЕСК ИХ СЛОЕВ

О дним из ш ироко при м ен яю щ ихся  на прак ти ке  электрооптических 
эф ф ектов , происходящ их в ж и дки х  к ри сталлах ,  яв л яется  твист-эффект 
[1— 3]. В аж н ей ш и м и  характер и сти к ам и  устройств о то бр аж ен и я  инфор-
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мации, использую щ их этот эф ф ект, считаю тся временны е и контрастные 
характери сти ки  получаемого и зображ ени я , поэтому выбор оптимальны х 
п ар ам етр о в  ж и дк окри сталлического  м атер и ала  и ячейки является  в а ж 
ной и актуальной задачей .

Ц ел ь  данной работы  — ан ал и з  оптических свойств реальн ы х  ж и д к о 
кристаллических  ячеек, определяю щ и х контрастны е характеристики  ин
дикаторов , использую щ их твист-эффект.

Рис. 1, а — Р еал ьн ая  ж идкокристалличе
ская ячейка, р аботаю щ ая в реж име от

раж ения:
1 —  п о л я р о и д ;  2  —  у д е р ж и в а ю щ а я  с т е к л я н н а я  
п о д л о ж к а ;  3  —  п р о зр а ч н ы й  э л е к т р о д ;  4  —  
о р и е н т и р у ю щ е е  п о к р ы т и е ; 5 —  п р о к л а д к и , з а 
д а ю щ и е  т о л щ и н у  п о л я ; 6  —  ж и д к и й  к р и ст а л л ;  
7 — м а т о в ы й  э к р а н ; 6  —  С х е м а  р а с с ч и т ы в а е 
м о й  ж и д к о к р и с т а л л и ч е с к о й  я ч ей к и , в  —  Х о д  

л у ч е й  в р а с с ч и т ы в а е м о й  я ч ей к е

Рис. 2. Зависим ость коэффициента кон
тр аста  ячейки от угла наблю дения при 

различны х толщ инах:
7 — /1 =  20 м км ; 2 — 10 м км : 3 — 5 м км ; п 0=  
=  1,531; п е =  1; 746; п =  1,5; 6  =  0,84; д л и н а  

в о л н ы  п а д а ю щ е г о  с в е т а  /. =  0 ,5  мкм

Схем а реального  устройства, работаю щ его  на отраж ение , показана  
на рис. 1, а. К онтраст  д ан ной  ячейки (свойство границ ы  р а зд ел а  свет — 
темн ота)  определяется  к а к  отнош ение интенсивностей отраж енного  д и с
плеем света в вы клю ченном и вклю ченном состояниях. Ввведем у п р о 
щ аю щ и е  расчет  допущ ения:

1. С вет рассеивается  матовы м экраном  по всем нап равлени ям  с оди 
наковой интенсивностью.

2. Будем  считать уд ер ж и в аю щ и е  ж и дки й  кр и стал л  стеклянны е п л а 
стинки поляроидны м и с коэффициентом  прелом лен и я  п  и коэфф ициен
том о слаблен и я  линейно поляризован ного  света  дан н ой  длины волны 
k(V)  (рис. 1, б ) .

3. Во вклю ченном состоянии молекулы  ж и дк ого  кр и стал л а  переходят 
от исходной закрученн ой  план арн ой  ориентации (характери зуется  углом 
поворота  ди ректора  ж и дк окри сталли ческого  слоя  я /2  при переходе от од 
ной у д ер ж и в аю щ ей  п од лож ки  к другой) к  гомеотропным во всем о б ъ 
еме о б р аз ц а  (рис. 1, в ) .  Р еал ь н о  это возм ож но, если при лож енное н а п р я 
ж ен и е  значительно превы ш ает  пороговое н ап р яж ен и е  перехода Ф реде
рикса.

П р и  этих п редп олож ен и ях  интенсивность света, засвечиваю щ его 
экран , будет h = k 2I aan., где / пад.— интенсивность света, падаю щ его на 
ячейку; k2 — коэф ф иц иент  ослаблени я  света при прохож дении через два  
поляроида . Д а л е е  будем  р ассм атр и в ать  только  распространение  света от 
эк р а н а  через слой ж и дкого  кри сталла .

П усть  главное н ап р авл ен и е  проп ускани я  п ол яр о и д а  составляет  с п л о 
скостью п адения  света  угол (3. Тогда  при вклю ченном у п равляю щ ем  н а 
пряж ен и и  после п р охож ден и я  первого п олярои д а  будем иметь следую 
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щ и е компоненты линейно поляризованного  света: Е \ \ =  \ E 1 \)/rkc.os#', Е  _ =  

=  | Е г | V  k  sin Р ' ,  где Р ' =  arctg -t g ^ ■; а — угол падения; Е \ \ и Е _ — ком
поненты линейно поляризованной волны, падающей на слои жидкого 
кристалла, а Е г —  амплитуда волны, идущей от экрана. Волна, прошед
ш ая  слой жидкого кристалла, будет определяться следующим образом:

£ '  =  Е\\еш п 1п =  | Е ± | y l / c o s  $ 'еЫпц Ч, Е '  =  Е ± eiy-n± 1± =

=  | Е х [ Y k s m  p 'e lV‘n L Ч ,  

где, согласно [ 4 ] ,  х  =  2 л /1 ,  п ц  =  ] / е (  1 — е0/е г) sin2 а  +  еи, п х — п 0 =  ] / е 0,

=  arctg f s in? L ^ ), =  arctg X 
V У г 0 —  s m 2 а  J

h
COS0/ ’ J- COS 0О ’

Х |      s in a  У h  — толщина слоя жидкокристаллического ве-

У 1 — L
Ё/

щ ества, е, ео, е; — диэлектрические  проницаемости стекла и ж и дкого  кр и 
с т а л л а  в оптической области  спектра.

П осле  прохож дени я  светом второго п оляроида  имеем: Е вых =  |£|'sinP"-j- 

-У Е'± cos Р" | Y~k, где Р" =  arctg - | | | - .

И нтенсивность прош едш его света:

/ Вы?  =  I -^ в ы х  I2 =  1/2 / ПаД. | sin Р '  cos Р "  еш У 1± +  cos Р '  sin Р "  еЫпи Ч |2.

Д л я  получения реального значения  кон траста  необходимо учесть свет, 
который о т р а ж а е тс я  на границе стекло ■— воздух. Этот свет смеш ивается  
с вы ходящ им и тем самым п о н иж ает  м аксим альн ы й контраст. И нтенсив
ность света, распространяю щ егося  к наблю дателю , следует  запи сать  сле
дую щ им  образом : / = / отр . + / Вых.; Л т > .=  (R± + ^ ' / ) Д а д . ,  где / 0Тр — интен
сивность света, отраж енного  в нап равлени и  к  н аблю дателю , a R _ ,  R\\ — 
френелевские  коэффициенты  отр аж ен и я  света, поляризованного  перпен
ди кулярн о  и п ар ал л ель н о  плоскости падения. Контраст, как  мы уж е 
определяли , есть отношение интенсивностей света, идущ его от ин ди като
р а  в выклю ченном и включенном состояниях, т. е.

/в ы к л . _  / о т р . -J -  1 / 2  k * / п а д .
к I  ВК.1.

Таким образом , с учетом полученных форм ул  м ож ем п р о ан ал и зи р о 
вать  степень ко н траста  реальны х ж и дк окри сталлическ их  ячеек. Н а  рис. 2 
и зо б р аж ен ы  зависимости кон траста  ячейки от угла  наблю дения  при р а з 
личных толщ инах. К а к  видно из графиков, с уменьш ением толщ ины х а 
рактеристики  ячейки улучш аю тся. О днако при очень м алы х  толщ ин ах  
плоскость п о л яр и зац и и  света, прош едш его слой ж и дкого  кр и стал л а  в вы
клю ченном состоянии, не п оворачивается  им [5] и гасится  вторым п оля
ризатором . В результате  в выключенном состоянии свет не проходит че
рез ячейку и кон траст  падает. Д л я  реально возм ож н ы х  технологических 
толщ ин ~ 1 0  мкм это явление не н аб л ю д ается  и им мож но пренебречь.

И звестно [6— 8], что при создании твист-структуры  в образц е  жидкого 
к р и стал л а  вероятность закрутк и  вещ ества  вправо  и влево одинакова. 
П оявлен ие  так и х  «п лощ адок  с обратны м  кручением» приводит к тому, 
что возни каю т стенки м еж ду  п л о щ ад к ам и  противополож ной закрутки , 
а  это существенно ухудш ает  оптические характери сти ки  индикатора. 
Ч тобы  и зб еж ать  такого  эф ф екта ,  в нематическую  м атри ц у  д обавляю т  
н ебольш ое количество хиральной примеси. Вопрос о выборе оп ти м ал ь
ного количества этой примеси остается  открытым.

И з  теории упругости [1 ,9 ]  следует, что минимум плотности упругой 
энергии и с к аж ен и я  Ф ран ка  ( /Ч )  д л я  случая  деф орм ац и и  кручения при 
строго п ланарн ой  ориентации молекул ж и дкого  кр и стал л а  на у д ер ж и 
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ваю щ их  п о д л о ж к ах  будет достигаться  в случае  н ем ати ка  с хиральной

где |  — угол поворота  ди ректора  в плоскости XV относительно его р асп о 
л о ж ен и я  на у д ерж и ваю щ ей  подлож ке, a q0= 2 n / P 0, где Р 0 — равновесный 
ш аг  спирали , индуцированной хиральной примесью  (см. рис. 1). Это 
произойдет тогда, когда  d l / d z — q0— 2л/Ро. Если  н ап р авл ен и я  ориентации 
молекул  на у д ер ж и в аю щ и х  п о д л о ж к ах  соответствуют твист-эффекту 
(0 ^ | , = ^ л /2 и то, интегрируя п реды дущ ее уравнение в у к а з а н 
ных пределах , получим соотношение м еж ду  ш агом  спиральной структу
ры и толщ иной ж и дкокри сталлического  слоя  д л я  такой  равновесной кон
фигурации h —  P 0/4.

С другой стороны [10], д л я  небольш их концентраций оптически акти в 
ного вещ ества  в нематической м атри це  вы полняется  соотношение Р 0с —  
=  const, где с —  кон центраци я  оптически активной д о бав к и  (см-3 ). Из 
микроскопической теории д альн одей ствую щ их иск аж ен и й  [9], вы званны х 
хи ральны м и д о б а в к а м и  в нематической матрице, следует, что q o =  
= 2 л / Р о = 4 л а с ,  где а  —  константа, з а в и с я щ а я  от природы  оптически а к 
тивной добавки  и, в значительно меньшей степени, от природы матрицы. 
Обычно ее н азы в аю т  микроскопической силой кручения [9].

Теперь мож но определить, как ое  количество д обавки  с силой круче
ния необходимо добави ть  в нематическую  м атри ц у  д л я  получения р ав н о 
весной конфигурации директора . Т а к  к а к  \ / Р 0= 2 а с ,  то с = 1 / 2 Р о а  и при 
P 0= 4 h  получим c — l /8 h a  (м оль/см 3).

Т аки м  образом , получены критерии вы бора  к а к  толщ ины  слоя ж и д к о 
кристаллического  вещ ества , т а к  и концентрации хиральной примеси. О т 
метим то обстоятельство, что п р ед лагаем ы й  способ оценки необходимой 
концентрации хи ральн ой  д о бавки  в значительной  мере учиты вает  при
роду хиральной  примеси. П олученны е результаты , несомненно, долж н ы  
корректи роваться  соответственно требуем ы м  электрооптическим и д и н а 
мическим п а р а м е т р ам  рассм атри ваем ого  электрооптического  эф ф екта.
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У Д К  532.22:519.6

В. К. П О Л Е В И К О В ,  В. М. Д Е Н И С Е Н К О

Ч И С Л Е Н Н О Е  И С С Л Е Д О В А Н И Е  Р А В Н О В Е С Н Ы Х  ФОРМ КАПЛИ,  
В Р А ЩА ЮЩЕ ЙС Я  В Г Р А В ИТ А ЦИОННОМ ПОЛЕ

В озросш ий за  последние 15— 20 лет  интерес к изучению равновесных 
ф орм свободной поверхности ж идкости  во многом обусловлен развитием  
вы числительной техники к а к  средства  исследования. Б ольш инство  п р а к 
тически интересных зад ач  о равновесии имеет слож ную  постановку, т р е 
бую щ ую  применения приближ енны х методов. В р або тах  [1— 3] развит  
итерационно-разностны й подход к решению  таки х  задач ,  о казавш и й ся  
в ряде  трудны х случаев эф ф ективнее  традиционны х методов [4], н ап ри 
мер, в случае, когда ж идкость подвергается  действию не одной массовой 
силы, а нескольких (гравитационны х, центробеж ны х, магнитны х и д р .) ,  
при расчете  двухсвязны х равновесны х поверхностей.

П рим ени м  итерационно-разностны й метод д л я  реш ения зад ач и  о р а в 
новесии осесимметричных форм кап ли  жидкости , н аходящ ейся  на в р а 
щ аю щ ей ся  плоскости в поле сил тяж ести . О бозначим: V  — объем капли; 
R * •— ради ус  капли; а  — контактны й угол; ю — у гловая  скорость в р а щ е 
ния капли ; р — плотность; о  —  коэф ф иц иент  поверхностного натяж ени я; 
g  — ускорение свободного падения; 5*-— дли на  равновесной линии. Ф о р 
му поверхности будем искать в п арам етрическом  виде Z ( S ) ,  R ( S ) ,  где Z  
и R  — цилиндрические координаты; S  — д ли на  дуги равновесной линии, 

(0) = 0 ,  Z ( S * ) =  0, R ( S * ) = R i,. Зам ети м , что объем капли 
м ож но вычислить как  объем тела  вр ащ ен и я  по ф орм уле

s*
У =  2 л  [ Z R R ' d S .

о

В ведем  обобщ енны е переменные:

Т акой  способ з а д ан и я  обобщ енных переменных удобен тем, что позво
л я ет  проводить вычисления в постоянной области  O ^ s s C l .

Р а з м е р н а я  постановка зад ач и  имеется в [4]. Зап и ш ем  ее в б ез р аз м е р 
ной ф орм е в переменных ( 1):

(r2') '  =  rr' ( ^ S - 2 - V r2+ C}  (2 )

r " =  - 2 ' ( - J ^ 2 - v r2 - 4 - + c ) ’ ° < s < ! ;  (з)

r ( 0 ) = 0 ,  z ( l ) = 0 ,  (4)
r ' ( 0 )  =  l,  z ' ( 0 ) = 0 , r ' ( l )  = c o s  a ,  z ' ( l )  = — s in a ,  (5)

где z = z ( s ) ,  r = r ( s ) ,  O s ^ s ^ l ,  ' = d / d s ,  Bo =  pgV 2/3/ a > 0 — число Бонда, 
P = p V c o 2/ 2 a > 0  — парам етр , характер и зу ю щ и й  отнош ение ц ен тробеж 
ных сил к кап иллярн ы м ,
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v =  2я  | z r r ' d s >  0 . ( 6 )
о

2 sin а  Во а 1/3 , P/-2 (1)
( 7 )/- (1) я г 2(1) 1 2v

О п ределяю щ и м и  п а р а м е тр ам и  являю тся  числа Во, Р  и угол с м ач и в а 
ния а.

Н а  отрезке  O ^ s ^ l  введем равном ерную  сетку с у зл а м и  S i = i h ,  i —  
= 0 , 1 ,  . . . ,  N,  h = l / N  и построим разностную  схему второго порядка  а п 
проксим ации  д л я  зад ач и  (2) — (7). П ри  этом условим ся  обозначать  р а з 
ностное реш ение т а к  ж е, к а к  и точное реш ение в у зл а х  сетки: Z { = z ( S i ) ,
ri =  r (S i) .

Зап и ш ем  уравнени я  (2 ) ,  (3) в граничных у злах ,  раскры в  неопреде
ленность Zo/r0 по п р ав и лу  Л оп и таля .  С учетом этих соотношений полу
чим по обычной методике [5] краевы е условия, апп роксим ирую щ ие (5)
со вторым порядком: rs, 0 =  1, zs, 0 ----- J ° 3-  z0 - f  c j  =  0 , r -  N +  X

X  h Q sin a  =  cos a, z -  N -{- - y  h Q cos a  =  — sin a, где | s> . — обозначе

ния [5] д л я  односторонних разностны х производных. П роизводны е г '  и 
г'  в уравн ен и ях  (2 ) ,  (3) зам еним  на сетке цен тральн ы м и  разностны ми 
производны м и Z» и Го . ,  левую  часть  уравнени й  аппроксимируем  с по

греш ностью  0 ( h z) по известной ф орм уле  [5], а к  и н тегралу  (6 ) применим 
к вад р ату р н о е  прави ло  трапеций. Ч тобы не за гр о м о ж д а ть  статью, окон
чательны й вид разностной схемы приводить не станем. Ее легко соста 
вить из ф орм ул  (8 ) — (14),  в которы х следует  лиш ь у б р ать  верхний ин
декс, соответствующ ий номеру итерации.

Д л я  реш ения полученной нелинейной разностной зад ач и  построим 
итерационны й процесс по неявной схеме метода установления, обеспечи
в а я  устойчивость прогонки на  к аж д о й  итерации:

п+\
2°

( 12)

(13)

г Г 1 h, Сп+ 1 =  —
s , ;

2 sin  a

i =  i

Р

Здесь т — итерационный параметр; п  — номер итерации,
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Н а я + 1 - о й  итерации сн ачала  прогонкой реш ается  за д а ч а  (8 ) — (10) 
и оп ределяю тся  z n+ l при всех г, затем  аналогично вычисляю тся все 
из реш ения  зад ач и  (11) — (13); найденны е п ри ближ ения  используются 
в ф ор м у лах  (14), откуда  находятся  v n+i, Cn+i, Q n+1.

Угол см ачи ван и я  и число Б о н да  варьи ровали сь  в диапазонах : 
2 0 ° ^ а ^ 1 7 0 ° ,  О ^ В о ^ Ю 4. С етка строилась с шагом Л =  1/100. П а р а 
метр т в ы б и р ал ся  из и н тервала  10- 1— 10-4.

а=45° а=90° а= 135°

Во
Р

V

R* Z o /R t СЗ
«

Р
V

R* ZoIR*
га?
*га
со

Р
V

Z 0/R *
га?
га
СО

0 0,69 0,41 ч_ 0 2,09 1 _ 0 11,26 2,42 --

1 0,5 0,26 — 4 1,11 0,47 — 7 2,64 0,8 —
0 1,25 0,42 0,19 “Г 4 ,5 0,93 0,36 + 8 1,83 0,52 +

1,38 0,34 0,12 + 4,75 0,76 0,24 + 8,21 1,54 0,41 +
1,44 а в о с т 4 ,8 а в о с т 8,28 а в о с т

0 0,5 0,26 _ 0 1,31 0,62 — 0 2,97 1,04 --

1 0,32 0,12 + 2 1,04 0,46 — 4 2,04 0,69 —

5 1,13 0,27 0,08 11 4 0,64 0,19 + 6 1,51 0,47 +

1,19 а в о с т 4,13 0,58 0,14 1 7,13 1,03 0,23 +

------ 4,19 а в о с т 7,19 а в о с т

0 0,39 0,19 -- 0 1,01 0,46 — 0 1,98 0,73 --
1 0,23 0,06 + 2 0,8 0,38 + 2 1,7 0,61 —

10 1,06 0,2 0,04 1 3,75 0,49 0,11 !
~ Г 4 1,4 0,47 +

1,12 а в о с т 3,88 а в о с т 6,63 0,76 0,13 +
6,69 а в о с т

0 0,12 0,037 _ 0 0,27 0,094 — 0 0,42 0,14 --

100
0,5 0,083 0,023 -р 1 0,24 0,075 + 4 0,29 0,068 +
0,88 0,054 0,0078 тг 3,19 0,12 0,01 1 5,63 0,17 0,0088 +
0,94 а в о с т 3,25 а в о с т 5,69 а в о с т

П ри  расчетах  выяснилось, что рост п а р а м е т р а  вр ащ ен и я  Р  приводит 
к внезап ном у переполнению р азр ядн о й  сетки маш инной памяти. З н а ч е 
ния Р, соответствую щ ие наступлению  авоста, уточнялись методом д ел е 
ния о тр езка  пополам , пока  погреш ность не стан овилась  менее 3 %• 
С равнение с известными р езу л ьтатам и  теории при В о = 0 ,  а = 9 0 °  [4] по
казало , что кризис вычислительного  процесса происходит при том ж е 
критическом Р  =  Р кр= 4 ,7 7 ,  что и разруш ен и е  равновесны х форм вслед 
ствие осесимметричных возмущ ений. У читы вая  выводы работы  [3], воз
никновение вычислительной неустойчивости при разруш ении равновес
ных осесимметричных форм м ож но считать не случайным. П р е д с т а в 
ляется  разум н ы м  предполож ить, что этому способствует применен
ная итерац и он н ая  процедура, м одел и р у ю щ ая  подходящ ий нестацион ар
ный процесс.

О сновные х ар актер и сти ки  равновесны х форм д л я  различны х Во, Р 
и а  представлен ы  в таблице. З д есь  Z 0= Z ( 0 )  — высота капли на оси 
симметрии, ko — кривизна свободной поверхности на оси симметрии.
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В случае  вы пуклой поверхности кри визн а  k 0 имеет зн ак  (— ), а в случае 
вогнутой — з н а к  ( + ) •  Д в е  последние строки в каж до м  из четырех ф р а г 
ментов табл и ц ы  соответствуют наи больш ем у докритическом у и наи мен ь
ш ем у закри ти ческом у  значениям  Р, полученным при вычислениях. В сл у 
ч ае  Р = 0  реш ение зад ач и  известно [4, 6]. П олученны е численные р е зу л ь 
таты  с ним полностью  согласую тся.

Рис. 1: 1 —  X =  135°; 2 — 9 0 °; 3 — 7 0 ° ; Рис. 2: 1 — Во =  1; 2 — 5;
4 — 4 5 ° ; 5 — 2 0 °  5 — 10

Н а  рис. 1, 2 приведены  граф и ки  логариф м и ческой  зависимости кр и 
тической величины  безразм ерн ой  угловой скорости вращ ен ия  WKp=  
=  | / Р кр/В о3/2, рассчи тан н ы е  по п ри зн аку  авоста , от безразмерного  о б ъ 
ема кап ли  U — В о3/2 и от угл а  см ачи ван ия  а.  К а к  видим, при всех а  вел и 
чина lg W Kp у м ен ьш ается  с ростом IgU по одному линейному закону. 
В области  л / 9 ^ а ^ З я / 4  б ли зк а  к линейной т а к ж е  зависимость lgW Kp от 
l g a  при лю б ы х  U. П ричем  рост угла  см ачи ван и я  о казы вает  стаб и л и зи 
рую щ ее влияни е  на равновесие  вр а щ а ю щ е й с я  капли . Зависи м ость  W Kp 
от безразм ерн ого  об ъ ем а  U  и угл а  см ачи ван и я  а  хорошо описывается  
при ближ енной  формулой

„ 0 , 9 0 3 5
П7 — 1 Я7 — ______№ к р  ~  1 > ° ‘ ^ 0 , 5 2 8 7  ’

м а к с и м а л ь н ая  погреш ность которой при l ^ B o ^ l O O  и я / 9 г ^ а ^ З я / 4  не 
п ревы ш ает  5 %.

В [4] п ок азан о ,  что при В о = 0 ,  а = 9 0 °  н аи более  опасными являю тся  
неосесимметричны е возм ущ ения , вы зы ваю щ и е  неустойчивость у ж е  при 
Р =  2,62, т. е. когда поверхность еще вы пукла. Очевидно, т а к а я  ситуация 
в о зм о ж н а  и при други х  Во и а.  У читы вая , что в настоящ ей работе  при
м ен ял ась  м ате м а т и ч е ск а я  модель, д о п у с к а ю щ а я  только  осесимметричные 
возм ущ ения , проведенны й ан али з  устойчивости следует, по-видимому, 
считать предвари тельн ы м . О днако  он д а е т  полезны е качественные оцен
ки о влиянии п ар ам етр о в  зад ач и  на устойчивость равновесных форм.
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У Д К  62-50:519.2
В. И. М А Л Ю Г И Н

ОБ О Ц Е Н И В А Н И И  ПЛОТНОСТИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ С Л У Ч А Й Н Ы Х  
ВЕ КТОРОВ С СУЩ ЕСТВЕННО З А В И С И М Ы М И  КОМПОНЕНТАМИ

1. Постановка задачи. Одной из наи более  распространенны х в прило
ж е н и я х  оценок многомерной плотности вероятностей явл яется  оценка Ро- 
з ен б л атта  — П а р зе н а  с многомерным гауссовским ядром, им ею щ ая 
вид [1]:

П
f n ( x ) = - l r J i n N ( x / X i , Я2 Я ) ,  (1)

1 = 1

где A  =  { X i  : X i ^ R N, i= 1, п } — сл учай н ая  вы борка  наблю дений из р а с 
пределен ия  вероятностей с неизвестной плотностью f { x ) ;  nN ( x \ a ,  В)  —• 
A -м ерная  гауссовская  плотность со средним а и ковариационной м атр и 
цей В\  h — h ( n ) — коэфф ициент размытости, удовлетворяю щ ий при 
п—уоо условиям:

/г-»-0 , n / i^ -voo . (2 )

П усть  !Х =  (*i, . .  . , x n ) t ^ R n  ■— случайный вектор с существенно з а 
висимыми компонентами [2]: Т ( X )  = x l— cp(A) = g .  Здесь  £ — гауссовская  
слу чай н ая  величина с нулевым средним и достаточно м алой дисперсией 
а 2; Х =  (х2, . . .  , x N) T — не зави сящ и й  от £ случайный вектор, равномерно 
распределенны й в п арал л елеп и п ед е  G a R N~ [\ ф(А) — неизвестная, д о ста 
точно гл а д к ая  в области  G функция. Т аки м  образом, плотность вероятно
стей f ( x )  случайного вектора  X  имеет  вид:

f М  =  mes 1 r Ia Ф  Пх (7  М А  ° 2)’ (3)

где m e s ^ - i G ,  Ig (x ) — м ера  Л е б ега  (А — 1-мерный объем) и индикатор-
N

ная  функция области  G соответственно. Очевидно, m e S i v - i G = n  mes 1 G],
/= 2

где meSiGj — д ли на  и н тервала , на котором определена компонента Xj 
вектора X.  Д л я  плотности вида (3) характерно  то, что при ст2—>-0 она 
«концентрируется вблизи» А — 1-мерной гиперповерхности Г, оп ределяе
мой уравнением  7’( а ) = 0 .

В настоящ ей статье  исследуется  проблема вы бора  м атрицы  А, 
| А | > 0 ,  во зн и к аю щ ая  при построении оценки (1) по вы борке А  ограни
ченного объема [3]. П р е д л а г а е т с я  в качестве  Н  использовать не фиксиро
ванную м атрицу [4], а специальны м  образом  построенные статистики. 
Д л я  оценки (1) с оцениваемой по вы борке матрицей А  п р ед лагается  спо
соб построения коэфф ициентов размытости.

2 . Меры точности оценки плотности. Введем обозначения: 5 ,  5 (ь т ) =  
=  (< #  m))— соответственно ф и кси р о ван н ая  и вы борочная  (по выборке
A i = { X ;, / =  1, п, j=/=i} объ ем а  m = n — 1) ковари ацион ны е матрицы, 
причем
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s « .m) =  - ^ y d {Xj - X ^ ) ( X j - X ^ Y ,  X ( » = i t = t 2  X p  j =  1. n; (4)

Bn, 1 =  -H- (e^Se/CT2)2/!4 ^- Ox, B n, 2 =  - ^ - / l 4 +  Ox, 01 =  0 (/l1). (7)

/=1 /=1

f n , i (x)  и f n,г(х)  — оценки, получаю щ иеся  из (1 ) ,  если в качестве  Я  
использую тся м атри ц ы  5  и {5(ьт >} соответственно; ЬпЛ(х) ,  ипЛ(х) ,
b n,z(x) ,  v n ,z(x)  — смещ ение и вар и ац и я  оценок f n,i (а) и f n ,2 (x)  соответ
ственно. В качестве  мер точности оценок f n,i ( • )  будем использовать  ф унк
ционал

в - '  =  £ { ( щ х г ) Т  <5 >
хар актери зую щ и й  средний кв ад р ат  относительного смещ ения оценок 
fn,i (х)  и ф ункц ионал

U n , i = \  vn, I (х) dx  (,[ f 2 (A-) dx)  1, (6 )
m  rn  '

известный [1] к а к  относительная  гл о б ал ьн ая  ош и бка  аппроксимации 
плотности f  ( а )  оценкам и f n,i (а) , 1 = 1 ,  2 .

И сследуем  вн ач але  проблем у  вы бора Н,  h  в случае, когда  уравнение 
7 ( a )  = 0  определяет  в R N некоторую  N — 1-мерную гиперплоскость.

3. Г-гиперплоскость. П усть  7 (X)  =  0ТХ = | ,  0 —  фиксированны й TV-век
тор, |  — оп ределен н ая  вы ш е случайн ая  величина.

Теорема 1. Д л я  мер точности В п,i оценок f n, i ( x ) , 1 =  1, 2 плотности (3) 
сп раведли вы  асимптотические р азлож ен и я :

~  (0Г 5 0 / а 2)2 /i4 +  Oj, В п, 2 =  ~y

Д л я  исследован ия  величины В П :1 при всевозм ож ны х соотношениях h 
и а2, которые могут иметь место при оценивании плотности / ( а )  по вы 
борке ограниченного объема, рассмотрим последовательности  однотип
ных ситуаций, возн и каю щ и х  в предполож ении, что при п—>-оо а2=  
= а 2(п)->-0. О бозначим  [3 (п) = h 2 {п) /о2( п ) . Б удем  говорить, что имеют 
место последовательности  ситуаций типа I, II, III  соответственно, если 
при п-^-оо: |3 (п)-Я ); р(га)->А,, 0 < А , < ° о ;  |3 (я)-*-оо.

Следствие 1. Д л я  ситуаций типа:
I В п,1—>-0 , 5  и,2-^-0 ;

II В п,г+с,  0 < с < о о ,  В п, 2-И );
I II  B n,i~УОО, В П,2Г~*' 0.
Следствие 2. Е сли  h = r r a/N, 0 < а < Д  [3], то д л я  достиж ения  оц ен ка

ми f n, i ( x ) ,  f n,2(a) одной и той ж е  точности оценивания: В пЛ= В п ,2 тр е 
буются соответственно объем ы  вы борок п2, связан н ы е  соотношением

 Д. / gTjg \ 2
п2 =  п 1 ' К  “ , и =  (— — ) •  Таким образом, если а 2- > 0  (зависимость

компонент вектора X  усиливается), то х -> -о о ,  п2 < ^ п 1 и целесообразно 
использовать модифицированную оценку fn, 2 (x).

Теорема 2. А сим птотическая  гл о б ал ьн ая  ош ибка  аппроксимации 
плотности (3) оценкой f n ,2 ( х ) :

Uп. 2 =  ( - | - ) ^  1ЛГ_ °  * h ~ N n ~ l +  - Ж  ^  +  ° 4‘ ^8)

О птим альны й в смысле минимума U n,2 коэфф ициент разм ы тости  /г0 с точ
ностью до членов более высокого порядка  м алости  будет:

 1_  / 4 / 3  \(ЛГ-1)/2\ 1
1ц =  h0 (,п ) =  a  (N)  п  "+4 , а  (А) =  ( у  J J л’+ 4 . (9)

4. Г-нелинейная гиперповерхность. С учетом полученных в п. 3. р е 
зультатов  в случае, когда  уравн ен и е  7 ( a )  = 0  определяет  в R N некото
рую N — 1-мерную нелинейную  гиперповерхность, п ред лагается  в качест
ве Я , h  использовать  л о к ал ьн ы е  статистики, построенные в окрестностях
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выборочных точек Xi ,  i—  1, п. О птим альны й р азм ер  окрестности д ля  
точки X i ,  определяем ы й количеством /гг- попавших в нее точек из вы бор
ки Аг,  п ред лагается  находить из условия минимума У-статистики А н д ер
сона [5], характери зую щ ей  степень множественной корреляци и  компо
нент вектора X  в окрестности точки Х с

k t =  arg min 1/<‘> *>, ус*. *) =  —J  !— , t = l ,  п,  ( 10)
N<k<n—1 У-,

П  4/'
/= 1

где оценка S (i4 =  (sj ‘- k)) строится, согласно (4), по k  бли ж ай ш и м  (из вы 
б орки  А  г) соседям точки Xi .

С учетом (9 ) ,  (10), коэфф ициент разм ы тости  hi  д л я  точки X i  п р е д л а 
гается  вы числять по ф орм уле  h i — a ( A r) - k r iAN+i\  О ценка плотности 
fn,з ( х ) ,  исп ользую щ ая  локал ьн ы е  оценки п арам етров  Н,  h,  имеет вид

П

fn, 3 (X) =  4 -  2  nN ( x / X i ,
1=1

5. Использование оценок плотности в задачах классификации. О цен
ки f n , i ( x )  и f n , s{x)  использовались  д л я  построения обучаю щ ихся  р е ш а ю 
щих правил  (О Р П )  класси ф и кац и и  случайны х векторов с существенно 
зависимы м и компонентами [7]. Ч исленны е эксперименты на Э В М  пока
зы ваю т, что при м алом  объ ем е  обучаю щ ей выборки О Р П , использую щ ее 
оценку / п,з(х)  > зам етно превосходит О Р П , использую щ ее оценку f n, i (x) ,  
к ак  по точности классиф икации , т а к  и по скорости дости ж ен и я  задан ной  
точности классификации.

Пр иложе ние

Д о к а з а т е л ь с т в о  теорем ы  1. И звестно [2], что

Ъп. 1 (X )  =  -  4  ( 1 -  J ^ L )  f № h 2  +  °  1 - ( И - 1 )

У читы вая, что Т ( Х ) = 1 ,  из (5 ) ,  (П.1) получаем вы р аж ен и е  д л я  В п,i.
П усть  bn:i( x \ W )  — смещ ение оценки fn, i (x)  при условии, что H = W ,  

причем W ■— ф и кси рован н ая  м атри ц а .  В силу независимости Xi  и S V’mk
П

Ъп. 2 (X) =  4  2  Е  {Ъп. 1 Д О 1' т ) )}. (П.2)
t=i

Т а к  к а к  V t =  1, п  статистика S<i m ) явл яется  несмещенной оценкой д ля  
ковариационной матрицы  случайного  вектора X ,  то

0 Г £ { 5 ( г , т ) } 0  =  0 Т £ { ( ^ — £ { * } )  ( Х — Е  { У }  )  т }  0 =  £ { | 2 }  =  <Т2 . (П.З)

И з ( П .1).— (П.З) следует  сп раведли вость  вы р аж ен и я  д л я  В п,2 - 
Д о к а з а т е л ь с т в о  теорем ы  2. И звестно [2], что

vn. 1 (х)  =  4 4 ,1/2 H r ' +  К,  1 М  +  °2- ° 2= °  (Л- *  л ~ 1+ Л 4). (П.4)
(4 я )  | о  [

У читы вая  (П .1 ),  а т а к ж е  в ы р а ж е н и я  д л я  моментов норм ального  р асп р е
деления, получаем:

\  b \  {x)dx  =  3 meS/A- ~ 1 °  (9Г5 0 ) 2 hh  (П.5)
". 1 '  32 У  я  а 5 4

Тогда из (6) , (П .4 ),  (П .5) следует:
cjmesw_ lG 3 ( er se  \ 2 4 . m  дч

(4.n)(A,“ 1)/2 | S |1/2 П 16 I а3 ) ^  2'  ̂ ^

П усть U n, i ( W)  — значение меры точности Un,i оценки f n, i (x)  при усло
вии, что H — W,  тогда  по аналогии  с (П .2):
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Un.2 =  - ± r ' 2 i E { U n, i ( S (‘- '”>)}. (П.7)
£=1

И з  вида зависимости  компонент вектора X  следует, что |SC'm)| =
N

=  o f  П s<“' ш), где o f — несмещенная оценка а 2 по выборке А г  В силу
Г=2 _

независимости I  и X ,  учитывая свойства функций от моментов [6], полу
чаем:

 L I oOV-l )/2
£ d S(i- m,l 2 } = o L s jV_ i G + ° ( " - ' ) -  (П -8>

Согласно (4),
£ { ( 6r S<‘'- mW )2} =  E {of}  =  о * +  o i n - 1). (П.9)

С учетом (П .6 ) — (П .9) получаем (8 ). Д л я  д о к а за т ел ь с т в а  (9) продиф 
ференцируем  правую  часть  (8 ) по h  и п ри равн яем  полученное в ы р а ж е 
ние нулю.
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У Д К  519 .10

Р. Г  А Б А С О В ,  Ф. М . К И Р И Л Л О В А ,  О. И. К О С Т Ю К О В А

А Л Г О Р И Т М Р Е ШЕ Н И Я  Л И Н Е Й Н О Й  Э К С Т Р Е МА Л Ь НОЙ З А Д А Ч И  
С КОНТИНУУМОМ ОГ РА Н И Ч Е Н И Й

1. Р ассм о тр и м  з а д ач у

с 'дг-нпах, b*( t )  ^ La '  ( t ) x ^ b *  ( t ) ,
( 1)

/ е Г = [ 0 , /*], d * ^ x ^ . d * ,

где x = x ( J ) ^ R n, / = { 1 ,  2 , . . . , « } ,  a ( t )  — H f  ( t ) ,

f = B f ,  f  (0) =  f 0, f<= R m; b* (/) =  g '  v (t),  v  =  G.}. v, v (0) =  v0,

v  e  R h, b* (t) =  g * ‘ w ( t ) , w  =  G*w, w  (0) =  w0, w  £E R k.

Вектор x,  у довлетворяю щ и й  ограничениям  зад ач и  (1 ) ,  назовем  п л а 
ном. Р еш ен ие  х° з а д а ч и  — оптим альны й план. С убоптим альны м  (е-опти- 
м альны м ) будем н а зы в а т ь  такой план  х8, что с'х°— с'х8^ е .

Совокупность К о п =  {Ton, Jon} , | Топ | ■— | Jon | , из м нож ества  изолиро
ванных точек  Tonc z T  и м нож ества  индексов / опс : /  назовем  опорой з а д а 
чи ( 1), если не вы р о ж д ен а  опорная  м атри ц а  А 0п = А  (Гоп, / 0п) =  
  (aj  (0 > /  £= *^оп\
=  \ ^ Г 0П Г

П а р а  {х, Коп} из п л а н а  и опоры —  опорный план. Опорный план  счи
тается  н евы рож денн ы м , если d * j < C X j < d f , j ^ J 0n, b * { t ) <. a ' ( t ) x <Cb*  ( t ) ,  
t e = T \ r on.

2. П усть  {x, Коп} — начальны й опорный план; no нему подсчитаем
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вектор потенциалов и ' = и ' ( Т оп) = с / ( / оп) ^ ~ 1 и вектор оценок A ' - A ' ( J )  =  
= и ' А ( Т 0а, 7) — с'. С ледуя  [1], доказы ваем  

Критерий оптимальности. Соотношения 
Ду >  0 при ху =  7*у; А,  <  0 при Xj =  d ’ ; Ду = 0  при 7*у< х у< сК , j ^ J H=  
=  7 \ 7 0п; « ( / ) >  0 при a'  (t) x = b *  (t)', и ( ^ ) < 0  при a'  (i) x = b * ( t ) \  u ( t )  =  0 
при b % (t) <  a ' ( t )  х  <1 b* ( t ) , t ^ T oa достаточны, а в случае невырожден
ности и необходимы, для  оптимальности опорного плана {х, К оп}-

3. Обозначим: 7 +  =  {/ е  7н : Д ,- > 0 } ,  J -  =  {/ е  7„ : Ду<  0}, Т +  =  
=  { / е Г оп : и ( / ) > 0}, Г -  =  { / е 7 ' оп: « ( 0 < 0 } .  Число Р (л:, К оп) =

=  ^  д ;  ( +  —  d *o) +  2  Д7 (ху —  d] ) +  2  “ (*) (6* ( 0 — ( 0 * ) +
<е н̂" /S +

+  2  w (0 ( ^ * (0 — a ' ( t )  х)  назовем оценкой субоптимальности опорного

п лан а  {х, К 0п}, ибо справедли в  [1] следующий.
Критерий субоптимальности. П ри лю бом ejSsO д л я  е-оптимальности 

п лана  х  необходимо и достаточно сущ ествование такой  опоры Коп, что
р ( х,  Ко п)  е.

4. П редп олож и м , что при задан н ом  е ^ О  начальны й опорный план 
{х. Коп}  не удовлетворяет  критерию субоптимальности. Построим я-век- 
тор Дх:
Ay.j =  d } — Xj, A x j  =  d tJ —  x }, j  e  7+; Д xy e  [cf*y —  xy, d? —  xy],
/GE7° = 7h\(7 +  U J-У, A y  (J  оп) = A~nl (Дсо (T  on) —  A ( T  on, 7н) Д х ( 7 н)); 
Дсо ( 0  =  д «* (0 ,  < G 7 ’+ ;  Дсо ( 0  =  д со* (0> Д с о ( 0 е [ д со*(0, д <о*(01. 
< е ^ = Т 0П\ ( 7 ^  U 7’- ) ;  Дсо* ( t ) = b * ( t ) - a \ t ) x ,  Дсо^ ) = Ь ^ ) - а ' {t)x.  (2)

На векторе Дх проверим равенства

/ ' (t) Н В ‘ Дх =  0, i =  0, k ( t )  —  l ,  при Дсо* (^) Дсо* (t) =  0, t E z T on, (3)

где k (t) ЕЕ {0 , 1, . . . ,  л ) —-такой индекс, что dL ( a ' ( t )  х  — b ( t ) ) / d t ‘ =  0 , 
i =  0, & (О — 1; dk «> ( а '  (/) х — 6 (t ) ) / dt k (t) ф  0, b (t) =  b* (t),  если Дсо* (t) =  
=  0; b (t) =  b* (/), если Дсо* (£) =  0.

Р ассм отри м  сн а ч а л а  случай, когда равен ства  (3) на векторе (2 ) в ы 
полняю тся. П остроим новый план  х = х + 0 Д х ,  где 0 = m i n { l ,  0 ( К ) ,  

® (to) =  min@ (t),  t<=T]  0  (t) =  Дсо* ( t ) / a r (t) Дх при a ' ( t )  А у >  0; 
0  (t) =  Дсо* (t ) / a ' (0  Дх при a'  (t ) Дх <  0 ; 0  (t) =  iim 0  (т) при a'  (t ) A x =

X—

=  0; 0/0 =  min 0 y, /  e  7 0n; 0 y =  (d? — ху) /Д x y при Д ху >  0; 0 У =  (d*y— 
— Xj ) / Ay j  при Д х у < 0 ;  0,- =  oo при Дху =  0.

Если (1—0 ) Р ( х ,  К о п ) ^ е ,  то х — е-оптимальны й план. Пусть (1 — 
— 0 ) Р ( Х ,  К о п )> Б .  П ри t o ^ T o n  переходим К П. 5, ИСХОДЯ ИЗ {х, Коп}. 
В противном случае  зам еним  опору: Коп-^-Коп- Эту операцию  опишем от
дельно д л я  случаев  а) 0 = 0  (К) < 1  и б) 0 = 0 ;о< 1.

а) Положим Ди'  { Т0П) =  —  a'  ( t0) А~п1 signcz'(^0) Дх,

а0 = — | (1 — 0) а' (̂ о) А у  |, б (7) = Дм' (Гоп) А  ( Т оп, 7 )+
+  a'  (t0) sign a'  (t0) Ах; ^

«о =  «0 +  2  бу(ху- 7 * у) +  2  b j ( y j - d ] ) +
• гО"Ь го—/S7H /SJH

+  2  A u ( t ) ( b * ( t ) —  a ’ { t ) y ) +  2  A u ( t ) ( b * ( t )  —  a ’ ( t ) x ) ,

C=^orT t s T on

где x =  x  +  Дх, 7°+  =  {/ GE 7° : 6,  >  0}, 7 ° -  =  {/ е  J ° : бу <  0}, Г°+ = { t e  

€= Г°п : Ди ( 0  >  0}, 7 ° п : Ди (t) <  0}.
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Если а 0 >  0, то выберем любой индекс s из множеств Т°~,

JT~.  Новую опору Коп =  {Г0П, ^оп} составим из множеств Т оп =  Г оп и t0, 
J оп =  J ou U 1 ССЛИ S / ::: (ЕЕ </н U J н 1 Т 0п ( T o n V J  U о̂> Гоп ^оп' если
s =  ^ e r ° + u n v -

П усть  а 0 <  0. Подсчитаем a{ t ) ,  t G  Г*п =  Г оп\ Т ° п; a j} / s J j  =  
=  о (t) =  — и ( t ) / Au (t) при и ( t ) 'Au (t) <  O', о (t) =  ос при и (t) X
X  Аы ( 0  >  0; ay =  — А; /б,- при АД- <  0; a} =  oo при А Д  >  0. Упорядо
чим числа а ( Д  t ^ T * on, Oj, / е / * ,  по возрастанию: a (i) <  a (2) <  . . .< c r (g).

Найдем ah= a k_ x +  | Au( t ) (b*( t )— b# ( t )) |, если a (ft) =  a  (f); a fe =  a ft_ i  +  
+  | 5; (d] — Д ; )  |. если a (fe) =  a Jt k = \ t g.  Пусть k 0 —  такой индекс, что
a*„_i <  0 , a fto> 0 . Опору К оп заменим на К оп= { 7 ’ош J<m} с компонентами Т оп =
=  (^"оп U ^о) J  on ~  J  оп> если a (fco) =  о (* ,) ,  Т оп =  Т оп U J on~J on  U /*» 
если а (*о) =  ау*.

б) Положим Д « ' ( Г оп) =  — е Д - 1 sign Д хЛ, О» =  (О  =  / & / оп\ /о >
0 „ = 1}. б ( / )  =  Дм' (Гоп) Л (Топ, У), «о =  — | (1 — 0 ) Аху01 п найдем^ а 0 
по формуле (4). Если а 0 > 0 , то выберем индекс s из множества T° n U 

У  Ton  U J n +  U / Г  и построим новую опору К 0П= { Т 0П, 7 0В} : Г 0П= Г 0П\ Д
J on =  Jon \  /о при s =  f * е  Го°п+  и г™  ; г оп =  г оп, J on =  (/ оп \  / 0) и /*  при 
s =  /* ЕЕ / ° +  U / Д .  Если а 0 Д  0, то по правилам, описанным д ля  слу
чая  а), найдем индекс £0. Новую опору Коп составим из множеств: Г оп=

J ' o n ' ^ t * ’ Jon J  он' ' '  10’ еСЛИ @(k0) П ( t %),  T QU 7 Д ,  Д п (^on'M /o) U 
если a (*o) =  a ;V

5. Р ассм отри м  теперь случай, когда на векторе Ах (2) равенства  (3) 
не вы полняю тся, либо t0̂ T o„. В ы берем  числа a > 0 ,  / i > 0  (парам етры  
ал го р и тм а)  и построим м нож ество  Та = { / е Г  : а ' ( / ) х е  [&*(/) + a ,  b* ( t ) — 
— a ] } .  М нож ество  Га разобьем  на отрезки [т,-, т>], г = 1 ,  N  таким  обра-

N
зом, чтобы и |Т., х'Ч — Т а, [т., т г'[ П Д ,  v [  =  Q ,  г Д / ,  т г — т£Д / г .  Пусть 

г=1
  Д

состоит из q компонент связности T as, s — 1, q, и T a s =  U [т г. ТЧ>
} = N s—l +  l

N 0 =  0, N q =  TV. Рассмотрим опорную задачу

с'  А х  - >  max, Дсо* (т £) Д а '  (т £) Ах Д  Ам* (т,),
   (5 )

i =  1, У  +  р  +  <7, Д  — х Д  Aх Д  d* — х,

где {т£, t =  N +  1, М +  р} =  Г оп, Тдг_|_р_{_5 =  т Д ,  s =  1, q.
В качестве  начального  п лан а  зад ач и  (5) мож но взять  вектор Д х = 0 ,

в качестве  начальной  опоры — совокупность {/ош /оп}, где 10п = { К - \ -  
+  1, . . . ,  N  -\ -р}.

Пусть {Ах* , {Гоп, ^*п}} —  решение задачи (5). Построим новый опор
ный план {х, Коп} задачи ( 1) : х  =  х  +  0 Ax*, где 0  —  максимально допу
стимый шаг вдоль Ах*, /Соп == {Еоп, /оп}, Поп =  {т£, i е /о п } -  Если р (х,  
К о п)-< £ , то решение задачи ( 1) прекращаем на е-оптимальном плане х.  
В противном случае  или уменьшаем а, /г, или опору К*п заменяем на

опору Коп по правилам п. 4.
6. П редп олож и м , что за  итерацию  {х,  К 0п}-+{х,  Яоп} оценка субопти

м альности  ум еньш илась  незначительно и д л я  псевдоплана  х = х + Д х ,  век
торов потенциалов « ( Г оп) и оцен ок  Д ( / ) ,  построенных по опоре Х0п =  
=  {Г’оп> Гоп}, Ton= { t i ,  1 = 1 ,  р) ,  вы полняю тся  соотношения: 1) d * j < X j <  
< d j ,  / е / о п ;  2) Л = 0 ,  Т ° п = 0 ,  3) {tEET : a ' { t ) x e = [ b * { t ) , b * ( t ) ] } =  Ц _  X

1 = 1 ,  р
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X  т  (tt), где Т  (/;) = [/;, t i +  а,[ либо Т  ( t i ) =  [ t i— a i , t t ] ,  а , > 0 ;  4) К(^-)х|<  
С щ ,  i ' = l ,  р\  6* (t)  —  р2 <  a '  ( t ) х <  6* ( 0  -г  (-Ц, 1G T ,  где | i x >  
> 0 , р 2 > 0 — параметры метода.

Оптимальную опору Коп задачи (1) будем искать в виде Коп =  {ТоП, 
J оп}* Т’оп =  {/? =  ti +  At it i =  1, р}. Д л я  нахождения р  независимых пе
ременных Т°п =  {$*, t = l .  р} составим р  уравнений:

F,  (Т°п) =  « ;п ( tf)  Л - 1 ( 7 0°п, 7 0п) 6 (Т оп) +  flH ( t f ) 7 Н -  b (f t)  =  0, t =  ГГр^ (6 )

Здесь йоп (̂ ) = (ctj (/), j  сзДои), (̂ ) = оу (0» / ^  4 ) >  ̂(К ) — b ( t t ), если 
u ( t i ) >  0 ; b ( f )  =  b ^ ( f t ) ,  если п(7 ;) < 0 ,  г =  1, р.

П усть Топ — решение уравнения (6 ). При достаточно малых P i > 0 ,  
p 2 > 0  псевдоплан х° =  х + А х ° ,  построенный по опоре {Топ, 70п}, будет 
оптимальным планом задачи ( 1).

Если d 2 (a'  (t) х° — b ( t ) ) / d t 2 \ _ о =т^0, 1= 1, р, то матрица (dFt (Ton) / d T on,t—tt
г =  1, р) при Т оп =  Топ имеет вид diag {7Ц °) х° — & (t°),  t =  1, р}, т. е. 
неособая. Поэтому уравнение (6 ) можно решать методом Ньютона, взяв 
в качестве начального приближения опору Т оп.

7. А лгоритм  реш ения зад ач и  (1) описан д л я  ситуации, когда н аряду  
с м атем атической  моделью за д ач и  известен начальны й опорный план. 
Р еш ен ие  зад ач и  (1) в других ситуациях, при которых н а ч а л ь н а я  инфор
м ац и я  о зад ач е  беднее перечисленной, получается  приведенным алго
ритмом после введения первой ф а зы  задачи .
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У Д К  517.948.32
И . Н. З А Б Е Л Л О

О Р А З Р Е ШИ МО С Т И  СИСТЕМЫ И Н Т Е Г Р А Л Ь Н Ы Х  У Р А В НЕ НИЙ  
С Л О Г А Р И Ф М И Ч Е С К И М  Я Д Р О М  И ПОС Т ОЯ ННЫМИ  

К ОЭ ФФИЦИЕ НТ АМИ

В настоящ ей работе  исследуется  система интегральны х уравнений 
с логариф мическим  ядром

*  Ъ г  Ь

A  j ф ( t ) d t +  В  | ф( t ) d t -\— —  | \n\x — t\q>(t)dt =  f ( x )  (1)
a x  a

на конечном отрезке  вещественной оси в случае, когда А,  В,  С постоян
ные м атри цы  разм ерности  ( п Х п ) .  У равнения  вида (1) ( п = 1 ) ,  имеющие 
обш ирны е прилож ения , изучались в [1— 3]. (И сторию  вопроса и библио
граф и ю  смотрите, например, в [1]).

В данной работе  устан авли ваю тся  необходимые и достаточные усло
вия разреш и м ости  системы уравнени й  (1) в случае, когда d e t ( A —В ) Ф 0 ,  
м атри ц а  (А —В ) ~ 1С имеет простую структуру (м атри ц а  простой струк
туры  с помощ ью  некоторого невы рож денного  п р ео б р азо ван и я  мож ет 
быть приведена к диагональной  форме) и вы пи сы вается  единственное 
реш ение системы. М етод исследован ия  состоит в сведении (1) к системе 
и  сингулярны х интегральны х уравнений и п р и м ы кает  к методам 
С. Г. С ам ко  [2, 3]. П ри дан н ы х  п редполож ен иях  решение системы (1) 
имеет наи более  простой вид, а т а к  к ак  м нож ество  м атри ц  простой струк
туры  яв л яется  всюду плотным во м нож естве  всех м атр и ц  [4], то получен
ные р езультаты  в ряде случаев  могут быть использованы  д л я  прибли
ж енного  реш ения систем вида  ( 1).

47



Будем  говорить, что вектор-ф ункция ф(х) п р и н адл еж и т  классу 
Я "  на отрезке  [а, Ь], если д л я  ее координат  ф.,(х) имеет место п редстав 
ление ф;(.т) =  (х — а ) е>-1(&—х ) е2- 1ф*(х), l s Q 's g n ,  где еь  е2> 0 , функция 
Ф* ( х )  удовлетворяет  условию  Г ельдера  с произвольны м полож ительны м
'' 1 Ппоказателем , меньш им единицы. Ч ерез С , ’ обозначим класс  д и ф ф ер ен 
цируемы х на [а, Ь] вектор-ф ункций таких, что Будем искать
решение системы (1) в классе  Я", считая, что f {x)<=C['n. С помощью 
известных преобразован и й  [2] от системы ( 1) перейдем  к системе сингу
ляр н ы х  интегральны х уравнений вида

( К -  В ) Щ х )  -  ~  j - 7 = Т "  =  ^  -  т W c* ’ W
а

х  b

где Ф (х) =  ~ g ~ ( J  4 >(t)dt— f ф (t) dt  j , m (x) = +  ~ ^ - \ n [ ( x — a ) X
a  x

X ( b  —  x)],  C . , =  Ф { Ь ) — Ф(а) .
З а д а ч а  реш ения системы ( 1) равносильн а  за д ач е  реш ения системы (2 ) 

при условии, что реш ения  Ф (х)  последней р азы ски ваю тся  в классе  С \ ’п 
и уд овлетворяю т дополнительном у  условию Ф (а)  + Ф  (b ) = 0 .

Будем  д ал е е  п редполагать , что d e t ( 4 — В ф 1 С )  ФО,  d e t ( / l —В — iC) Ф 0 
и м атри ц а  А —В  н евы рож ден н ая .  Тогда систему (2) можно записать  
в виде

-  Ф ( t ) d tя  J t  —  X =  * (* ) .  (3)

где обозначено D = ( A — B ) ~ l C, g ( x )  =  ( A — ( х ) — т ( х ) с у] .  Пусть 
м атри ц а  D  имеет простую структуру, Я,- — ее собственные значения, I / — 
соответствую щ ие транспони рованны е левы е собственные векторы. С и
стема (3) таки м  о бразом  сводится  к системе п  с к ал яр н ы х  уравнений

В Д — - i m -  =  F j (x) ,  /  =  ТТТг, (4)
а

где обозначено ¥ у(х) =  // Ф (х), Fj  (х)  =  l j g(x) .

Р еш ен ие  системы (1) получаем  по ф орм уле

Ф(*) =  L - i  J - Y ( x ) ,  (5)

где L ' =  (h,  ln ) ,  х¥ (х) =  (vtfi ( x ) ,  . . . , ^ ( х ) ) ' ,  гТ:1(х) — решения сингу
лярн ы х  интегральны х уравнени й  (4), определяем ы е  ф орм улам и  [1]:

В Д  =  О М  +  _ +  /  =  ITT.
а

Будем  считать, что среди собственных значений м атри цы  D  нет нулевых.
1. Н еосцилляционны й случай. И сследуем  разреш и м ость  системы (1) 

в случае, к о г д а  у — ф В ]/» >  1 или — 1. / =  1 >п -
i  j  _ l  i h . ---------

Положим Цу =  ~2 ^ ~  1п j — i \ .  • В этом случае х;- =  — 1, /  =  1,п,  а ка
нонические функции будут  иметь вид [3] Z }(x) =  (х  — а)>4 (6—х ) 1- Я, / =  
=  1, п,  так как индексы х  - сингулярны х уравнений (4) отрицательны, то 
для  разрешимости этих уравнений необходимо и достаточно выполнения
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 ̂р ./£\ ___
условий Г J dt  — 0, /  =  1, п.  С учетом введенных обозначений для  функ- 

J £j \4
а

ций Fj(x)  эти условия можно записать в виде

р f j(t)dt  р . -j—
J - t w - =  / =  1 , я ’ (6)
а  а

где f j ( t )  =  l j { A  —  B ) ~ lf ( t ) ,  trij(t) =  l j ( A —  В ) - 1 т  (t).  Таким образом, раз 
решимость системы ( 1) связана с разрешимостью системы п  линейных 
скалярных уравнений (6), для  совместности которой необходимо и доста
точно выполнения условия

rang М  =  rang {М,  [}, (7)

р т  d t )где dt  — /-я строка матрицы М,  yl- d t — компоненты вектора f .  
J Zj\4 J к*)
a  a

П роведя  п реобразования , аналогичны е [3], систему (6 ) запиш ем  в 
виде

2 sin —  В )-1  f =  1-(А —  В ) - Ц { А +  В ):т +
а

+  2 С [(ф (р ; ) — ф(1))  +  я Д £ р уя  +  1п(& — с)]}сх, / =  1, /г, (8 )
где ф есть ф-функция Эйлера.

I V  ь? + 1
Учитывая, что c t g р.-я =  —-—г— , cosec и я  =  {  в случае ве-

J A j  j  A j

щественных Х}, получим (см. [3])

d  - d  X j l A A  —  B Y
а  ПТ / л Л   ____1 . ( А  R \ — 1 “  f r f A A J L . _________ i l l _______ —

я(л- —  а ) 1 (6 —  х)  Р
- j -  ¥ ,  (х)  =  U (А —  В У 1 f  (л-) +     J  —  X

b ( t  —  n ) 1
d

4 T f V dt
 f  Ccosecpyrt-ex f, / ' = ! , « ,  (9)X

где cY_ есть решение системы (8 ). Д о к а з а н а
Т еорем а 1. П ри выполнении условия  (7) система (1) безусловно р а з 

реш и м а и имеет единственное решение, определяем ое  формулой (5),

в которой компоненты вектора  - ^ r lF {х) вы чи сляю тся  по ф орм улам  (9 ).

2. О сцилляционны й случай. П у с т ь  =  г'гр, гр >  1 или гр <7 — 1,

/ =  1 ,я .  Тогда р ;- =  ■ ‘ In ^  , , R e p = 0 .  В этом случае индексыZTI 47  Г *
скалярных уравнений (4) равны нулю, а канонические функции имеют 
вид Zj{х)  =   ̂ J *  (/ =  17л).

С ледуя  [3], введем обозначения сой(ф) =  (F . Р ■) Д  ■ ̂  гтТ. j  ^ > ®й(ф) =

ь а
=  (F. P . ) U - b t V - , где р  обозначает диагональную матрицу с7 — a I b — i 

а

элементами р у. Тогда д л я  матрицы m(t )  (см. формулу (2)) получаем

(йа ( т )  + с о & ( т )  =  —  р _18 т _1 р я - С.  ( 1 0 )

Согласно р е зу л ь т ат а м  § 2 работы  [2], система (1) разреш и м а , и ее общее
решение д ае т с я  ф ормулой (5) ,  где компоненты в е к т о р а (х)  имеют
вид
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d  - d , X j l U A  —  B ) ~ l
~ s r  ’>'/ w  =  '<■ м  ■- « ) -■  - Ж - 1 W  +  л-----------X

*/V Г / r    /7 \  P- ,•
X

, , ,  x , D, , , ч ! k j l j ( A - B )  lZ j  j? т ( ( ) й
где yv(x ) =  Z/ ( A - B ) - 1zn(x) +  — L— ------------ j  z .(0 (; _ T )

a

ко тогда, когда удовлетворяется (за счет выбора сх) система равенств
“ «.(/) =  ®a(m )C*. “ *(/) =  ®б(т)Сх.

а) Пусть detcoa ( m ) ^ 0 ,  detcob (m) =^=0. Тогда д л я  разреш имости ис
ходной системы необходимо и достаточно вы полнения условия

со“ ‘(т)соа(/) =  щ \ т ) а ь (}).  ( 12)

б) Если detcoa ( m ) = 0 ,  d e tc o b ( m ) ^ 0  (detcoa (m )= £ 0 , d e tc o b ( m ) = 0 ) ,  то 
необходимое и достаточное условие разреш и м ости  системы ( 1) имеет вид

®a(/) =  ®a(m ) c°6' I (m K ( / )  ( 4 ( f )  =  M m ) ^ l (rn)(Oa{f)).  (13)

в) Если detcoa ( m ) = 0 ,  deta>b( т)  — 0, то д л я  разреш и м ости  системы 
( 1) необходимо и достаточно выполнения условия

r a n g H 7 = r ang{lT', f a},  (14)

со а(т)

тогда и толь-

где обозначено W  = г / юа (/)  \> / «j =  ; система имеет единст-
®ь(т ) ! U b ( f ) l

венное решение в случае, когда rang W  =  п.
З а м е ч а н и е  1. Е сли  r a n g W = r  ( г < п ) ,  то при выполнении усло

вия (14) система (1) имеет п —г линейно-независим ы х решений.
Во всех сл учаях  с* оп ределяется  из системы

„  . р /  Ь — t \v-С-сх= — s i n p j t  ; dt 7 ( 0 dt.  (15)

В ы числяя  в ф орм уле  (11) - ^ - N (х)  с использованием  ф ормул диф ф ерен 
ци рования  сингулярны х интегралов из [2] и проведя преобразования , 
аналогичны е п р ео б р азо ван и ям  теоремы 3 работы  [3], получаем следую 
щ ую  теорему.

Теорема 2. Д л я  того чтобы система (1) бы ла  р азр еш и м а , необходи
мо и достаточно вы полнения  хотя бы одного из условий (12) — (14). Тог
д а  в перечисленных сл учаях  система имеет единственное решение, опре
деляем ое  ф орм улой (5),  в которой компоненты вектора  Т ( х )  вы чи сля
ю тся  по ф орм улам :

4 -  * / * ) = « * > +  х

X
f  1 ь - t  Y j

1--------•

•e 
^

iC31 ̂
о t — X d t , j =  1, п.

З а м е ч а н и е  2. Е сли  среди собственных значений матрицы 
( А - В ) ^ С  есть нулевы е ( ^ щ = 0 ,  т =  1, k ) ,  то в решении (5) первые k  
координат  вектора  ¥ (х) будут оп ределяться  по ф орм улам :

=  l'm{A —  B ) ~ l - ^ - [ f ( x )  —  m{x)c%], m  — \ , k ,

а остальны е — вы чи сляться  согласно теорем ам  1, 2 .
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У Д К  519.1
М . В А Л Ь К

О Б О Б Щ Е Н Н Ы Е  ПОТОКИ И Н А П Р Я ЖЕ Н И Я  НА ГРАФАХ

В настоящ ей статье  оп ределяю тся  понятия обобщенного потока и н а 
п ряж ен и я ,  позволяю щ ие описание динам ических процессов в сетях сво
дить к транспортны м  и потенциальны м проблем ам  [1— 4]. Исследуется  
структура  пространств  обобщ енны х потоков и н ап ряж ен и й  и их отнош е
ния друг  к  другу.

Пусть G — (N,  U ) — конечный ориентированны й (без петель) граф 
с множ еством ребер N  и верш ин U.  П усть множ ество N  содерж ит  я  эле
ментов и множ ество U — т  элементов. Ч ерез Ф обозначим множ ество 
я -м ерны х векторов, я вляю щ и хся  потоками. К а к  известно [3], Ф является  
линейным подпространством  n -мерного векторного пространства  R n и 
ортогональное дополнение 0  к Ф содерж и т  м нож ество  всех нап ряж ений  
на G. П ри  этом разм ерность  Ф равн а  циклом атическом у числу, а р а зм е р 
ность 0  —• коциклом атическом у числу гр аф а  G.

П усть Е 1, Ez, . ,  Еп  — бан аховы  пространства  и Е \ ,  E l ,  . . . ,  Eh,  со
п ряж ен н ы е  к ним. К а ж д о м у  ребру  i граф а  поставим в соответствие э л е 
мент Х г ^ Е , .  П усть за д ан ы  ненулевы е векторы:

П П
а = ( а г, а2, . . . ,  ап) е Х  ^  и а * =  (a i> ••• > й«) £= Х ^ ?•

i=  1 i=  1
п

Элемент х  =  ( хи  . . . ,  х „ ) е Х ^  называется а* -п о т о к о м  на G, если
c=i

а *о х  =  ( п и л у ) , . . . ,  а*п(хп))<= Ф„.

Элемент х* =  (х*, . . . ,  называется a -напряжением на G, ес-
i=i

ли х* о а =  (х Д а Д ,  ... x h ( a j )  е  Ф.

Д л я  заданных а* и а обозначим через Х а* а  X - ^ i  множество а*-по-
i=i

П
токов и через Х ас :  X  E'i множество а  - напряжений. Непосредственно из

i=i
определения следует, что Х а* и Х"а являю тся линейными пространствами.

Если Е г --- ... =  Е п — Е,  а \ — а 2— ... = а „ =  а 0# 0  и а 1 — а 2=  ••• = а п =  
=  £70 ^ = 0, получаем понятие потока и напряжения, рассмотренные в [5]. 
В  этом случае обозначаем пространство потоков и напряжений соответ
ственно через Х а* и X * .г о с°

П усть
х 0 п х а * ( х ; = п х : 0), т. е.

со=°

х  6Е Х 0(х* £Е Ао)

тогда и только тогда, когда при «о =е 0 а0 £= Е*  (а0 ^  0, а0 ее Е)  имеет
место
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2  ao(Xi)—  ^  a o(x i)
i£Eco~*" t&o

0

tS[J- iGlJ-

д л я  всех элем ен тарн ы х  коциклов co =  co+Uw_ (всех эл ем ентарны х  циклов 
p = p + U p - ) .  П оследние  равенства  справедливы , когда  д л я  всех элем ен
тар н ы х  коциклов имеет место

2  2  Х £ = 0
t'EEco"7- iE=.uy

и соответственно д л я  всех элем ен тарн ы х  циклов имеет место

2 Xi* ~  2 *; = 0 - 
£ЕрХ i'GEp.

Таким  образом , Хо, Хо я в л яю тся  п ространствам и  универсаль-потоков и 
у н и вер сал ь -н ап р яж ен и й  [5, 6]. Если, кром е того, E i = E = R n, то Хо я в л я 
ется  м нож еством  мультипотоков, структуру которого исследовал  И. Д р а -  
ган [4].

п  п

П усть й * е Х ^ '  и а е Х  E i таковы, что а * о а = ( 1 ,  1, . . . ,  1), т. е. 
£ = 1  £ = 1

элементы at не входят в ядро функционала а*.
П усть  р =  (jLll, [Х2 , , Ц п )  —  любой ЦИКЛ И СО =  (СО 1, . .  . , соп) — любой

коцикл граф а ,  т. е.
[ 1, £ЕЦ+ f 1, ! 'е а +

р; =  I — 1 > i £ F  со; =  I — 1 > 1 £= ю_
( 0 , i ^ p + U p ~  ( 0 > i ^ “ + U c o -

Поскольку а'[(ас) =  1, i — 1 , . . . ,  п,  то очевидно, что потоками являются 
элементы

Е(а) =  ( P i K ) .  М йп)) е  Х а*,

ш(а*) =  (соДа^),..., соп(ап)) е  Х*а-
П

В общем случае д ля  цикла р. элемент р(&), является а * -п о -
£ = 1

током тогда и только тогда, когда д ля  всех /, р г = ^ 0 , щ  (6г) — константа.
П

Соответственно для коцикла элемент ©(&*)■ в 6* ErX-^f* является « — на-
£ = 1

пряжением тогда и только тогда, когда д ля  всех t, сог= ^ 0 , Ъ\*(«,) — кон
станта.

П усть  р 1, . . .  , р ” —  цикловой  б азис  и со1, . . . ,  cos — коцикловой базис. 
Т а к  к а к  Х а* и Х а — линейны е пространства , то

{ п  п  п

х е Х ^ £ »  х  =  2  ^ к(акУ< ° k ^  X  E i> ah ai ) =
£ = 1  * = 1  £ = 1

=  РкФ  о V i .  Ррт^О j  >

п  s  п

Т ц г = { х * е Х £,£> л:*= 2 °*со*(а *4); а *к < ^ Х Е *’
£ = 1  k =  1 £ = 1

а £ k  ( a i )  =  0 V i ,  1> н Ф  0 |

их подпространства.
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Пусть

К .  =  {x t^ E t, Xi(Qi) =  0 } ,

N ° ; = { x t e= E„ a; ( x () =  0},

N a, =  X N a% N l  =  X N a r
i=l i= 1

Очевидно, что X Q* и Уд — линейные подпространства пространств Х а* и 
Хд и имеют место включения L M +  Уд* <= Х а*, L\y +  N*ac z X l .

Теорема 1. Пространства потоков и напряжений представимы в виде 
Ха* — L m @ N  а*, Ха  — L \ V  ®  N a.

п п
П усть й е Х £ !. причем а1{а{) =  1, t — 1 , ,  п.

t=i i=i
Обозначим через

1=1 k= 1

Тогда

Ч ' 1 = ) ^ £ Х £ 1'' X * = ' ^ O W ‘ (f l*)
£=1 А=1

Хд*, CZ =  Ь М(а) ®  С  Хд*,

Ха, а* =  Lu-Дд*) ®  Уд<= Хд

есть линейное подпространство  пространства  Х а* (Хд).
Теорема 2. Е сли граф  G не содерж и т  висячих дуг, то A'a*,a =  

=  Хь*,ь { Х а,а =  Хь,ь*) тогда и только тогда, когда существует такое ве
щественное число к  ф О ,  что 6* = A a * (b = A a ) .  П усть . . . ,  vm—вершины

графа G и со1, ..., сот  —  коциклы, соответствующие вершинам ах, . . . ,  vm. 
Тогда

со

СО"

является  м атри цей  инциденций гр а ф а  G. Введем вектор

со1 ( а * )

s(a*) =

со " ' ( а * )

Теорема 3. В ектор  A ' e I 0, i a B том и только в том случае, когда 
s(a*)x =  0 .

Ч тобы  х а р а к т е р и зо в а т ь  обобщ енны е н ап р яж ен и я  с помощ ью потен
циалов, необходимо ограничить наш и исследован ия  пространством вида

S

Хд0=  { х * е ( £ о ) " : х *  =  V a / o 7 ( a * 7 ) \ a V =  ... =a* '==  ао'=^=0}®(Уд,,)п.
/= i
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З д есь  а0ф  0 — лю бой вы бран ны й элем ент банахового  пространства  Е 0.
Элемент у*  GE (Е'о)т назовем потенциалом элемента х*  ЕЕ ( Е 0)п, если 

д ля  каждого ребра i =  (ra , r i2) имеет место Xi =  y r . — У г.-
i  2 h

Теорема 4. Элемент х*  е= (Е*о)п является  элементом Х"ао тогда и толь
ко тогда, когда существует потенциал у* е  ( Е 1)т. Этот потенциал одно
значно определен до аддитивного элемента y l  ЕЕ ( N ао)т.

Следствие 1. П усть s  — м атри ца  инциденций гр а ф а  G и

[S(flo)]* =

со} а о . Л1 * . сопа 0 со}а0 . т■ сщ а0

т  *со 1 По т * 
. 0) ti CIq со\ а 0 т■ й „ а 0

= s T(a0),

тогда  .V* я в л яется  элем ентом  Х а„ тогда  и только тогда, когда существует 
г / е  (E l ) m со свойством х * = — s T (a0)y*.

Следствие 2.  Пусть X*aJ ( N a J n , (E*0)m/ ( N l o)m — факторные подпрост
ранства пространства X l a и { E l ) m. Тогда X l j ( N ' ao)n=  (E'0)m/ ( N ’ao)m.

П ри ф о рм ули ровке  оптим изационны х з а д ач  по обобщ енным потокам 
и н ап р яж ен и я м  интересны такие  выводы, которы е обеспечиваю т их су
щ ествование при выполнении некоторых ограничений. О бобщением тео
ремы Г о ф м ан а  (см. [1]) явл яю тся  следую щие.

Теорема 5. П усть CiCzEi ,  i =  1, . . . ,  т  — за д ан н ы е  вы пуклые ком 
пактн ы е м нож ества . Т огда  а * — поток существует в том
и только том случае, когда  д л я  всех эл ем ен тарн ы х  коциклов имеет место

0 <

Теорема 6. П усть заданные Ct* с :  Е *— заданные выпуклые, компактные 
множества, а  — напряжение X», x l ^ C l ,  существует тогда и только 
тогда, когда д ля  всех элементарных циклов р имеет место

0е 2 с;(а() - 2 _с(> ,) .
ir==-\Ĉ~ i&u

В случае  мультипотоков, представи м ы х в виде

Х 0=  j x £ E E q ". х  =  ^  : c i aEi Ea, a 0=^Oj,
*=i

имеет место
Теорема 7. П усть E o = R l — одномерное евклидово векторное п ро

странство  и Q 1, Q2, . . . , Q n — параллелеп и п еды , п а р ал л ель н ы е  осям из 
Ri.  М ульти п оток  х е Х 0 с x ^ Q i  сущ ествует  тогда  и только тогда, когда 
д л я  всех элем ен тар н ы х  коциклов со имеет место

Об

где e i =  ( 1,0 , . . . ,  0 ),  . . . ,  е„ =  (0 , . . . ,  0 , 1).
Д войственны м  о б р азо м  можно с ф о р м у л и р о в ать  теорему д л я  мульти

н ап ряж ен и й  из
S

Х о  =  { х * е ( £ о ) , ! : Х * =  2 ^ / 0 ' ' (йс>), Я о ^ ^ о ,  йо =  0}.
/=i
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Теорема 8 . Пусть E q =  R 1 и Q * , Q*n —  параллелепипеды из R s. М уль
тинапряжения с x . - e Q i  существуют тогда и только тогда, когда
для всех элементарных циклов р. имеет место

ОS<e;, 2, Qi —  2  Q * > ,  j =  1, s.
Д л я  вы пуклых многогранников Zi Cz R1, i =  1, . . . ,  n  доказано , что усло

вие O s  2  ^  для всех элементарных коциклов со является не-
ie<i) ieco

обходимым и достаточным для  существования мультипотока х£=Х0, ^ g Z;. 
Этот результат можно усилить.

Теорема 9. Пусть E 0= R l, С i ,  . . . ,  Сп —  вы пуклые, ком пактны е мно
ж ества  из R 1. М ультипоток x ^ i X 0 с существует тогда и только тог
да, когда д л я  всех элем ентарны х коциклов со и д л я  всех a ^ R ,  аоФО име
ет место

ое<а0, 2  Сг — 2  С£>.
i£Eco

H a  основе исследований, проведенных в этой статье, мож но сф орм у
лировать  динамические оптимизационные зад ач и  об обобщ енных пото
ках и н ап р яж ен и ях  [6 , 7]. В а ж н а я  п роблем а состоит в том, чтобы д ля  
специальных зад ач  такого  рода  найти критерий оптимальности и ал го 
ритмы решения.
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У Д К  62-50
Л . E . З А Б Е Л Л О

ОБ У П Р А В Л Е Н И И  ПОК АЗА ТЕЛ ЕМ Л Я П У Н О В А  
В Л И Н Е Й Н Ы Х  Н Е П Р Е Р Ы В Н Ы Х  Н Е С Т А Ц И О Н А Р Н Ы Х  СИСТЕМАХ

Р а с с м а тр и в ае тс я  з а д а ч а  управляем ости  старш им  верхним п о к а за те 
лем Л яп ун ова .  У стан авли вается  связь  м еж ду  решением указан н ой  з а д а 
чи и зад ач ей  полной у правляем ости  в дискретной и непрерывной систе
мах. В качестве  уп равлен и я  использую тся дискретны е регуляторы.

1. П усть  поведение объекта  описывается  системой уравнений

x { t + \ ) = A { t ) x { t ) + B { t ) u { t ) ,  х ( 0 ) = х 0, / = 0 ,  1 , . . . ,  (1)

где A ( t ) ,  В  ( t ) — соответственно ( п Х п ) ,  (п Х г ) -м а т р и ц ы ,  u( t )  — 
r -вектор у п равлен и я  из м нож ества

{ P ' ( i ) x ( t ) } ,  (2)

где P ( t ) — ( п Х г ) -м атрица. О бозначим  х М  = l i m ( | | j c ( f )  Ц) V* — верхний  /-*+20
п о казател ь  Л яп ун ова;  А ° = т а х  | х (х )  | -— старш ий верхний показатель

д:
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Л яп у н о ва .  С ледуя  [1], можно заклю чить, что при ^ ° е [0 ,1 )  все решения си
стемы  ( 1) равном ерно  асимптотически устойчивы в целом.

В р я д е  з а д а ч  теории автоматического  регули рован и я  зачастую  т р е 
б уется  неасимптотически устойчивую систему ( 1) при и ( / ) = 0  стаб и ли 
зи р о вать  с помощ ью  вы бора  уп равлен и я  из м н о ж ества  (2 ) и, более того, 
пр и дать  ей определенную  или в некоторых п ределах  степень устойчиво
сти. Э та  техническая  з а д а ч а  м ож ет быть р еал и зо в ан а  с помощью реш е
ния следую щ ей  м атем атической  задачи .

Зад ач а  1. П усть а  —- произвольное нап еред  зад ан н о е  число из (0, 1). 
Н ай ти  условия, при которых сущ ествует уп равл ен и е  из (2) такое, что 
старш ий верхний п о к азател ь  Л яп ун ова  Я,0 реш ений системы (1) уд о вле 
тв о р яет  условию  Я,°е[0 , а ) .

З а д а ч у  1 назовем  зад ач ей  у п равлен и я  старш им  верхним п оказателем  
Л я п у н о в а .  У к аж ем  зависимость  м еж д у  реш ением зад ач и  1 и полной 
у п р авляем остью  системы ( 1).

Теорема 1. З а д а ч а  1 имеет решение, если система (1) полностью 
у п р а в л я е м а  при к а ж д о м  t ^ O  на [/, Т С  +  оо. П риведенны е выше
р ассу ж д ен и я  о бобщ аю тся  и на непрерывный случай.

2. И сп ользован и е  цифровых м аш ин приводит к дискретному регули
ровани ю  с помощ ью  кусочно-постоянного управлени я, являю щ егося  
функцией ф азовы х  координ ат  объекта , вы чи сляем ы х в некоторые д и с
кретны е моменты времени. Т а к а я  за д а ч а  р а с с м ат р и в а л а с ь  в [2] д л я  с та 
ционарны х систем, где приведены достаточны е услови я  стабилизируемо- 
сти. Т ам  ж е  указы вается ,  что д л я  нестацион арны х систем эта  проблема 
о стается  открытой.

П усть  поведение объекта  описывается  системой
x ( t ) = A l ( t ) x ( t ) - \ - B i ( t ) u ( t ) ,  х ( 0 )  = х 0, t ^zO,  (3)

где u ( t )  =  С ' ( k h ) x ( k h ) , t ^ [ k h ,  ( k - \ - \ ) h ) ,  h >  0 — некоторая  постоянная, 
& =  0, 1, . . . ,  С — п рои звольн ая  ( п Х г ) -м атрица , м еняю щ аяся, вообще 
говоря, через ин тервал  /г, Ay( t ) ,  B i ( t )  — соответственно (п Х п ), (п Х г )-  
м атри ц ы  с ан алитическим и  элем ентам и, \\Ау (t) || ^ a i ,  l|Bi (/) || sglbi,
& i<  +  °° '

И н тегри руя  последовательно систему (3) на пром еж утк ах  [kh, 
( £ - j - l ) / i ) ,  k  =  0, 1 , 2 , . . . ,  получим интегральную  кривую. К а к  будет п о к а 
зано  ниж е, значения  интегральной кривой в моменты k h  образую т д и с
кретную линейную систему, которую назовем  дискретны м аналогом  си
стемы (3). Естественным образом  возникает  необходимость исследова
ния следую щ их задач .

Зад ач а  2. Н ай ти  условия, при которых дискретны й аналог  системы 3 
выбором с ( kh) ,  h  м ож ет  быть сделан  равном ерно  асимптотически устой
чивым по Л я п ун ову  с лю бы м  н ап еред  зад ан н ы м  К0, Х ° е [ 0 ,  1).

Зад ач а 3 [3]. П ри  как и х  условиях сущ ествует  дискретный регулятор 
такой, что старш ий верхний п о к азател ь  Л я п у н о в а  1° [4] решений систе
мы (3) удовлетворяет  условию  Х ° ^ а ь ,  где а & > 0 — произвольное, нап е
ред  зад ан н о е  число. С п раведли вы  следую щ и е условия  разреш имости 
зад ач  2 , 3.

Теорема 2. Н еобходим ы м  и достаточным условием  разреш им ости  з а 
дачи  2 явл яется  выполнение условия  полной управляем ости  систе
мы (3) [5]:

rank  \ X k(t),  k =  \ ,  п] =  п  (4)
хотя бы при одном t, t ^sO,  где X h (t) о п ред еляется  из соотношения 
X k+l( t ) = A i ( t ) X h ( t ) - d / d t X k ( t ) , k ^ \ ,  X l ( t ) = B l (t ) .

Теорема 3. З а д а ч а  3 имеет реш ение тогда и только  тогда, когда вы 
полнено условие (4).

3. П риведем  д о казател ьств о  основных результатов . Н а р я д у  с систе
мой ( 1) рассм отри м  систему

y { t + \ ) = X A ( t ) y ( t ) + X B ( i ) u ( t ) ,  у ( 0 ) = х 0, 0, (5)
и (t) — P ' ( t ) y  ( t ) , l ^ R t ,  %ф0 .
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П р ям о й  подстановкой нетрудно установить связь м еж ду  реш ениям и x ( t )  
и y ( t ) :

y ( t ) = V x ( t ) .  (6 )

Очевидно, что если система (1) полностью у п р ав л яем а  на [t, t- \-T ], t ^ O ,  
то полностью у п р ав л яем а  на этом отрезке система (5) и наоборот. В силу 
произвольности X и соотношения (6 ) з а д а ч а  1 будет р азреш и м а, если си
стема (5) стаб или зируем а управлени ем  вида (2) (с зам еной  x ( t )  на 
y ( t ) ) .  Д ал ь н ей ш ее  д о казател ьство  теоремы  проходит по схеме [6].

Д л я  д о казател ьств а  теоремы  2 выведем ряд  вспомогательных соотно
шений д л я  системы (3). О бозначим  через Л  (О — матрицу, удовлетво
ряю щ ую  уравнению  d / d t Fi ( t )  = Л 1( / ) Л  ( О , Л ( 0 ) = Д г. Тогда можно по
лучить, что

Д + 1
x ( ( k +  \ )h)  =  x ( t k+\ )  — Л ( Л н )  F T l (th)x{ t k) +  j‘ Л ^ Н - Д Л Г 1^ )  X

1k
X  Bi { x ) dxC' ( t k)x( tk) =  A ( t k)x( tk) +  B{tk)C' { t k)x( t k). (7)

Ч ерез  F ( T ,  th) обозначим ф ун дам ен тальн ую  м атрицу решений систе
мы (7), удовлетворяю щ ую  уравнению

F ( T ,  th-i) — F ( T ,  th) A ( t k),  th^ T - h ,  F ( T , T —h)  = E n.
Д остаточн ы м  условием полной управляем ости  на [О, Т] системы (7) я в 
л яется  выполнение условия

g ' F ( T , h ) B ( t k) ^ 0 , t h= 0 , h , 2 h , . . . , T - h ,  ( 8 )
д л я  любого g,  ||g'|i^=0. Н етрудно п о казать , что условие (8 ) эквивалентно
требовани ю

( k + \ ) h

g ’Fi ( T)  j  F T ' ^ B ^ d x  ф О ,  k  =  0, 1 T / h  — 1, (9)
kh

д л я  лю бого g,  I lgll^O.
Д а л е е  нам понадобится

Лемма 1. Условие (9) вы полняется  при любом Т и некотором h тогда 
и только  тогда, когда

g ' F T 1(T:)B1( x ) ^ 0 ,  т е  [О, Г ] ,  ( 10)
Д Л Я  лю бого g,  I lgll^O.

Н е о б х о д и м о с т ь  очевидна.
Достаточность.  Д л я  удобства  д о казател ьство  проведем только д ля  

случая  B i ( t ) = b ( t ) — вектор-столбец. В общем случае д о казател ьство  
проводится  аналогично.

Обозначим у(тг) =  / 7Д1(х)6 (х), {уДт), г ' = 1 ,  п} =  у '( т ) .  Тогда условие 
( 10) аналогично существованию точек т ., /  =  1 ,п> для  которых

rank (у ( н ) ,  /  =  Д н )  =  ri, Tj<= [0, Т].  (11)

В силу (11) и непрерывности элем ентов  у Д т ) ,  t=l, п,  существует  & > 0  
такое, что к а к  бы ни менялось значение у Д т )  в /i/2 -окрестности то
чек т j, всегда будет вы полняться

| Y i ( Ti +  S u ) . . .  Y i ( Tn +  ^ i n ) ]
rank I .....................................................I =  n  ( 12)

[ y „ ( H +  бя1) ... Y n K + 6nn)j

д л я  лю бы х 6ij, | 6 i j | ^ / r / 2 .  H e  н а р у ш а я  общности, м ож ем  считать T / h —- 
целое, t i > 0 .  Но тогда д л я  вы бранного  /г-разбиения и при некотором 
н аборе k j , /== 1, п,  по теореме о среднем справедли вы  равенства  

(*/+i )ft
j  Y/(f)dT =  у kj  e  {0, 1, . . . ,  T / h  —  1}.
kjh
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В силу невы рож денности  Fi ( T )  и выполнения (12) автоматически  следу
ет вы полнение условия  (9 ) .  Л е м м а  д о к азан а .

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы  2 проведем д л я  случая, когда  все ре
ш ения системы (3) при u { t ) =  0 неустойчивы. В общем случае  д о к а з а 
тельство м ало  отли чается  от приведенного ниже. Выполнение условия 
(4) обеспечивает  выполнение условия  (10),  а следовательно, и усло
вия (8 ).

Т аки м  образом , при выполнении (4) система (7) полностью у п р а в 
л я е м а  на [t, / +  Т], T = c o n s t ,  и д о казател ьство  достаточности ср азу  сле
дует  из теорем ы  1.

Необходимость.  П редп олож и м , что условие (4) не вы полняется, а з а 
д ач а  имеет решение. Н евы полнение (4) о зн ач ает  сущ ествование вектора 
g ° ( t ) ,  [|gn(0l| =  1, для  которого выполняется g ° ' ( t )  F x{t) F T 1 (т) В 1 (т) = 0 ,  
т е [ 0 ,  t ) .  Умножим (7) слева на g ° ' ( t k +  0 -  Получим g 0' ( 4 + i ) x ( t k + \ )  =  
=  g ° ' { t k+ i ) F 1 { t k ^ i)  F T  ( t k) x { t k) =  g ° ’ ( t k+ i )  F ^ t k + i )  x 0. Оценим последнее 
соотношение по норме. Имеем | | g ° ' ( ^ + i ) x ( ^ + i)| | =  | |g0'(/fc+i)/:1( 4 + i ) x 0| K  
< | | х ( 4 - м ) | | .  В силу невырожденности F T H + i )  при некотором х0, ||хп| |= 1 ,  
справедливо lirn ||g°'(**-f-i) ^ 1( ^ + 1) хо\\ =  f  >  0- Тогда из двух последних

&-»—Ьоо _ _
соотношений при данном начальном состоянии х 0 будем иметь а 0О%(х)С> 
>  lirn f  > 0 .  Получили противоречие предположению, которое и дока-

зывает теорему 2 .
Д о к а з а т е л ь с т в о  достаточности теорем ы  3 проводится по схе

ме р або т  [2 , 3]. необходимость теорем ы  3 д о к а зы в а е тс я  аналогично д о к а 
зательству  необходимости теоремы  2 .
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Краткие сообщения

У Д К  531.311.33
В. И. П Р О К О Ш И Н ,  В. Г. Ш Е П Е Л Е В И Ч

ТЕРМИЧЕСКАЯ СТАБИЛЬНОСТЬ
Д Е Ф О Р М И Р О В А Н Н Ы Х  С ПЛАВ ОВ  ВИСМУТ— СУРЬМА

С плавы  висмут— сурьма, с о дер ж ащ и е  4— 20 ат. % Sb, используются 
в приборостроении д ля  изготовления термоэлементов, гальваном агнит- 
ных преобразователей , терморезисторов и других устройств. Их техни
ческие п арам етры  во многом оп ределяю тся  кинетическими эф ф ектам и , 
которые существенно зав и сят  от дефектов кри сталлической  решетки, 
вводимых при о бработке  м атери алов , или внешних воздействий [1, 2]. 
Несомненный интерес поэтому представляю т  исследования по термиче
ской стабильности деф ектов  кри сталлической  реш етки сплавов  в и с м у т -  
сурьма.

Д еф ек ты  кристаллической  решетки в п о л и к ри сталлах  сплавов  вис
мут— сурьма созд авали сь  пластической д еф орм аци ей  сж атием  при ком 
натной температуре. Д еф о р м и р о ван н ы е  образцы  подвергались изохрон
ному и изотермическому отж игам . И зохронны й о тж и г  проводился в ин
тер в ал е  20— 270 °С через 10— 15 градусов с вы держ кой  по 15 мин при  
каж до й  температуре. Удельное эл е к 
тросопротивление р после отж ига  
изм ерялось  компенсационным мето
дом при комнатной температуре; 
погрешность измерения изменения 
удельного электросопротивления  при 
отж иге  не превы ш ала  0,3 %. Р ен тге 
ноструктурные исследования тексту
ры отж и гаем ы х  образцов  проводи
лись на диф рактом етре  У Р С -50 И М  
с помощ ью обратны х полю сных ф и 
гур по методике Х аррисса.

Н а  рисунке представлены  кривые 
изохронного отж ига  сплавов  Bi — 4,
12 и 20 ат. % Sb, д еф орм ирован ны х 
на 6 %. Д иф ф еренц ировани е  кривых 
р (Г )  вы явило три этап а  восстан овле
ния удельного электросопротивле
ния. Так, д л я  сплава  B i — 4 ат. % Sb 
первый этап наблю дается  в ин терва
ле  60— 130 °С, в т о р о й — 130— 190 °С, 
а третий — выше 190 °С. У величе
ние концентрации сурьмы н езн ачи 
тельно см ещ ает  указан н ы е  этапы

А р - Ю , 1

Опп
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3 О

20

1UQ 2110 С.С

Изменение удельного электросопротивле
ния деф орм ированны х на е =  6 % спла
вов висмут — сурьм а при изохронном 

отжиге:
1 —  4 ат .%  S b ;  2 —  12 ат.%  Sb ;  3 —  20 ат% Sb
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в сторону более высоких температур . С ростом степени д еф орм ац и и  уве
л и ч и вается  перекры тие этапов  отж ига.

Д л я  вы яснения  природы процессов, п ротекаю щ и х на первом и втором 
этап ах ,  опр ед ел ял ась  энергия активац ии  методом угловы х коэф ф ициен
тов по кривым изотермического отж ига. Н а  первом этап е  о тж и га  эн ер 
гия активац ии  р а в н а  0 ,5 + 0 ,1  эВ. Это значение близко  к значениям  эн ер 
гий активац ий  миграции (0,35 эВ ) и о б р азо в ан и я  (0,47 эВ ) вакансий в 
висмуте [3, 4]. М ож н о  предполож ить , что на дан ном  эт а п е  происходит 
о тж и г  деф ектов  типа вакан си онны х скоплений.

Н а  втором этап е  о тж и га  эн ерги я  активац ии  при ним ает  значение 
0 ,8 5 + 0 ,1 5  эВ, что примерно равно сумме энергий активац ий  о б р аз о в а 
ния и миграции вакансий. Э нергия активац ии  переп олзан и я  дислокаций 
в деф орм ирован ном  м е та л л е  равн а  сумме энергий активац ий  о б р аз о в а 
ния и м играции вакан си й  [5], поэтому второй этап  восстановления  у д ель
ного электросопротивления, н аб лю д аем ы й  при изохронном отжиге, целе
сообразн о  связать  с полигонизационны ми процессами, протекаю щ ими 
при н агреве  деф орм ирован ны х  сплавов.

З н ач и те л ь н а я  часть  изменения удельного электросопротивления  при 
отж и ге  деф орм ирован ны х  сплавов  висмут —  сурьм а н аблю дается  на 
третьем  этапе. Р ен тгеноструктурны е и сследован ия  пок азали ,  что отж иг 
при / >  190 °С вы зы вает  изменение полю сных плотностей диф ракционы х 
линий. Т а к  к а к  значение  полю сных плотностей д и ф ракци онны х линий 
определяется  ориентировкой кри сталлитов , то третий этап  изохронного 
о тж и га  необходимо св я зать  с рекри сталли зац и он н ы м и  процессами, про
исходящ ими в деф орм и рован н ом  м атер и ал е  при нагреве.
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У Д К  517.977
О. Н. Б У Д Ь К О

О Д Н О  ДОСТ АТ ОЧНОЕ  У С Л ОВ ИЕ  
С ИЛЬ НОЙ П О Л О Ж И Т Е Л Ь Н О С Т И  ВТОРОЙ В АР ИАЦИИ  

Д Л Я  Н Е П Р Е Р Ы В Н О Й  СИСТЕМЫ  
С З А П А З Д Ы В А Н И Е М  ПО У П Р А В Л Е Н И Ю

П усть на тр аек то р и ях  у п р авл яем о й  системы

- ^ - x ( t )  =  f ( x ( t ) ,  u( t ) ,  u( t  — h),  t),  t ( = T = [ t 0, Ц];

x ( t 0) = x 0; « ( • )  =  {<pi(r), t e [ / 0- h,  70)}; ( 1)
u( t )<=U,  t f=T,  (2)

требуется  м ин им изи ровать  ф ункц ионал

/ ( и ) = < р ( * ( Ц ) ) ,  (3)
где u ^ R m —  у п р авл ен и е  из класса  д и ф ф еренц ируем ы х функций
с ограниченной производной; U a  R m — откры тое  множ ество; функцио
н ал  ф и ф ункция f ( x ,  и, u ( t — h) ,  t) о б л а д а ю т  достаточн ы м и аналитиче
скими свойствами д л я  д альн ей ш и х  исследований; h  — постоянное з а п а з 
ды ван ие , h >  0 .

П усть  u°( t ) ,  t ^ T , —  у п равлени е, удовлетворяю щ ее  принципу м акси 
мума. В доль таки х  у п равлен и й  будем исследовать  вторую  вариацию  
ф ункц и он ала  (3 ) .  И звестно [1], что си льн ая  полож ительн ость  второй в а 
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риац ии  явл яется  достаточным условием слабого локального  минимума 
ф ункц ионала . Д л я  зад ач и  ( 1 ) —-(3) вторая  вар и ац и я  имеет вид

  tl__ _
бЧ(и°)  =  x r (^1)Q1(^1)x(^1) + j [ x r ( 0 Q ( 0 4 0  +  u T( t ) R ( t ) u ( t ) + 2 l c T(t) X

0̂

X D i ( 0 « ( < )  +  2x T( t ) D 2( t )u( t  —  ft) +  2 u r( t ) R 2 (t )u( t  —  h)]dt \  (4)

^ l c ( t )  =  A(tj~x(t) +  B(t ) l i ( t )  +  C( t )u( t  —  h),  t(EzT' ,  (5)

x ( t 0) =  0 ; й( х )  = 0 , т е [ / о - / ! ,  t0),  (6 )
где x ( t ) = 8 x ( t ) — в ари ац и я  траектории; U ( t ) = 8 u ( t ) — вар и ац и я  у п р а в 
ления  из к л асса  диф ф еренц ируем ы х функций с ограниченной производ
ной. В дальн ей ш ем  будем считать, что Д ( / ) > 0 ;  R i ( t ) = 0 ‘, t ^ T .  

Р ассм отри м  тож дество
и , оГ d {—т.
\ - а г { хТ^ )  M ( t ) x ( t )  +  x T(t) [ M ( t ,  s ) u( t  - f  s)ds +
t„ —ft

0 __ _  0  0 _

( i u T( t - \ - s ) M T (,t , s) ds^x ( t )  +  | J u T(t +  s )M( t ,  s, r) u(t  +  r)dsdr \  dt  —
— h — h —h

—  _  _  0

—  x T(ti) M { t x) x ( t i ) — x T(4 )  \ M ( t x, s) u( t x +  s)ds  —
—ft

о _  _  о о _
■ ( \ u T(ti  +  s) M T(tx, s )d s j  x ( t i )— | | u T (tx- \ -s)M(tx, s, r)u( t i  +  r)dsdr  +

— h —h —h

+ x T(t0) M( t 0) x ( t 0) +  x T(t0) f M ( t 0, s ) u ( t 0 +  s)ds  +
— h

0 _

+  ( f u T(t0 +  s ) M T (tu, s ) d s )j x ( t 0) +
- h  

0 0
+  f j  u T(to +  s) M  (/0, s, r ) u ( t 0 +  r)dsdr  =  0 (7)

— ft — ft

д л я  лю бых x(to)' ,  й ( х ) ,  т е [ ( 0- А ,  ^o). Н а  траек тори ях  системы (5) р а с 
смотрим ф ункц ионал  8 4 (и0) , полученный добавлением  тож дества  (7) 
к  ф ункц ионалу  (4) с учетом начальны х  условий (6 ).

П оступая  аналогично [2], получаем  следую щ ую  систему матричных 
д и ф ф ерен ц и альн ы х  уравнений Р и к кати  (С М Д У Р ) :

~ 4 ~ К (  0  =  -  A T( t ) K( t )  —  K( t ) A ( t )  —  Q(t) +  F ( t ) R ~ ' ( t ) F 4 t ) ;

K ( h ) = Q 1(t1) - M ( t 1)', (8 )

5 K( t ,  8) =  4 г Ш  s ) - ( A T ( t ) - F ( t ) R - l ( t ) B T( i ) ] K( t ,  S)  +d t  '  ds

+  F ( t ) R ~ ' ( t j K T(t, s, 0) +  y 2(t, s);

K( t ,  — h) =  К  (t) C( t )  +  D 2(t); K( t i ,  s) =  -  M ( t x, s); (9)

K( t ,  s, r ) +  IK r(t, s ) B( t )  +9 R( t ,  s, r )>
d t ds  d r

+  K(t ,  s, 0) +  M T(t, s ) B ( t ) +  M  (t, s, 0 ) ] R - l (t) [B T( t )K (t, Г) +

+  K( t ,  0, r ) + B T( t ) M( t ,  r ) + M ( t ,  0, r ) ]  +  2s(<, s, r);

K( t ,  — h, r) =  C T(t )K( t ,  r) +  2 s i ( ^  r)\ R ( t i , s, r) =  — M ( t x, s, r),
(1 0 )
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д ля  всех / е Т ,  s, г е [  - h, 0 ], где 

F( t )  = K ( t )  B ( t ) + K ( t ,  0) + D X(0 ;  D i ( 0  =  ZMO +  M{ t ) B( t )  +  Л1 (/, 0);

Q(0 =  Q(0 +  ЛДО +  М(0Л(0 +  —£ r  м  (ty,
D 2{t) =  D 2( 0  +  M( t ) C( i )  -  M( t ,  -  /г);

<? d
I a ( t .  s) = M ( t ,  s) — A T(t) M( t ,  s)

d s  d t

F ( t ) R ~ i ( t ) [ BT(t) M{t ,  s) +  M T{t, s, 0)];

2 s(*. s> r) =
д  1

1 d r d t
M(t ,  s, r) +  [M{t ,  s) B{t )  +  M{t ,  s, 0)] X

d s

X R ~ ' ( t )  [ BT( t )M( t ,  r ) + M ( t ,  0, r)]; T 31(t, r ) = C r ( t )M( t ,  r ) - M { t , - h , r ) .

П р едп олож и м , что С М Д У Р  (8 ) — (10) имеет решение. Тогда, исполь
зуя  (5) — (7), (8 ) — (Ю ), ф ункционал  (4) можно преобразовать  к виду:

бЧ(и°)  =  f | u ( 0  +  R - ' ( t ) F ( t ) x ( t ) + R - ' ( t )  j  [ B T( t ) K (t, s)
- h

0
+  K T ( t9 s, 0)]u{ t  +  s)ds  +  R - ' { t )  J [ B T (t) M( t ,  s) +  M T( t , s , 0 ) ]X

—h
0

X~u{t +  s)ds}TR( t )  { h ( t ) + R - l { t ) F ( t j x ( t ) + R ~ l {t) \ [ B T( t )K{t ,  s) +
— h

0
+  K T{t, s, 0 ) ] u ( t + s ) d s  +  R ~ ' ( t )  \ [ B T( t ) M{ t ,  s) +

— h

- f  M r (t, s, 0 )] u.(t +  s)£ls| dt.  ( 11)

П о х о ж и е  п реоб разован и я  п роделаны  в [2, 3]. О тсю да б2/ ( « ° ) > 0  д л я  л ю 
бых г7(/)т^0, / е Г ,  т. е. в то р ая  в а р и а ц и я  определенно полож ительная. 
В доль  траекторий  системы (5) рассм отри м  ф ункционал

    _
1{и,  е) =  б2/ ( ы ° ) +  u T(t) R{t )  u(t )  dt. (12)

io
Ф ункционал (12) определенно положителен, если имеет решение С М Д У Р 
(8 )— (10) при R( t ,  е) — J _ e R  (t )■ С ледуя [4], можно показать, что

С М Д У Р  е действительно имеет решение. Тогда 1{и,  е) 0 для любых 
u(t ) ,  t ( = T .  Преобразовав (12), получим б2/ ( и °)> & 2 ||м( • ) | | | 2 для  любых и (/), 
t € E T .  Таким образом, справедлива

Теорем а. Д л я  того чтобы вторая  в а р и а ц и я  б2/ ( и 0) (4) бы ла сильно 
полож ительной, достаточно, чтобы д л я  лю бы х t e T ,  s, г е [ —/г, 0] сущ ест
вовало  решение С М Д У Р  (8 ) — (10).
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Г. Н. Ч Е Р Н И К О В , Г. И. Ш П А К О В С К И И

О В О З МО ЖН О С Т И  И С ПОЛЬ З ОВ А НИЯ  П Е Р Е МЕ ШИ В А Н И Я  
В З А Д А Ч А Х  И З ОМОР ФИЗ МА

С труктурн о-слож н ая  ин ф орм аци я  в вычислительных системах пред
ставляется  в виде таблиц . И х элем ентам и  являю тся  записи, идентиф и
цируемые при помощи ключей. В запи сях  содерж ится  п олная  и н ф о р м а
ция о топологии о б р аб аты в аем ы х  структур данны х (множ ества , графы, 
деревья , списки). В связи  с этим при обработке  структур дан ны х широко 
использую тся операции табличного  хар актер а :  поиск, удаление, вставка, 
модификация.

Известны  работы  по созданию  эффективной структуры пам яти  д ля  
систем, ориентированны х на обработку  структур данны х [1, 2]. Однако 
эти вари ан ты  имеют низкое быстродействие вследствие их программной 
р еал и зац и и  на базе  обычной линейной памяти. Очевидно, что д л я  по
строения эф ф ективной вычислительной системы, ориентированной на об 
работк у  структур данны х, необходимо обеспечить поддерж ку  в виде п а 
мяти, вы полняю щ ей табличны е операции с высокой скоростью. Кроме 
того, необходимо устройство зам ен ы  числовых полей, т а к  к а к  эта  опе
р ац и я  встречается  весьма часто.

В качестве  памяти , облад аю щ ей  таким и свойствами, п редлагается  
п ам ять  на основе п ерем еш ивания  (хеш ирования) с многоклю чевым д о 
ступом [3, 4] с некоторой м одификацией. Она вклю чает  ап п аратн ы й  ге
нератор адреса  на основе хеш-функции с переменной длиной исходного 
клю ча [5], пам ять , допускаю щ ую  хранение дан ны х с переменной длиной, 
и устройство зам ен ы  числовых полей. В качестве способа разреш ен ия  
коллизий вы бран  метод списка.

П рименение такой  пам яти  позволяет  значительно повысить эф ф ек 
тивность обработки  структур, дан ны х в системах. К ром е того, использо
вание некоторых свойств описанной памяти, например, совпадение а д р е 
са  у элементов с одинаковы ми именами, п о р о ж дает  новые алгоритмы  ре
ш ения некоторых задач .

В качестве  примера использования  предлож енной пам яти  рассм от
рим процесс у стан овлен ия  и зом орф изм а  топологическими методами. То
пологические методы определения  и зом орф изм а основаны на определе
нии простых свойств обоих структур и последующ ем установлении в з а 
имно-однозначного соответствия м еж д у  д вум я  множ ествами, о б р азо в ан 
ными из этих свойств. Б удем  обозначать  свойство у зл а  структуры  G{ 
с  именем тр через а ; ,  а свойство у зл а  структуры  G2 с именем через рг-. 
Тогда  два  м нож ества  свойств будут состоять из пар вида (гц, а  г) й 
( l i ,  pi) соответственно. З а д а ч а  состоит в нахож дении д л я  каж дого  а ;  

соответствую щ его ему эл ем ен та  |3р сс; =  Р;, тогда имя gj определяет  изо
морфную подстановку  д л я  верш ины рг. П ер ебр ав  все а , ,  определим для  
соответствую щ их тц изом орф ны е подстановки. Результи рую щ ее  м нож е
ство подстановок д л я  к аж д о го  у зл а  даст  изоморфную  подстановку  для  
структуры  G 1, которая  переводит ее в структуру  G2. В случае, когда одно
му а* соответствуют несколько  Pj, необходимо произвести уточнение 
свойств и д альн ей ш ее  сравнение производить по у ж е  уточненным. Таким 
образом , в топологических м етодах  врем я  устан овлен ия  взаим но-одно
значного соответствия м еж д у  элем ентам и  двух  множ еств явл яется  опре
деляю щ им  д л я  всей зад ач и  [6 , 7].

С труктуры  G1 и G2 р а зм ещ аю тся  в пам яти  с хеш ированием  поэле
ментно, причем информ ацией  (клю чем) д л я  определения адреса  я в л яет 
ся сцепление G np и G2g;. П ри  установлении и зом орф изм а производятся  
следую щ ие операции. По имени G t и звлекаем  поочередно все элементы 
у казан ной  структуры, вы числяем  д л я  каж дого  свойство сц и р азм ещ аем  
в памяти по клю чу Gja,-, причем в качестве  информ ации фигурирует 
Gj и тц. Д а л е е  по клю чу G2 читаю тся  поочередно элем енты  G2, д ля  к а ж 
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дого | i определяем  Pi, зам ен яем  G2 на Gy и р а зм е щ а е м  по клю чу Gipi, 
причем в качестве  информации фигурирует  G2 и | г-. Элементы  разны х 
структур , создавш ие коллизию , вы явл яю т  взаим н ооднозначн ое  соответ
ствие, что и определяет  изоморфную  подстановку. Т акое  использование 
х еш и рования  мож но н азв ать  оперативным, т а к  к а к  оно используется 
д л я  реш ения поставленной задачи .

Ч исло сравнений с учетом коллизий при устан овлен ии изом орф изм а: 
L i =  2kN,  где k  —- величина коллизии и k =  1-н5.

В [8] показано , что число сравнений и обращ ен и й  в п ам ять  д л я  про
стейшего случая  графов, имею щих различны е пары  полустепеней исхода 
и зах о д а  вершин, при использовании обычной пам яти  равно:

г 2 _  N(N +  1)
Ь — 2 ’ 

где N  — число вершин в графе.
Если использовать  в качестве  свойств пары  чисел (Vij ,  wy j ) ,  где / =

=  1, 2; i =  1, . . . , N  и Vi j  ■—• полустепень исхода, а ш у  — полустепень з а 
хода, то выигрыш R  равен

п  _  12 _  N  +  1 N
L 1 2k  ~  2k  ‘

Очевидно, что R  есть функция от N.
М ож н о  сделать  следую щ и е выводы. И спользовани е  пам яти  предло

ж енного  типа, эф ф ек ти вн о  реализую щ ей  табличны е операции, д ае т  з н а 
чительный вы игры ш  в быстродействии при о бработке  структур данных. 
И сп ользован и е  у казан н о й  пам яти  п о р о ж дает  новые алгоритмы  решения 
р я д а  за д ач  об раб отки  структур данных. Д л я  рассмотренного  случая  г р а 
фов вы игры ш  в скорости равен  N/ 2k .  Д а н н а я  п ам ять  в апп аратном  в а 
рианте  м о ж ет  быть использована  в лю бой вы числительной системе в к а 
честве внешнего ЗУ. В о зм о ж н а  т а к ж е  р е а л и за ц и я  системы с использо
ванием такой  п ам яти  в качестве  оперативного ЗУ. В случае  отсутствия 
ап п аратн ой  р еал и зац и и  эту  п ам ять  с точки зрения  функциональны х во з 
мож ностей м ож но осущ ествить в виде програм м ного  ком плекса при со
хранении вы игры ш а по времени.

Л И Т Е Р А Т У РА

1. В е л ь б и ц к и й  И.  В. ,  Н е т е с и н  И.  Е. ,  Ш о л м о в  Л . И .— П рограм м ирование, 
1982, №  1, с. 27.

2. Я к о в л е в  10. С.— У правляю щ ие системы и маш ины, 1983, №  3, с. 15.
3. Л и п н и ц к и й  А.  С.,  Ч е р н и к о в  Г. Н ., Ш  п а к о в  с  к  и й Г. И. Д вухпри зна

к о вая  пам ять с хеш -доступом , ч. 1. С труктура и функционирование.— Рукопись деп. 
в В И Н И Т И , №  431-83. Д еп. от 26.01.83.

4. Л и п н и ц к и й  А.  С., Ч е р н и к о в  Г. Н., Ш  п а к о в с к и й Г. И .— Труды  В се
сою зной конференции: Р азви ти е  теории и техники хранения информации, окт. 1983, с. 53.

5. Л и п н и ц к и й  А.  С. ,  Ч е р н и к о в  Г. Н. ,  Ш п а к о в  с к и й  Г. И. ,  С е р и к о 
в а  Н. В. Выбор генератора функций расстановки д л я  параллельной  вычислительной 
системы,— Рукопись деп. в В И Н И Т И , №  347-83. Деп. от 20.03.83.

6. К у р е й ч и к  В.  М. ,  К о р о л е в  А. Г.—’К ибернетика, 1977, №  2, с. 82.
7. 3  е м л я ч е и к о В. Н ., К  о р н е н к о Н . М., Т ы ш к е в и ч  Р . И .— Записки науч. 

семинаров Л енинградского отделения М атем . ин-та АН С С С Р, 1982, т. 118, с. 83.
8. М  е л и х о в А. Н. О риентированны е граф ы  и конечные автом аты .— М., 1971, с. 24.

У Д К  517.925
А . К Е С С И

У Р А В Н Е Н И Я  С Н Е П О Д В И Ж Н Ы М И  К РИ Т И ЧЕ СК И М И  
О С О Б Ы М И  ТОЧКАМИ В И Д А  оз'т = Р 2т(г, со)

И ИХ И Н Т Е Г Р И Р О В А Н И Е

Б удем  р а ссм атр и в ать  д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы е  у р ав н ен и я  вида:

со 'm = P 2m( z , w ) ,  (1)
где P 2m(z, со)— полином степени не выше 2 т  от со и ан алитическая  
ф ункц ия  от z.
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Очевидно, что уравнение (1) удовлетворяет  первому и второму усло
виям Ф укса. Рассм отри м  3-е условие:

F (co ',  со, z) =  со'т  — Р 2т (г, со) =  0 . (2 )

И з у равн ен и я  (2) получаем:

£>(со, z)  =  P 2m{z, со). (3)

И з общей теории известно [1], что нули дискриминанта D ( со, г) должны
г)Р г)Р

быть решениями уравнения (1). При P2m{z, со) =  0 — Н— сдЛ^-(° , =  0 ’
дР

т. е. при P 2m(z,  w) =  0 d z "  =  0- Отсюда мы получим, что Р 2т (г, со) =  
=  а 0(г)-Р(со). Тогда уравнение (1) имеет такой вид:

/  du>

\ V /a&j-dz
т г-----------

Пусть ах =  у  a0(z)dz,  тогда получим

Т а к  к а к  уравн ен и я  вида (4) у ж е  изучены [2], то мож но найти все формы 
у равнени я  вида  ( 1) с неподвиж ны м и критическими точкам и  и их инте
грирования.
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ОБ ОД Н О Й  Н Е Н А Д Е ЖН О Й  
СИСТЕМЕ МАССОВОГО О Б С Л У ЖИ В А Н И Я  

С ИЗ МЕ Н Я Е МО Й  СКОРОСТЬЮ В Х ОДЯЩЕГО ПОТОКА

Рассм отри м  следую щ ую  м атем атическую  модель системы массового 
об служ и ван и я  (С М О ) с ож иданием . В систему поступаю т требования, 
дли н а  которых имеет распределен ие  В  (т) с п реобразованием  Л а п л а с а —

Стилтьеса (3(s) и конечными мом ентами b j =   ̂ т -Д В (т ) ,  / =  1, 2. В течение
о

времени, имею щего экспоненциальное  распределен ие  с п арам етром  срь 
система функционирует  нормально: в систему поступает  простейший по
ток требований интенсивности Xi, происходит о б сл у ж и ван и е  требований 
с постоянной скоростью  6 i единиц длины  в единицу времени. П о истече
нии времени нормального ф ункционирования  системы происходит по
л ом ка  прибора. Время, з атр ач и в аем о е  на его ремонт, имеет распределе
ние D ( т) с преобразован и ем  Л а п л а с а  — С тилтьеса  d ( s )  и конечными мо

ментами d j —  т ) ,  / =  1, 2. Во врем я ремонта в систему поступает
о

простейший поток требовани й  интенсивности Хг, об сл у ж и ван и е  требова
ний не производится . П осле  окончания  ремонта снова начинается  нор
м альное  функционирование СМ О, причем требование, находивш ееся на 
приборе в момент поломки, дообслуж и вается . Т ребуется  найти произво
дящ у ю  функцию стационарного  распределен ия  вероятностей числа тре
бований в данной системе. Эта за д а ч а  реш ена в [1], когда распределения  
Д (т) и D ( т) экспоненциальны е, в [2], когда эти расп ределен и я  эрлангов- 
ские. Реш им  эту за д ач у  в случае  произвольны х распределен ий  В ( т) ,  
D (  т ) .

Г - P H -
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Р ассм отри м  процесс l t = { i t ,  vt,  т<0(}, где it — число требований в си
стеме в момент t ; v « = l ,  если в момент t система р аботает  нормально, 
и v t = 2 , если в момент t прибор ремонтируется; т ( — остаточная  длина 
требовани я, находящ егося  на приборе в момент t\ 0г — остаточное время 
ремонта, если v t =  2. О бозначим: п \ Х) (t, x) =  P { i t = i ,  v * = l ,  xt < . x ] ,  
я р>(г, x,  у )  =  P \ i t =  г, v< =  2, тг< х ,  0 ^ < г / ) ,  t >  0, х, г / > 0 .

Утвержение. Если вы полняется  условие

A b , <  1, ( 1)

где Л =  ( М + ф А ^ / б ь  то существует стац ионарное распределение веро
ятностей состояний СМО:

я ( !)(г, х) =  l im 'n j I)(i, х),  зх2((, х, у)  — lim я{2)(ц х, у),  t > - 0 , х, г/]>0 .
t->- ос *-3О

Введем  п рои зводящ ие функции:

# 1 (2 , х ) = л Л > ( 0 ,  0 ) +  л')г‘.
£=1

/?2(г, х, г/) =  я ( 2)(0, 0 , у )  +  j ? я(2)( г'> М У ) г ^ 0 < г < 1 .
£=1

П оскольку  нас интересует п р ои зводящ ая  ф ункция  стационарного  распре
делен ия  вероятностей процесса it , д л я  реш ения зад ач и  достаточно найти 
вид + о о ) ,  R 2(z  ,+оо , + оо ) .

Теорем а. П р о и зво д ящ и е  функции Ri ( z ,  + о о ) ,  R 2(z,  + со ,  -f-oo) опре
дел я ю тся  следую щ им  образом:

^ ( 2 , 4 - 0 0 )  =  ^ ( 0 , 0 ) . (2 )
p (s (z ) )— г

Щ г ,  +  со, +  оо) =  ф1. 1 З Д г ,  +  оо), (3)

R t (0, 0) = я (1>(0, 0) =  ( 1- Л 6 1) / ( 1+ ф 1̂ 1) > (4)

где s (г) =  (М (1 —2) +cpi (1 — d. ( t a (1 — z ) ) ) )  /<5Ь
Д о к а за т е л ь ст в о  теорем ы  проводится  путем составления  уравнений 

Ч епм ена  — К олм огорова  д л я  стационарны х вероятностей марковского 
процесса It,  получения системы уравнений д л я  их производящ их функ
ций, д л я  преобразован и й  Л а п л а с а  этих п рои зводящ их функций, решения 
этой системы и обратного  перехода к прои зводящ им  функциям.

И сп о л ьзу я  ф орм улы  (2) — (4), мож но находить различны е х а р а к т е 
ристики рассм атри ваем ой  СМО. Н апри м ер , в ы р а ж е н и я  д л я  вероятности 
Р о того, что система пуста и д л я  среднего числа L  требований в системе 
следую щие:

Р 0=  яП>(0, 0) +  я (2)(0, 0, +  со) =  1̂ +  1  ̂ l ~ Abl1 +  фДх

# l ( l ,  + ° о )  +  # 2( 1, -Г ° ° .  + ° о )  =

Л2&2 +  'ф 1^2^2 , ф
= А Ь г- 2(1 — АЬ{) 1 2 ( 1 +  Ф А )

Отметим некоторые частны е случаи  р ассм атр и ваем о й  СМО.
А. Случай, когда В ( т ) ,  D { т) — экспоненц иальны е или эрланговские 

распределения . Р е зу л ь т а ты  данной работы  согласую тся  с [1, 2].
Б. С лучай  d r -Ю или — поведение числа требований в рассм а 

триваем ой  СМ О  совп ад ает  с поведением числа требований в н а д е ж 
ной СМ О  M \ G  \ 1 с интенсивностью входящ его  потока М и распределен и
ем времени о б сл у ж и ван и я  5 ( S r r ) .
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В. С лучай  осцилляции м еж ду  исправным и неисправным состоянием 
при бора  (ф !-> + оо ,  d i-^ 0 , ( f i d i = c )  — поведение числа требований в р а с 
с м атри ваем ой  СМ О со впадает  с поведением числа требований в н а д е ж 
ной С М О  M \ G \ \  с интенсивностью входящ его  потока А =  ( M + c t a ) / 6i и 
распределен ием  времени о б сл у ж и ван и я  В  ( г) .

Г. С лучай  редких поломок прибора и долгих ремонтов (фг-М), 
di->—f o o ,  ф 1d 1 =  c) •—’Поведение числа требований в рассм атриваем ой  
СМ О  описывается  той ж е  надеж ной  СМ О, что и в случае  В.
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У Д К  519.21
H. В. Л А З А К 0 В И Ч

АС ИМПТОТИЧЕСК ИЕ Р А З Л О Ж Е Н И Я  
В И Н Т Е Г Р А Л Ь Н Ы Х  П Р Е Д Е Л Ь Н Ы Х  ТЕОРЕМАХ Д Л Я  СУММ 

Н Е З А В И С И М Ы Х  /г-РЕШЕТЧАТЫХ С Л У Ч А Й Н ЫХ  ВЕКТОРОВ

П усть  ь =  ( 6л, | j 2, . . . ,  Ijfe), j =  1, п  —  независим ы е ^-реш етчатые 
случайн ы е векторы (с. в .) ,  приним аю щ и е значения  из общей решетки

{ ( т и т 2, m h) : п ц = 0 , ± 1 , ± 2 ,  i = \ ,  k} ,  • (1)

с ф ункциям и распределения  (ф. р.) У,-(х).
Б ез  существенного ограничения общности предполагаем , что м а те м а 

тические ож и дан и я  компонент случайного вектора  j —  1, п  равны  0 . 
Введем  следую щ ие обозначения:

П

o j i= M l f i ,  j  =  \ , n ,  l =  \ , k ;  Bni в п =  ( B nl, ■■■, B nk)\
i=i

Fj{x)  —  ф. p. с. в. ■ ;
Dn

0 — с. в. с ф. р.

F ( x ) =  4 "  ( f i ( x ) +  В Д +  ... +  F n (x))\

V п ■— к о в ари ац и он н ая  м атри ц а  с. в. 0 , предполагаем , что она поло
ж и тельно  определенная;

U —  кл асс  всех борелевских множ еств  в R h\

F n{x) — ф. р. суммы S n =  ( l i  +  1-2 +  -  +  1пУ< ]ип
P n ( A ) = P ( S neEA)-,
А п — ковари ацион ная  м атри ца  с. в Z n =  £ i + ? 2+  • ■ •

S П

f>sj = M(1ijAnlb ) 2 - ^n = 2 p SJ-;
/= i

P j ( 0 ,  — Ф) (x ) — стан дартн ы е  многочлены аппроксимации, см., н а 
пример, [4];

Хп —  наименьш ее собственное значение

2  =  ( V , , . . .  V i+,1............. V „ ) ) P ( g , = ( v , ............ I I ................. V *))

o l“ ( v , ) =  2  — --------------------------- =-------------------------------------------------- ;

V  £ =  oo
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А г А П  W  =  2  ( - 1 ) ' “ ' - ^ S a( B nx)  ( DaF) (х) ,no
j (a)<r

где a  =  (a 1; a 2, a * ) — произвольный неотрицательный целочисленный
вектор, |a| =  |ax| -f- |a j  +  ... +  |aA|,

/ (a )  =  2  (a j — 0 - / (« )  =  0 , если o - j < 2  для  всех
a,j> 2

Sa{x)  — ' 5 a2(A'2) ... 5 afc(xft), X — (Xj, ..., хД,

Sj ( x )  =

, , , / / 2- i  V i  2 cos (2 л nx) . . ^  „
— ^  2 — /о ’ / — четно’ / > °

л=1 (2 я я )

, 2 s in (2 n n x )  .(— 1) 2 >  1— г-2- , / — нечетно.v '  (2ял)2 '
n = l  v '

Выпишем р я д  условий, которые нам  п он адобятся  в дальнейш ем:
H m i n f X n > 0 ; (2 )

П
  п

l i m i n f — ^ > 0 ,  z = l ,  k  lim s u p  "VyM||g;-||s <  сю; (3)
n  n  n  n

2 =  1

4 ~ 2  f 1 М М О Д  —  0, 0 < T < 4 - .  (4)
2 = 1  l l * l | > n T

Теорема. П усть gi, g2, . . . ,  gn — независим ы е ^-реш етчаты е с. в., при
нимаю щ ие значения  из общ ей реш етки ( 1), м арги н альн ы е  распределения  
координат  которых имею т равны е 1 м акси м ал ьн ы е  ш аги распределения, 
уд овлетворяю т условиям  (2) — (4) и

1 m in  m in У - I -  ^  г2 X.iJ  q- -ы|пи 1 <i<k a/q ^  F

х  2  Gh ( v i) — * °° - 
av.=r(mod q) п~>-<*>

p- к  х

где минимум берется  по всем целы м а и q таким , что 1 <<? <  Ш \ \ В п\ \Ь3„, 
-T j-q , (а , q) —  1, тогда равномерно по Л е ( /  для  s > 3  имеет место 

следующее соотношение;
5— 2  I___________________________________________ s_2

P n{ A ) = \ d ^ n  2 n(Pj{&,  — Ф) (*)) +  о ( п  2
Л  2 = 0

Д о к а за т е л ь ст в о  теорем ы  проводится  по схеме до казател ьства  теоре
мы 1 из [4] с использованием  теорем ы  А. 4.3. из [2] и леммы  2 из [3]. 

Следствие. П ри  выполнении условий теорем ы

sup J ^ n W -  2  ( - 1 ) |а |д Г Д х ( а д ( Д “ф ) ( * ) -

- п  2 2 (— 1 ) |a|5n”“‘5 a ( S nx) ( DaP 1(@, — Ф) (х))  —
| a | < s — 2

_ s—2 • / s—2 \
—  П 2 P s_ 2( 0 ,  — Ф) (*)| =  0\П 2 J ,  22- 2- 00.

П олученны е р езу л ьтаты  об общ аю т  работы  [1], [4] и теоремы 23.1, 23.2 
из [2].
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У Д К  513.83

В. Л . ТИ М О Х О В И Ч  

о-МЕТРИ КИ С УС ЛО ВИ ЕМ  (с К )

В п редлагаем ой  зам етк е  рассм атри ваю тся  топологические простран 
ства  с о-метрикой [1], удовлетворяю щ ей условию  (сК) (слабое условие 
К ош и [2]). В нутренню ю  и внешнюю х ар актеристики  пространств, до п у 
скаю щ и х  сим м етрику  с (сК ),  д ал  Я. А. Кофнер [3]. Здесь  результаты  
Я. А. К о ф н ер а  обобщ аю тся  на случай произвольны х о-метризуемых про
странств. Все ото бр аж ен и я  п редполагаю тся  непрерывными сюрьекция- 
ми, все пространства , если это не оговорено особо, Т\.

1. Д л я  топологического пространства  X,  Л с А ,  х<=Х обозначим: 
%х — топология на X,  тд-(х) ■— семейство всех окрестностей точки х, 
[Л]х  — за м ы к ан и е  А  в X.

Вещественно зн а ч н а я  ф ункция  d  (х, у)  на м нож естве  X  назы вается  
о-метрикой, если д л я  лю бы х х, у ^ Х  d ( x ,  у ) ^ 0 , d ( x ,  у ) — 0 ^ ~ х = у .  
о -М етрика  d  н а зы в ается  симметрикой, если д л я  лю бы х х, d ( x ,  у)  =
=  d( y ,  х ) .  Говорят, что последовательность { х п} п=i c X  сходится к точке
х<=Х по о-метрике d,  если d ( x ,  х п )->0 . П оследовательность  {хп} n==i на
зы в аю т  ф ундам ен тальной , если д л я  любого е > 0  сущ ествует п  такое, что 
как овы  бы ни были k ^ n ,  т ^ п ,  d ( x h, х т) < .е .  Отметим, что сх о дящ аяся  
по d  последовательность м ож ет  не быть ф ундам ен тальн ой  [4].

О бозначим B d (x,  е) =  { y ^ X \ d ( x ,  у)  < е } ,  B d (A,  е) =  (J B d (x,  е) ,
х е А

diam d(A ) = s u p { d ( x ,  у)  [х, г /е Л } .  Говорят, что пространство  X  допускает  
о-м етрику d , или что d  согласуется  с топологией, если Н е т х  ^  д л я  л ю 
бой точки а ' е У  можно у к а за т ь  е > 0  такое, что B d (х, е )с~U.  В этом с л у 
ч а е  из сходимости по d  следует сходимость в топологическом смысле, о б 
ратное, однако , не всегда верно [1]. Говорят, что согласован н ая  с тополо
гией о-метрика d  удовлетворяет  условию (сК ) ,  если д л я  любого е > 0  
в лю бом незам кнутом  м нож естве  А  можно у к а за т ь  точки х, у, х=/=У, т а 
кие, что diartid ( {х, у ) ) < е.

Пусть на X  ф и кси рована  н екоторая  согл асо ван н ая  с топологией 
о-м етри ка  d. О то бр аж ен и е  f  : X - ^ Y  назы ваю т  П -отображ ен ием , если, к а 
ковы бы ни бы ли y ^ Y ,  Г е т г ( у ) ,  сущ ествует е > 0 , д л я  которого 
B d ( f - 4 y ) , E ) c = f - H U )  [5].

И, наконец, обозначим  < A > d= { x & X \ d ( x ,  А )  = 0 } .  Ясно, что при 
согласованности  о-метрики d  с топологией, < А  >-dCr[A]x.

2. Теорема 1. С о гл асо ван н ая  с топологией о -м етрика d  удовлетворя
ет условию (сК) тогда и только тогда, когда из лю бой сходящ ейся по d  
п оследовательности  можно выделить ф ундам ен тальную  подпоследова
тельность.

П р и н ц и п и ал ьн ая  идея д о ка за тел ь с тв а  содерж и тся  в упомянутой р а 
боте Я. А. К оф нера  [3].

Пусть X  — регулярн ое  пространство, доп ускаю щ ее  о-метрику d  с у с 
ловием  (сК ) .  П остроим метрическое пространство  S и факторное 
П -о то бр аж ен и е  f  : S-*-X. О бозначим  у п —  семейство всех множ еств
а п с= X , представимых в виде а п =  {x*}{= i (J {х}, diamrf ({хг]г=0 <  —  , 

{х,}<=1 с  B d (x, —— ), {х,.1,^ !  сходится по d к х, 5  =  (а =  {ап}Г=1 <=
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€= П Ynl П v - п Ф  0 ). Ясно, что для любой а Е 5  П а п  —  одноточечное
п =  1 п =  1

п =  1
множество. Таким образом, имеет место отображение / : S - > X :  а - > х  =  

=  П а п- Ha S  определим метрику р(а, (3) =  1/л (а ,  р), где л(а , Р) — пер-
П = \

вое л, для  которого а п Ф  р„ или оо в случае а  =  р. Имеем для любых 
а  e S ,  х Е Х :

1 )  Л р(а, =  ( { а х } X  ... X  К )  X  П Y i )  П * 5 ;
i >n

2 ) / (# ? (« ,  - J - ) )  =  « i f l  ••• П«„;

3) J - ) ) ^ < B d {x, - ± - ) > d<=: [Bd[x,

О п и раясь  на свойства  1 )— 3) и на теорему 1, нетрудно п оказать , что f  — 
ф акто р н о е  П -отображ ен ие . Т аки м  образом , в силу результатов  Я. А. Коф- 
нера [3] сп раведли ва

Т еорем а  2 . Р егу л яр н о е  пространство, д опускаю щ ее о-метрику с (сК ) ,  
д о п у скает  и сим м етрику  с (сК ).

В связи  со сказан н ы м  п ред ставляется  интересным вопрос: можно ли 
в теорем е 2 опустить требование  регулярности?
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А Н Н О Т А Ц И И  Д Е П О Н И Р О В А Н Н Ы Х  СТАТЕЙ *

У Д К  621 .395 .345.519.872.8

В. А. Б а б и ц к и й ,  Е.  В.  К о н о в а л о в .  Комплекс имитационных моделей для автома
тизации проектирования внутреннего программного обеспечения коммутационных узлов.
№  833Бе-Д 84. Д еп . от 05.03.84. в Б елН И И Н Т И .

В качестве общ ей концептуальной модели (ОКМ ) ком мутационны х узлов (КУ) с 
программны м управлением  предлагается использовать систему массового обслуж ивания 
(СМ О ) специального вида, так  назы ваем ую  СМО с доминированием. В результате реду
цирования данной О К М  формирую тся частные концептуальны е модели (Ч К М ), позво
ляю щ ие описы вать ш ирокий спектр проектных решений по построению внутреннего про
грам м ного обеспечения (В П О ) КУ. П роводится краткое описание возм ож ностей ком 
плекса имитационных моделей, реализую щ их некоторые Ч К М  процессов сканирования 
ком плектов, обработки информации о вы зовах, искания путей в коммутационном 
поле и др.

У Д К  681.3 .06

A. И . Д е н и с о в ,  А.  П.  М а к а р о в ,  JI. С. Ш  а д у  р с к а я. Псевдоустройство вывода 
графической информации. №  835Бе-Д 84. Д еп. от 05.03.84. в Б елН И И Н Т И .

П редлож ен  м етод реализации приборонезависимого вы вода графической инф орм а
ции на базе специализированной структуры  графических данны х, назы ваем ой псевдо- 
дисплейным файлом. П риводится описание функций, характеристик, структуры , системы 
ком анд псевдодисплейного ф айла, необходимого программного обеспечения и пре
имущ еств используемого подхода к процессу вы вода информации на графические у ст
ройства.

У Д К  519 .63:532 .546

B . В. Ж у к о в с к и й ,  В. Б . Т а р а н ч у  к. О разностных схемах для расчета концентра
ции в задачах вытеснения нефти раствором с добавками активной примеси. №  836Бе- 
Д 84 . Д еп. от 05.03.84. в Б елН И И Н Т И .

П редставлены  и обсуж даю тся результаты  расчетов насыщ енности и концентрации в 
зад ач ах  вы теснения нефти активной примесью. Д л я  модельных одномерны х задач  вы тес
нения, довы теснения и вытеснения оторочкой путем сравнения с эталонны м и аналитиче
скими реш ениями проведено тестирование и оценена эф ф ективность применения ряда 
разностны х схем расчета концентрации примеси.

У Д К  535.34

Г. С. Р о м а н о в ,  Л.  К.  С т а н ч и ц,  К.  Л.  С т е п а н о в .  Таблицы среднегрупповых 
коэффициентов поглощения плазмы алюминия. №  837Бе-Д 84. Деп. от 06.03.84. 
Б елН И И Н Т И .

П ри водятся  систематические таблицы  оптических свойств равновесной плазм ы  алю 
миния, рассчитанны х д л я  ш ирокого ди апазон а  термодинамических парам етров: тем пера
тура  Т=£С25 эВ, плотность 10_7^ р ^ 1 0 -1 г/см 3. Расчеты  выполнены для  12 спектраль
ных групп, вклю чаю щ их энергии квантов от 0,01 до 249 эВ. Получены  среднегрупповые 
росселандовы  пробеги излучения, средние планковские коэффициенты  поглощ ения, сред
ние коэфф ициенты  в пределах спектральны х групп, а так ж е  осредненные по всему спект
р у  излучательны е характеристики плазм ы . И спользуем ая в работе м етодика учиты вает 
основные процессы взаим одействия излучения с плазм ой — свободно-свободные перехо
ды  в полях атом ов и ионов, фотоионизацию  из оптической и внутренних оболочек, с в я 
занно-связанны е переходы.

У Д К  535.34

Г. С. Р  о м а н о в, Л . К. С т а н ч и ц, К . Л . С т е п а н о в. Таблицы среднегрупповых 
коэффициентов поглощения углеродной плазмы. №  838Бе-Д 84. Д еп. от 06.03.84. 
в  Б елН И И Н Т И .

П ри водятся  систематические таблицы  оптических свойств равновесной углеродной 
плазм ы , рассчитанны х для  ш ирокого ди апазон а термодинамических парам етров: темпе
р ату р а  Т ^ 2 5 э В ,  плотность 10- 6 ^ р ^ 1 0 -1 г/см 3. Расчеты  выполнены д л я  12 спектраль
ных групп, вклю чаю щ их энергии квантов от 0,06 до 249 эВ. П олучены  среднегрупповые 
росселандовы  пробеги излучения, средние планковские коэффициенты поглощ ения, сред
ние коэф ф ициенты  в пределах спектральны х групп, а так ж е  осредненные по всему 
спектру излучательны е характеристики плазм ы . И спользум ая в работе методика учиты 
вает основные процессы взаим одействия излучения с плазмой — свободно-свободные пе
реходы  в полях атом ов и ионов, ф отоионизацию  из оптической и внутренних оболочек, 
связанно-связанны е переходы.

* Копии депонированных статей  м ож но за к азать  по адресу: 220048, г. М инск, про
спект М аш ерова, 7. С правочно-информационны й отдел Б елН И И Н Т И .
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У Д К  517.948.32
А. П . Ш и л и н .  Краевая задача Гильберта для полуплоскости. №  839Бе-Д 84. Деп. от
06.03.84. в Б елН И И Н Т И .

И зло ж ен а  теория задачи  Гильберта, краевое условие которой записы вается в виде 
(t>+ =  G r+ g .  Здесь Ф + — предельное значение на вещ ественной оси искомой аналитиче
ской в верхней полуплоскости функции, г — иском ая вещ ественнозначная, a G и g  — з а 
данны е комплекснозначны е функции на вещ ественной оси. Теория задачи  основана на 
ф акторизации  коэф ф ициента и вполне аналогична теории задачи  Ри м ана. У казаны  т а к 
ж е  сингулярны е интегральны е уравнения на вещ ественной оси, реш аемы е сведением к 
задачам  Гильберта.

У Д К  517.948.32

А. П. Ш и л и н .  Краевая задача Гильберта для полуплоскости. №  839Бе-Д 84. Д еп. от
06.03.84. в Б елН И И Н Т И .

И злож ена теория задачи  Гильберта, краевое условие которой записы вается в виде 
0 +  =  G r + g .  Здесь Ф+ — предельное значение на вещ ественной оси искомой аналитиче
ской в верхней полуплоскости функции, г ■—• иском ая вещ ественнозначная, a G и g  — 
заданны е комплекснозначны е функции на вещ ественной оси. Теория задачи  основана на 
ф акторизации  коэф ф ициента и вполне аналогична теории задачи  Рим ана. У казаны  т а к 
ж е  сингулярны е интегральны е уравнения на вещ ественной оси, реш аем ы е сведенцем к 
зад ач ам  Г ильберта.

У Д К  519.246

Ю. В. М  е л е н е ц. Статистический анализ периодических бинарных последовательностей. 
№  840Б е-Д 84. Деп. от 06.03.84. в Б елН И И Н Т И .

В ременные ряды , рассм атриваем ы е в работе, являю тся реализацией случайной по
следовательности , получаемой слож ением (по м одулю  2) ненаблю даем ой бинарной пе
риодической компоненты с последовательностью  независим ы х случайны х величин Б ер 
нулли. Реш ается  р яд  зад ач  статистического анали за  последовательностей указанного  
типа. Н айдены  оценки парам етров ненаблю даем ой компоненты, в том числе ее периода, 
исследованы  свойства полученных оценок. П ри водятся  данны е, полученные методом ста 
тистического м оделирования на Э В М  и показы ваю щ ие работоспособность предлож ен
ных алгоритм ов оценивания неизвестных парам етров.

У Д К  621.395.345:681.3.06

Е. В. К о н о в а л о в .  Методология структурного синтеза внутреннего программного 
обеспечения коммутационных узлов. №  841Бе-Д 84. Д еп. от 07.03.84. в Б елН И И Н Т И .

О сновны е особенности предлагаем ой м етодологии структурного синтеза внутреннего 
програм м ного обеспечения (В П О ) ком мутационны х узлов (КУ) заклю чаю тся в следую 
щем: 1) вы являю тся внеш ние условия проектирования (ВУП ) В П О  КУ; 2) ф орм ирует
ся система показателей  и критериев (С П К ), адекватн ы х ВУП; 3) формируется система 
альтернативны х проектны х решений (А П Р) по построению  В П О  КУ, адекватны х ВУП и 
С П К ; 4) ф орм ируется система концептуальны х моделей (СКМ ) объекта, адекватны х 
ВУП, С П К  и А П Р ; 5) ф орм ирую тся задачи  анали за  А П Р и математические модели; 
6) проводится м оделирование и системный анализ его результатов; 7) работы  2— 6 об
разую т итеративную  последовательность. Основными результатам и  применения м етодо
логии являю тся концептуальная база  проектирования (К Б П ), содер ж ащ ая  итоговые в а 
рианты  С П К , А П Р и СКМ , и комплекс униф ицированны х проектных решений по пост
роению ВП О  КУ. П ри вод ятся  нетрадиционные реш ения в части К Б П .

У Д К  621.395.345:681.3.06

Е. В. К о н о в а л о в .  Система показателей и критериев качества внутреннего программ
ного обеспечения коммутационных узлов. №  842Б е-Д 84. Д еп. от 07.03.84. в Б елН И И Н Т И .

С истем а ф орм ируется по следую щ ей схеме: 1) вы являю тся и классиф ицирую тся 
свойства ком м утационны х узлов (К У ), зависящ ие от решений в части внутреннего про
грам м ного обеспечения (В П О ), и свойства собственно В П О  КУ, сущ ественные с пози
ций потребителей КУ  и проекта ВПО КУ; 2) вводятся  показатели , отраж аю щ ие наличие 
и интенсивности проявления этих свойств; 3) синтезируется комплексный критерий каче
ства (К К К ) проекта В П О  КУ, вклю чаю щ ий показатели , отраж аю щ ие все существенные 
с позиций потребителей свойства КУ и В П О  КУ, и согласованны й с предпочтениями по
требителей; 4) форм ирую тся частны е критерии качества (Ч К К ), согласованны е с К К К  
и частными задачам и  проектирования ВП О  КУ. П олученны е К К К  и Ч К К  являю тся не
традиционны ми.
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У Д К  621.395.345:519.687.5
Е. В. К о н о в а л о в. Моделирование программных процессов вывода команд управления 
в коммутационных узлах. №  843Бе-Д 84. Деп. от 07.03.84. в Б елН И И Н Т И .

Д л я  исследования программны х процессов вы вода ком анд управления в квазиэлек- 
тронны х коммутационны х у зл ах  (КУ) предлагается использовать в качестве концепту
альной модели (КМ ) линейную систему массового обслуж ивания, в которой один при
бор описы вает процессор КУ, а остальны е п — периферийные управляю щ ие устройства 
КУ. П олучены и исследованы  аналитические зависимости, позволяю щ ие определить опти
м ал ь н ы й — по критерию  «коэфф ициент загрузки  процессора КУ» — период выполнения 
процессов вы вода.

У Д К  519.872.7:621.395.345

Е. В. К о н о в а л о в .  Оптимизация апериодических программных процессов в коммута
ционных узлах. №  844Бе-Д 84. Д еп. от 07.03.84. в Б елН И И Н Т И .

П редлагается  следую щ ая схема реш ения задачи структурной оптимизации апериоди
ческих программны х процессов (А П П ) в коммутационных у злах  (К У ): 1) обосновы ва
ется  выбор м одели КУ — однолинейной системы массового обслуж ивания (ОСМ О) — и 
критерия качества реализации А П П  — пропускной способности системы при ограничени
я х  на вероятности условных потерь; 2) д л я  данной ОСМ О и стратегии управления типа 
« Д-расписание с ож иданием » вы водятся  аналитические вы раж ения для  квантов опти
м ального расписания ( О Р ) ; 3) значения О Р использую тся в качестве исходных данны х 
в процедурах парам етрической оптимизации других стратегий управления.

У Д К  62.50

М. А й я ш и. Адаптивный метод решения одной задачи динамического транспортного 
типа. №  849Бе-Д 84. Д еп. от 11.03.84. в Б елН И И Н Т И .

Р ассм атривается  динам ическая транспортная зад ач а  с дополнительными ограниче
ниями в сетевой форме. Д л я  ее реш ения предлагается один метод, основанный на ис
пользовании опоры. В основу итераций полож ен принцип м аксим ального уменьш ения 
оценки субоптимальности.

У Д К  62.50

М . А й я ш и. Двойственный опорный метод решения одной задачи динамического тран
спортного типа. №  850Бе-Д 84. Д еп. от 11.03.84. в Б елН И И Н Т И .

Р ассм атривается  динам ическая транспортная зад ач а  с дополнительными ограниче
ниями в сетевой форме. Д л я  ее реш ения предлагается один метод, основанный на исполь
зовании  опоры. В основу итераций полож ено правило вы бора подходящ его направления 
улучш ения целевой функции.

У Д К  53:51
Г. Ч. Ш у ш к е  в и ч .  Решение задачи электростатики для тонкого сферического сегмента, 
расположенного над плоскостью с отверстием. №  862Бе-Д 84. Д еп. от 12.03.84. в 
Б елН И И Н Т И .

К р аевая  задача  с помощью теорем  слож ения, связы ваю щ их сферические и цилиндри
ческие гармонические функции, сведена к парным сумматорным и интегральны м уравн е
ниям. Затем  парны е уравнения преобразую тся к интегральном у уравнению  Ф редгольма 
второго рода. П олучено разлож ение реш ения в ряд  по м алом у парам етру  и найдено вы 
раж ение д л я  емкости сегмента.

У Д К  517.912
В. И. Н а з а р о в .  Дифференциально-операторное уравнение второго порядка с запаз
дыванием в пространствах Румье. Л"» 863Бе-Д 84. Деп. от 12.03.84. в Б елН И И Н Т И .

Р ассм атривается  диф ф еренциально-операторное уравнение второго порядка с коэр
цитивным оператором  в пространствах гладких функций Рум ье. У станавливается, что 
дифф еренциальны й оператор второго порядка (состоящ ий из суммы операторов: опе
р атора  диф ф еренцирования второго порядка, коэрцитивного линейного оператора и 
разностного оператора с постоянной или произвольной гладкой неотрицательной ф унк
цией запазды ван ия) явл яется  изоморф измом в различных классах  пространств беско
нечно дифференцируемы х функций, в частности в пространствах финитных слева беско
нечно дифф еренцируемы х функций и финитных слева пространствах Румье.
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У Д К  519.62
В. В. Б о б к о в ,  П. А. М  а н д  ри к, В. И. Р  е п н и к о в. О повышении согласованности в 
поведении решений дифференциальной и разностной задач. №  864Бе-Д 84. Д еп. от
12703.84. в Б елН И И Н Т И .

Рассм атриваю тся новые способы повыш ения согласованности в поведении решений 
дифф еренциальной и разностной систем обыкновенных дифференциальны х уравнений 
с экспоненциальны м характером  траекторий. П риведены  результаты  численного экспери
мента.

У Д К  621.496

И . Б. Г а в р и с. Дифракция поля электрического диполя на идеально проводящей сфе
ре, нагруженной на круговую щель. № 865Бе-Д84. Деп. от 13.03.84. в БелНИИНТИ.

П олучены  некоторы е результаты  численного реш ения краевой  задачи  дифракции 
волн электрического дипольного источника с произвольной ориентацией момента на 
идеально проводящ ей сфере, нагруж енной на круговую  щ ель, прорезанную  вдоль п ар ал 
лели по всей окруж ности. Д ан  анализ характеристик направленности излучения и со
ставляю щ их проводимости нагрузки на щ ели, обеспечиваю щ ей м аксим альную  мощ ность 
излучения, в зависим ости от разм еров сферы, удаления диполя от поверхности сферы, 
изменения ориентации м ом ента диполя и полож ения щ ели на сфере.

У Д К  621.496

И. Б. Г а в р и с. Дифракция поля магнитного диполя на идеально проводящей сфере, 
нагруженной на круговую щель. №  865Бе-Д 84. Деп. от 13.03.84, в Б елН И И Н Т И .

П риведены  полученные с помощью ЭВ М  результаты  численного реш ения задачи  
диф ракции волн м агнитного дипольного источника с произвольной ориентацией момента 
на идеально проводящ ей сфере, нагруж енной на круговую  щ ель, представленные ди аг
рам м ам и направленности и графиками, которы е характеризую т поведение активной и 
реактивной составляю щ их проводимости нагрузки на щ ели, обеспечиваю щ ей м акси
мальную  мощ ность излучения. Д ан  анализ характеристик направленности излучения, 
активной и реактивной составляю щ их проводимости нагрузки  на щ ели в зависимости от 
изменения частоты  колебаний, полож ения щ ели на сфере, удаления диполя от поверх
ности сферы и изменения ориентации его момента.

У Д К  517.544

Т. Н. Ж о р  о в и н  а. Обобщенная задача Римана с постоянными коэффициентами для  
разомкнутого контура на торе. № 868Бе-Д 84. Деп. от 03.03.84. в БелНИИНТИ.

В зам кнутом  виде реш ается обобщ енная к р аев ая  зад ач а  Р и м ана с постоянными 
коэф ф ициентам и н а  торе К. К раевое условие зад ается  на контуре, состоящ ем из п пря
молинейных отрезков, л еж ащ и х  на прямой, являю щ ейся линией симметрии К.

У Д К  517.5

А . П. С т а р о в о й т о в .  О рациональной аппроксимации с заданными полюсами. 
№  869Б е-Д84. Д еп. от 13.03.84. в БелНИИНТИ.

И зучается  аппроксим ация кусочно-аналитических на всей действительной прямой 
функций рациональны м и дробям и, у которы х число геометрически различных полюсов 
либо фиксировано, либо произвольно задано . Н а  этой основе строятся рациональны е 
функции, хорош о приближ аю щ ие стандартны е функции |х |  и s ig n x  в соответствую щ их 
областях. П олученны е результаты  применяю тся при вы воде оценок сверху для  наилуч
ших рациональны х аппроксим аций с заданны м  числом геометрически различных полю 
сов функций класса  Л ипш ица, имеющих ограниченную  вариацию , и некоторых классов 
куюочно-аналитических, вы пуклы х функций.

У Д К  517.926

Н. Ф. Н а у м о в и ч .  Построение нестационарных систем дифференциальных уравнений 
с законом площадей. №  870Бе-Д 84. Деп. от 13.03.84. в Б елН И И Н Т И .

Выведен критерий закона  площ адей д л я  нестационарны х систем диф ференциальны х 
уравнений. П остроены  некоторы е классы  нестационарны х систем, обладаю щ их законом 
площ адей.
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В. А. К о р о б о в .  К структуре энергетического спектра в КЭД. №  872Бе-Д 84. Деп. от
15.03.84. в Б елН И И Н Т И .

У становлена связь  структуры  энергетического спектра с проблемой зам кнутости 
квантовой  электродинам ики. П оказано, что все допущ ения и трудности К Э Д  мож но 
устранить, если энергия физического электрона полож ительна при достаточно большом 
его  импульсе.

У Д К  539.12:530.145

У Д К  62-50
3 . М. А л е й н и к о в ,  Л . Е. З а  б е л  л  о. К исследованию второй вариации функциона
лов вдоль траекторий дискретных систем с запаздыванием по управлению. №  875Бе-Д 84. 
Д еп . от 15.03.84. в Б елН И И Н Т И .

Рассм атривается  система
х ( ; + 1 )  = f ( x ( t ) ,  u ( t ) ,  u ( t - h ) ,  t),  t e  [10, t\ — 1], (1)

x ( t a) =  A'o, u( t )  =  ф0(0> te = [ ta- h ,  <0]. 
и ( / ) е £ / ,  Ш [ и , t i — I], (2)

где x{t)  — «-вектор; и — г-вектор; f ( x ( t ) ;  u ( t ) ,  u ( t —h) ,  t) — непрерывная, д в аж д ы  ди ф 
ф еренцируем ая функция, h > 0 — запазды вание.

Вдоль траекторий системы (1) м инимизируется функционал.
И сследуется вторая  вариация ф ункционала (3) для  невырож денного случая. С по

мощ ью  системы матричны х рекуррентны х уравнений типа Риккати  получено достаточ
ное условие полож ительности второй вариации. П оказано, что в случае разреш имости 
системы рекуррентны х уравнений типа Р и ккати  вторая  вариация функционала поло
ж ительна.

У Д К  681.142:378.95

Г. В. Е р м а к о в .  Средства отладки программ в MIX-системе. №  876Бе-Д 84. Деп. от
15.03.84. в Б елН И И Н Т И .

П редлагается  набор средств отладки  программ в M IX -системе, ориентированной на 
первоначальное знаком ство обучаем ы х с программированием на язы ке ассемблерного 
типа. У казанны й набор вклю чает слеж ение ком анд передач управлений, прокрутку вы 
полняемой программы  с распечаткой значений всех регистров, снятие проф иля програм 
мы или ее части, распечатку пам яти  в удобном для програм м иста виде. С ф орм улиро
ваны  основные принципы отладки, даны  примеры использования отладочны х средств, 
рассм атриваю тся основные черты их реализации.

У Д К  537.321:621.373

А. В. Б у ш м а н, Г. С. Р о м а н о в ,  А.  С.  С м е т а н н и к о в .  Моделирование слойного 
импульсного разряда с учетом переноса энергии излучением. №  879Бе-Д 84. Деп. от
16.03.84. в Б елН И И Н Т И .

Рассм атриваю тся ф изическая модель, методика и результаты  расчета слойного им 
пульсного р азр яд а , представляю щ его собой электрический взры в тонкой цилиндриче
ской фольги м еталла. М одель явления вклю чает нагрев твердого проводника, его п л ав 
ление, нагрев  ж идкого проводника с учетом теплового расш ирения и испарение в соот
ветствии с уравнениям и состояния и проводимостью , отвечаю щ им этим фазовы м  пре
вращ ениям . Уравнение переноса излучения рассчиты вается в двухпотоковом  приближ е
нии с введением 10 спектральны х групп. Конкретные расчеты проведены для  разряда  
алю миниевой фольги в воздухе с удельной энергией 8,5 к Д ж /см . П оказано , что учет 
переноса энергии излучением приводит к существенным изменениям парам етров разр яда  
и перераспределению  энергии по компонентам  в элем ентах электрической цепи.

У Д К  621.327.535

Ю. П. М а к а р о в .  Новый полихроматор с телевизионной регистрацией спектра в диа
пазоне 400— 1100 нм. №  880Б е-Д 84. Д еп . от. 16.03.84. в Б елН И И Н Т И .

П роанализированы  различные варианты  ориентации строчки спектра на мишени т е 
левизионной передаю щ ей трубки относительно растра считывания. Н есм отря на то, что 
предпочтение отдано варианту  направления считывания, совпадаю щ его с направлением 
дисперсии полнхром атора, по техническим причинам приш лось вы брать вариант, при 
котором  телевизионны й растр считы вания лож и тся параллельно спектральны м  линиям 
строчки. С форм улированы  технические условия на разр аб о тку  полнхром атора, рабочая
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область которого полностью перекры вает область спектральной чувствительности крем- 
никона Л И -446. Рассчитана оптическая схема м алогабаритного светосильного полихро- 
м атора, ком плектуемого прозрачной диф ракционной реш еткой и линзовой оптикой. Опи
саны  конструкция и техническое исполнение прибора, пристыкованного к серийной 
телевизионной передаю щ ей кам ере КТП-39, приведены оценки его разреш аю щ ей способ
ности. С учетом того, что динамический диапазон  кремникона по освещ енности не пре
вы ш ает одного порядка и реальная разреш аю щ ая сила полихром атора не обеспечива
ется линейным разреш ением кремникона, сделан  вы вод о целесообразности применения 
телевизионной регистрации только  в случае исследования спектров бы строизменяю щ их- 
ся световы х процессов.

У Д К  517.926.45
Т. Л . С у  р и н. Инварианты некоторых специальных возмущений линейных дифференци
альных систем. №  892Бе-Д 84. Д еп . от 18.06.84. в Б елН И И Н Т И .

И сследуется влияние ср- и Л -возмущ ений на инварианты  линейных диф ф еренциаль
ных систем Л аппо-Д анилевского

i - P ( t ) x .  (1)
У становлены  достаточны е условия совпадения показателей  системы (1) и систем

y = q ( t ) P ( t ) y  (2 ), z = A ( t ) P ( t ) z  (3),

а т ак ж е  достаточны е условия сохранения свойств приводимости и правильности систе
мы (1) при ср- и А -возм ущ ениях.

У Д К  533.6.011.6:535.1

И. М. К о з л о в ,  Г.  С.  Р о м а н о в .  Динамика излучающего плазменного облака, воз
никшего при мгновенном энерговыделении у твердой поверхности. №  893Бе-Д 84. Деп. 
от  18.06.84. в Б елН И И Н Т И .

Получено численное реш ение двум ерной нестационарной радиационно-газодинам и
ческой задачи  о лучистом охлаж дении и разлете  плазм енного о блака  у  твердой поверх
ности в воздухе. П еренос излучения рассм атривается  в диф фузионном приближении, 
д л я  реш ения соответствую щ их разностны х уравнений используется алгоритм « а — {5 ите
раций». Рассм отрен  вопрос о граничных условиях для  уравнений переноса излучения на 
внешних, прозрачны х для  излучения границах расчетной области. У равнения газовой 
динам ики реш аю тся в эйлеровой цилиндрической системе координат по м етоду «круп
ны х частиц». К онкретны е расчеты  с табличны м заданием  термодинамических функций 
и усредненны х по Р осселанду  пробегов излучения в воздухе выполнены для  случая 
источника энерговы деления £ = 1 0 п эрг на расстоянии 2,5 см от поверхности при нор
м альной плотности воздуха. Д и нам и ка процессов прослеж ена до времени ~ 1 0 -4 с. 
О пределены  до л я  энергии, вы свечиваем ая в окруж аю щ ее пространство, а т ак ж е  р ад и а 
ционные потоки, поглощ аем ы е поверхностью  преграды .

У Д К  531.22

М. О л ь ш о в ы .  Изменение структуры поверхности пленочных полимеров после облуче
ния ускоренными ионами. №  896Бе-Д 84. Д еп. от 18.06.84. в Б елН И И Н Т И .

И сследовано изменение структуры  поверхности полимерных пленок из ПТФ Э и 
П Э ТФ  после облучения ускоренными полож ительны м и ионами кислорода и висмута. 
О блучение проводилось с целью  получения ионноим плантированны х полимерных элек 
третов. Н а поверхности электретов обнаруж ено образование ям ок микронных разм еров. 
О бсуж даю тся возм ож ны е причины изменения структуры  облученных поверхностей.

У Д К  620.17:620.183

В. Г. Ш е п е л е в и ч ,  А.  Б а р и .  Гомогенизация сплава Bi — 8 ат. % Sb №  897Бе-Д 84. 
Д еп. от 18.06.84. в Б елН И И Н Т И .

П роведены  м еталлограф ические исследования и механические испытания дендрит» 
ных поликристаллов сплава B i —-8 ат.%  Sb. Установлено, что врем я гомогенизации при 
538 К  составляет 15 ч. И счезновение дендритной структуры  при отж иге не вы зы вает 
изменения предела прочности, м одуля Ю нга и твердости по Виккерсу, но уменьш ает 
относительное укорочение сплава Bi — 8 ат.%  Sb.
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У Д К  681.326.32
B. И. А к и м о в ,  И.  С.  В а й н и л о в и ч, А.  И.  К р ю к о в ,  В. Ф. Р  а н ч и н с к и й. Бы
стродействующий микропрограммный автомат. №  898Бе-Д 84. Д еп. от 18.06.84. 
в Б елН И И Н Т И .

Рассм отрено применение в м икропрограммных автом атах  принципа совмещ ения по 
выборке. П роанализированы  причины, по которым этот принцип не наш ел ш ирокого 
применения. П оказана  эф ф ективность его применения.

У Д К  681.3.072.3
И. С. В а й н и л  о в и ч, В. И. А к и м о в ,  А.  И.  К р ю к о в ,  В. Ф. Р  а н ч и н с к и й. Ор
ганизация высокоскоростного канала ввода — вывода мини-ЭВМ. №  899Бе-Д 84. Деп. 
от  18.06.84. в Б елН И И Н Т И .

П риведены  структура и принципы работы  к ан ал а  с пропускной способностью 
12 М байт/с. В ы сокая эф ф ективность к ан ал а  достигнута за  счет применения блочной пе
редачи данны х при использовании расслоения оперативной памяти.

У Д К  681.3.06

Г. Я. Л е й т е  с, Ф. С. П и л и п о в е ц ,  Э.  С.  Р а б и н о в и ч .  Об одном языке запросов 
для диалоговой информационно-справочной системы. №  900Бе-Д 84. Д еп. от. 18.06.84. 
в Б елН И И Н Т И .

П редлагается  язы к запросов, характеризую щ ийся простотой синтаксической струк
туры  при достаточной семантической вы разительности. П риводится схема организации 
диалога  в информационно-справочной системе, использую щ ей реляционную  модель базы 
данных.

У Д К  621.382.82.001

C. Г. М у л я р ч и к ,  В. Г. С о л о в ь е в .  Входной язык программ физико-структурного 
моделирования. №  901Бе-Д 84. Д еп. от. 18.06.84. в Б елН И И Н Т И .

Рассм атриваю тся вопросы разработки  входного язы ка описания структур произ
вольной конфигурации. П редлагается  язы к, которы й благод аря  использованию  клю че
вого способа записи парам етров позволяет легко дополнить и корректировать текст 
описания. Описаны конструкции язы ка, его алф авит и синтаксис. П риводятся  структура 
внутреннего представления информации и характеристики транслятора.



Р Е ФЕ Р А Т Ы

Т и т о в  А.  Д. ,  Х а п а л ю к  А. П. Гибридные направляемые моды асимметричного пло
ского прозрачного волновода.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., мат. и мех., 
1985, №  2.

И сследованы  гибридны е собственные и несобственные направляем ы е Е Н -м оды  асим 
метричного плоского диэлектрического волновода в случае прозрачности волноведущ ей 
сердцевины, подлож ки и покрытия. П оказано, что такие моды реализую тся только при 
скользящ ем  затухании  или скользящ ем  распространении плоских неоднородны х волн и 
являю тся поверхностными волнами.

Библ. 13 назв., ил. 2.

У Д К  548.0539

Б а р ы ш е в с к и й  В.  Г., М е т е л и ц а  О. Н. Угловые распределения у-квантов распада 
позитрония в магнитном поле,— Вестн. Белорусского ун-та, Сер. 1, физ., мат. и мех., 
1985, №  2.

Н айдено временное распределение у-квантов, образованны х при трехфотонном 
распаде позитрония в магнитном поле произвольной по отношению к сверхтонкому рас
щ еплению уровней величины. И сследованы  затухаю щ ие биения углового распределе
ния у-квантов. П олучено сечение процесса при различной геометрии эксперимента.

Библ. 7 назв.

У Д К  681.3

Я м н ы й В. Е.. Н г у е н  Д а н г  К  у  а н г. Исследование диэлектрической абсорбции кон
денсаторов.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., м ат. и мех., 1985, №  2.

П редлож ена и обоснована м етодика измерения парам етров эквивалентной схемы 
конденсатора, учиты ваю щ ей абсорбцию  диэлектрика. О писана установка и проведены 
исследования наиболее употребляем ы х типов конденсаторов, позволяю щ ие оценивать 
возм ож ную  ош ибку работы  аналоговы х запом инаю щ их устройств, вы званную  диэлектри
ческой абсорбцией накопительного конденсатора.

Библ. 1 назв., ил. 2, табл . 1.

У Д К  539.186

К о м а р о в  А. Ф. Деканалирование ультрарелятивистских электронов в толстых кри
сталлах при аксиальном каналировании.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., мат. 
и мех., 1985, №  2.

На основе реш ения кинетического уравнения типа Ф оккера — П ланка  исследуется 
динам ика движ ения ультрарелятивистских электронов в реж им е аксиального кан алиро
вания. П роведено исследование функции декан алирования в зависимости от типа кри
сталла, энергии частиц, типа кан ал а , угла влета в кристалл и тем пературы  кристалла. 

Библ. 7 назв., ил. 3.

У Д К  621.382.002.621.785.3

Г о р у ш к о В. А., Н и к о л  а е н я А. 3 ., П  и л и п е н к о В. А., С т е р ж  а н о в Н. И., 
Ч и г и р ь  Г. Г. Влияние импульсной оптической обработки на параметры диэлектриче
ских пленок,— Вестн. Б елорусского ун-та. Сер. 1, физ., м ат. и мех., 1985, №  2.

П риводятся результаты  исследований влияния импульсной оптической обработки на 
свойства диэлектрических пленок. П оказано, что оптический отж иг позволяет увеличить 
плотность диэлектрических пленок, улучш ить их стехиометрию  и электрофизические 
свойства, а т ак ж е  состояние границы  р аздела  диэлектрик — полупроводник.

Библ. 3 назв., ил. 2, табл . 4.

У Д К  535.37

М и  к с  ю к Ю. И., Г у л  и с И. М., Г о р б а ц е в и ч  С. К. Двухканальный импульсный 
наносекундный лазерный флуорометр.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., мат. и 
мех., 1985, №  2.

Описан простой, удобны й в эксплуатации флуором етр, использую щий в качестве 
источника возбуж дения импульсный азотный лазер  (7,ген =  337 нм), работаю щ ий в ча 
стотном реж им е и позволяю щ ий с помощью стробоскопической аппаратуры  за  короткое 
врем я регистрировать спектрально-врем енны е характеристики флуоресценции в наносе- 
кундном диапазоне. И спользование «канала сравнения» позволило свести к минимуму 
ошибки, обусловленные медленны ми ф луктуациям и во времени интенсивности лазерного 
излучения.

Библ. 11, ил. 2.

УД К  621.372.8
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Ш а л а х о в с к а я  Г. В.,  Б о й к о в  В.  Н. ,  К р а с о в с к н й  А.  Н. ,  У м р е й к о  Д . С. 
Формирование линий низкотемпературных спектров люминесценции ураниловых соеди
нений.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., мат. и мех., 1985, №  2.

Н а примере кристаллов нитратов и хлоридов хранила в диапазоне тем ператур 
4— 120К экспериментально прослеж иваю тся и анализирую тся различия полуширин и кон
ту ров  флуоресцентных линий, соответствую щ их переходам на подуровни энергии щ и ц3 
иона U O 2. При гелиевых тем пературах  вместе с сужением линий при увеличении коле
бательного квантового числа обнаруж ено постепенное обособление и отделение от линии 
более протяж енного длинноволнового кры ла, интерпретированного к ак  фононное. О б
су ж д ается  влияние несоверш енства кристаллов и резонансного м еж м олекулярного в за 
имодействия на форму линий. Д л я  линии 17573 см-1 в спектре C s U 0 2(N 0 3)3 в ди апазо 
не 4— 50 К  проведено сопоставление сдвига и уш ирения с вы водами теории К ривогла
за  ■— М аккам бера.

Библ. 12 назв., ил. 3, табл . 1.

У Д К  530.145.7,539.182
Л а в р е н о в  А. Н ., Т р  о ф и м е н к о Е. Е. О применении метода преобразования Л а
пласа к возмущенному уравнению Ш редингера для l s -состояния водородоподобного ато
ма.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., м ат. и мех., 1985, №  2.

М етодом преобразования Л ап ласа  найдена поправочная волновая функция в пер
вом  порядке теории возмущ ений по сферически-симметричному оператору возмущ ения 
д л я  1 s -состояния водородоподобных атомов. С ее помощью рассмотрено влияние ко
нечных разм еров ядра  на величину магнитного момента связного лептона в легких 
атом ах.

Библ. 6 назв.

У Д К  681.518.3
Д  е м  ч у  к  М. И., Д е н и с е н к о  В.  Н. ,  И в а н о в  М.  А. ,  С и  л ь н о в  Л . В. Универ
сальная измерительная система для анализа двух случайных потоков импульсов,—
Вест. Белорусского ун-та. Сер. 1., физ., мат. и мех., 1985, №  2.

О писана универсальная система, пригодная для измерения времени прихода им
пульсов или получения до десяти  вы борок амплитуды  сигнала в каж дом  из двух к ан а 
лов. Рассм отрены  основные режимы  работы , среди них — анализ перекрываю щ ихся по
токов импульсов, характерны х, например, для  радиолю минесценции.

Библ. 9 назв., ил. 2, табл, 1.

У Д К  548.0:532.783

А б д у л и н  А.  3. ,  К  о м я к  А.  И. ,  М  у  р а в с к  и й А.  А. ,  М и н ь к о  А. А., Р а ч к е- 
в и ч  В. С. Оптические свойства закрученных нематических слоев.—-Вестн. Белорусского 
ун-та. Сер. 1, физ., мат. и мех., 1985, №  2.

Рассм отрено прохож дение света через ж идкокристаллическую  твист-ячейку с п л а
нарно ориентированным нематическим ж идким  кристаллом. П роанализировано влияние 
азим ута  поляризации и длины волны падаю щ его света, а так ж е  толщ ины образца и 
концентрации хиральной добавки  на контрастны е характеристики ячейки. П редлож ены  
методы  оптимизации парам етров ж идкокристаллических твист-ячеек.

Библ. 10 назв., ил. 2.

У Д К  532.22:519.6

П о л е в и к о в  В. К.,  Д е н и с е н к о  В. М. Численное исследование равновесных форм 
капли, вращающейся в гравитационном поле.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., 
мат. и мех., 1985, №  2.

Численно решена осесимметричная зад ач а  о равновесны х ф орм ах капли жидкости, 
помещ енной на вращ аю щ ую ся плоскость в поле сил тяж ести . Д л я  реш ения задачи при
менен новый итерационно-разностный подход. Угол смачивания а  варьировался от 20° 
д о  170°, число Бонда Во изменялось в диапазоне О ^ В о ^ Ю 4. И зучено влияние осесим
метричных возмущ ений на устойчивость равновесия. П остроена эмпирическая формула 
зависим ости безразмерной критической скорости вращ ения от безразм ерного объема 
В о 3/2 и угла а.

Библ. 6 назв., ил. 2, табл. 1.

У Д К  62-50:519.2

М а л ю г и н  В. И. Об оценивании плотности вероятностей случайных векторов с суще
ственно зависимыми компонентами.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., мат. и 
мех., 1985, №  2.

П ри использовании оценки Р озен блатта  — П арзена с гауссовским ядром  для оце
нивания плотности вероятностей случайных векторов с сущ ественно зависимыми ком 

У Д К  535.37
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понентами по вы борке ограниченного объем а возникает проблема вы бора ковариацион
ной матрицы  ядра . В работе исследую тся оценка плотности с фиксированным ядром, 
а так ж е  м одиф ицированная оценка, использую щ ая в качестве ковариационной матрицы 
ядр а  и коэфф ициентов разм ы тости специально построенные статистики. Д л я  этих оце
нок получены асимптотические разлож ения двух  мер точности. П оказано , что исполь
зование модиф ицированной оценки предпочтительнее.

Библ. 7 назв.

У Д К  519.10

Г а б а с о в  Р. ,  К и р и л л о в а  Ф.  М. ,  К о с т ю к о в а  О. И. Алгоритм решения линей
ной экстремальной задачи с континуумом ограничений.— Вестн. Белорусского ун-та. 
Сер. 1, физ., мат. и мех., 1985, №  2.

Д л я  реш ения линейной задачи  строится алгоритм поиска конечномерного оптим аль
ного плана, удовлетворяю щ его континуум у ограничений, заданны х с помощ ью  линейных 
стационарны х диф ф еренциальны х уравнений.

Библ. 1 назв.

У Д К  517.948.32

3  а б е л л  о И. Н. О разрешимости системы интегральных уравнений с логарифмиче
ским ядром и постоянными коэффициентами.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., 
м ат. и мех., 1985, №  2.

Получены  необходимые и достаточны е условия разреш им ости и сущ ествования 
единственного реш ения д л я  системы интегральны х уравнений с логарифмическим ядром 
и постоянными коэф ф ициентам и в случае, когда м атрица (А — В ) ~ 1 имеет простую 
структуру.

Библ. 4 назв.

У Д К  519.1

В а л ь к  М. Обобщенные потоки и надояжения на графах.— Вестн. Белорусского ун-та. 
Сер. 1, физ., мат.- 1985^-ife-2r"

И сследуется структура  пространств обобщ енных потоков и напряж ений в банахо
вых пространствах.

Библ. 7 назв.

У Д К  62-50

З а б е л л о  Л . Е. Об управлении показателем Ляпунова в линейных непрерывных не
стационарных системах.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., м ат. и мех., 1985, №  2.

Рассм атривается  за д а ч а  управляем ости  старш им верхним показателем  Л япунова. 
У станавливается связь  м еж д у  решением указанной  задачи  и задачей  полной управляе
мости в дискретной и непрерывной системах. В качестве управления использую тся ди
скретные регуляторы .

Библ. 6 назв.

У Д К  537.311.33

П р о к о ш и н В. И., Ш  е п е л  е в и ч В. Г. Термическая стабильность деформированных 
сплавов висмут — сурьма.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., мат. и мех., 
1985, №  2.

М етодом изохронного отж ига  деф орм ированны х сплавов висмут — сурьма, содер
ж ащ и х  4— 20 ат. % Sb, вы явлено три этап а  восстановления удельного электросопротив
ления. П редполагается , что на первом этапе  происходит отж иг деф ектов типа вакан- 
сионных скоплений, а на втором  и третьем  этап ах  — полигонизационны е и рекристалли- 
зационны е процессы соответственно.

Библ. 5 назв., ил. 1.

У Д К  517 .977

Б у д ь к о  О. Н. Одно достаточное условие сильной положительности второй вариации 
для непрерывной системы с запаздыванием по управлению.— Вестн. Белорусского ун-та. 
Сер. 1, физ., мат. и мех., 1985, №  2.

Получено одно достаточное условие сильной полож ительности второй вариации для 
непрерывной системы с запазды ван ием  по управлению , связанное с разреш имостью  си
стемы м атричны х диф ф еренциальны х уравнений Риккати .

Библ. 5 назв.



У Д К  681.322.06
Ч е р н и к о в  Г. Н., Ш  п а к о в с к и й Г. И. О возмож ности использования перемеш и
вания в зад ач ах  изом орф изм а.— Вести. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., мат. и мех., 
1985, №  2.

Рассм атривается  способ ускорения операции установления изоморф изма двух 
структур топологическими методами при помощи перемеш ивания (хеш ирования). П ри
водится оценка вы игры ш а во времени выполнения для  некоторого класса графов.

Библ. 8 назв.

У Д К  517.925
К е с с и  А. Уравнения с неподвижны ми критическими особыми точками вида со'т  =  
=  К2 т (г ,ы )  и их интегрирование.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., мат., мех., 
1985, №  2.

Н айдены  и проинтегрированы  дифф еренциальны е уравнения вида ш 'т =  Р 2 т(г ,  со), 
где Р гт полином от to степени не больш е 2т  и аналитическая функция от г , решения 
которы х не имеют подвиж ных критических точек.

Библ. 2 назв.

У Д К  519.872
Д у д и н  А. Н. Об одной ненадеж ной системе массового обслуж ивания с изменяемой 
скоростью  входящ его потока.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., мат. и мех., 
1985, №  2.

П олучена производящ ая ф ункция стационарного распределения ненадеж ной систе
мы м ассового обслуж ивания с произвольным распределением времен обслуж ивания и 
ремонта и скоростью  входящ его потока, зависящ ей от исправности прибора.

Библ. 2 назв.

У Д К  519.21

Л  а з а к о в и ч Н. В. Асимптотические разлож ения в интегральных предельных теоре
мах для сумм независимых й-реш етчаты х случайных векторов.— Вестн. Белорусского 
ун-та. Сер. 1, физ., м ат. й мех. 1985, №  2.

Построено асимпотическое разлож ение, исследованы достаточны е условия и оценка 
остаточного члена в интегральной предельной теореме для  сумм независимых /^-решет
чаты х случайных векторов со значениями из R K  

Библ. 4 назв.

У Д К  513.83

Т и м о х о в и ч В. Л . о-М етрики с условием (с К ).— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, 
физ., мат. и мех., 1985, №  2.

Рассм атриваю тся о-метрики с условием (сК) (слабое условие К ош и). П оказы вает
ся, что для  регулярны х пространств наличие о-метрики с (сК) влечет наличие симмет
рию! с (сК ).

Библ. 5 назв.
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