
Un.2 =  - ± r ' 2 i E { U n, i ( S (‘- '”>)}. (П.7)
£=1

И з  вида зависимости  компонент вектора X  следует, что |SC'm)| =
N

=  o f  П s<“' ш), где o f — несмещенная оценка а 2 по выборке А г  В силу
Г=2 _

независимости I  и X ,  учитывая свойства функций от моментов [6], полу
чаем:

 L I oOV-l )/2
£ d S(i- m,l 2 } = o L s jV_ i G + ° ( " - ' ) -  (П -8>

Согласно (4),
£ { ( 6r S<‘'- mW )2} =  E {of}  =  о * +  o i n - 1). (П.9)

С учетом (П .6 ) — (П .9) получаем (8 ). Д л я  д о к а за т ел ь с т в а  (9) продиф 
ференцируем  правую  часть  (8 ) по h  и п ри равн яем  полученное в ы р а ж е 
ние нулю.
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У Д К  519 .10

Р. Г  А Б А С О В ,  Ф. М . К И Р И Л Л О В А ,  О. И. К О С Т Ю К О В А

А Л Г О Р И Т М Р Е ШЕ Н И Я  Л И Н Е Й Н О Й  Э К С Т Р Е МА Л Ь НОЙ З А Д А Ч И  
С КОНТИНУУМОМ ОГ РА Н И Ч Е Н И Й

1. Р ассм о тр и м  з а д ач у

с 'дг-нпах, b*( t )  ^ La '  ( t ) x ^ b *  ( t ) ,
( 1)

/ е Г = [ 0 , /*], d * ^ x ^ . d * ,

где x = x ( J ) ^ R n, / = { 1 ,  2 , . . . , « } ,  a ( t )  — H f  ( t ) ,

f = B f ,  f  (0) =  f 0, f<= R m; b* (/) =  g '  v (t),  v  =  G.}. v, v (0) =  v0,

v  e  R h, b* (t) =  g * ‘ w ( t ) , w  =  G*w, w  (0) =  w0, w  £E R k.

Вектор x,  у довлетворяю щ и й  ограничениям  зад ач и  (1 ) ,  назовем  п л а 
ном. Р еш ен ие  х° з а д а ч и  — оптим альны й план. С убоптим альны м  (е-опти- 
м альны м ) будем н а зы в а т ь  такой план  х8, что с'х°— с'х8^ е .

Совокупность К о п =  {Ton, Jon} , | Топ | ■— | Jon | , из м нож ества  изолиро
ванных точек  Tonc z T  и м нож ества  индексов / опс : /  назовем  опорой з а д а 
чи ( 1), если не вы р о ж д ен а  опорная  м атри ц а  А 0п = А  (Гоп, / 0п) =  
  (aj  (0 > /  £= *^оп\
=  \ ^ Г 0П Г

П а р а  {х, Коп} из п л а н а  и опоры —  опорный план. Опорный план  счи
тается  н евы рож денн ы м , если d * j < C X j < d f , j ^ J 0n, b * { t ) <. a ' ( t ) x <Cb*  ( t ) ,  
t e = T \ r on.

2. П усть  {x, Коп} — начальны й опорный план; no нему подсчитаем
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вектор потенциалов и ' = и ' ( Т оп) = с / ( / оп) ^ ~ 1 и вектор оценок A ' - A ' ( J )  =  
= и ' А ( Т 0а, 7) — с'. С ледуя  [1], доказы ваем  

Критерий оптимальности. Соотношения 
Ду >  0 при ху =  7*у; А,  <  0 при Xj =  d ’ ; Ду = 0  при 7*у< х у< сК , j ^ J H=  
=  7 \ 7 0п; « ( / ) >  0 при a'  (t) x = b *  (t)', и ( ^ ) < 0  при a'  (i) x = b * ( t ) \  u ( t )  =  0 
при b % (t) <  a ' ( t )  х  <1 b* ( t ) , t ^ T oa достаточны, а в случае невырожден
ности и необходимы, для  оптимальности опорного плана {х, К оп}-

3. Обозначим: 7 +  =  {/ е  7н : Д ,- > 0 } ,  J -  =  {/ е  7„ : Ду<  0}, Т +  =  
=  { / е Г оп : и ( / ) > 0}, Г -  =  { / е 7 ' оп: « ( 0 < 0 } .  Число Р (л:, К оп) =

=  ^  д ;  ( +  —  d *o) +  2  Д7 (ху —  d] ) +  2  “ (*) (6* ( 0 — ( 0 * ) +
<е н̂" /S +

+  2  w (0 ( ^ * (0 — a ' ( t )  х)  назовем оценкой субоптимальности опорного

п лан а  {х, К 0п}, ибо справедли в  [1] следующий.
Критерий субоптимальности. П ри лю бом ejSsO д л я  е-оптимальности 

п лана  х  необходимо и достаточно сущ ествование такой  опоры Коп, что
р ( х,  Ко п)  е.

4. П редп олож и м , что при задан н ом  е ^ О  начальны й опорный план 
{х. Коп}  не удовлетворяет  критерию субоптимальности. Построим я-век- 
тор Дх:
Ay.j =  d } — Xj, A x j  =  d tJ —  x }, j  e  7+; Д xy e  [cf*y —  xy, d? —  xy],
/GE7° = 7h\(7 +  U J-У, A y  (J  оп) = A~nl (Дсо (T  on) —  A ( T  on, 7н) Д х ( 7 н)); 
Дсо ( 0  =  д «* (0 ,  < G 7 ’+ ;  Дсо ( 0  =  д со* (0> Д с о ( 0 е [ д со*(0, д <о*(01. 
< е ^ = Т 0П\ ( 7 ^  U 7’- ) ;  Дсо* ( t ) = b * ( t ) - a \ t ) x ,  Дсо^ ) = Ь ^ ) - а ' {t)x.  (2)

На векторе Дх проверим равенства

/ ' (t) Н В ‘ Дх =  0, i =  0, k ( t )  —  l ,  при Дсо* (^) Дсо* (t) =  0, t E z T on, (3)

где k (t) ЕЕ {0 , 1, . . . ,  л ) —-такой индекс, что dL ( a ' ( t )  х  — b ( t ) ) / d t ‘ =  0 , 
i =  0, & (О — 1; dk «> ( а '  (/) х — 6 (t ) ) / dt k (t) ф  0, b (t) =  b* (t),  если Дсо* (t) =  
=  0; b (t) =  b* (/), если Дсо* (£) =  0.

Р ассм отри м  сн а ч а л а  случай, когда равен ства  (3) на векторе (2 ) в ы 
полняю тся. П остроим новый план  х = х + 0 Д х ,  где 0 = m i n { l ,  0 ( К ) ,  

® (to) =  min@ (t),  t<=T]  0  (t) =  Дсо* ( t ) / a r (t) Дх при a ' ( t )  А у >  0; 
0  (t) =  Дсо* (t ) / a ' (0  Дх при a'  (t ) Дх <  0 ; 0  (t) =  iim 0  (т) при a'  (t ) A x =

X—

=  0; 0/0 =  min 0 y, /  e  7 0n; 0 y =  (d? — ху) /Д x y при Д ху >  0; 0 У =  (d*y— 
— Xj ) / Ay j  при Д х у < 0 ;  0,- =  oo при Дху =  0.

Если (1—0 ) Р ( х ,  К о п ) ^ е ,  то х — е-оптимальны й план. Пусть (1 — 
— 0 ) Р ( Х ,  К о п )> Б .  П ри t o ^ T o n  переходим К П. 5, ИСХОДЯ ИЗ {х, Коп}. 
В противном случае  зам еним  опору: Коп-^-Коп- Эту операцию  опишем от
дельно д л я  случаев  а) 0 = 0  (К) < 1  и б) 0 = 0 ;о< 1.

а) Положим Ди'  { Т0П) =  —  a'  ( t0) А~п1 signcz'(^0) Дх,

а0 = — | (1 — 0) а' (̂ о) А у  |, б (7) = Дм' (Гоп) А  ( Т оп, 7 )+
+  a'  (t0) sign a'  (t0) Ах; ^

«о =  «0 +  2  бу(ху- 7 * у) +  2  b j ( y j - d ] ) +
• гО"Ь го—/S7H /SJH

+  2  A u ( t ) ( b * ( t ) —  a ’ { t ) y ) +  2  A u ( t ) ( b * ( t )  —  a ’ ( t ) x ) ,

C=^orT t s T on

где x =  x  +  Дх, 7°+  =  {/ GE 7° : 6,  >  0}, 7 ° -  =  {/ е  J ° : бу <  0}, Г°+ = { t e  

€= Г°п : Ди ( 0  >  0}, 7 ° п : Ди (t) <  0}.
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Если а 0 >  0, то выберем любой индекс s из множеств Т°~,

JT~.  Новую опору Коп =  {Г0П, ^оп} составим из множеств Т оп =  Г оп и t0, 
J оп =  J ou U 1 ССЛИ S / ::: (ЕЕ </н U J н 1 Т 0п ( T o n V J  U о̂> Гоп ^оп' если
s =  ^ e r ° + u n v -

П усть  а 0 <  0. Подсчитаем a{ t ) ,  t G  Г*п =  Г оп\ Т ° п; a j} / s J j  =  
=  о (t) =  — и ( t ) / Au (t) при и ( t ) 'Au (t) <  O', о (t) =  ос при и (t) X
X  Аы ( 0  >  0; ay =  — А; /б,- при АД- <  0; a} =  oo при А Д  >  0. Упорядо
чим числа а ( Д  t ^ T * on, Oj, / е / * ,  по возрастанию: a (i) <  a (2) <  . . .< c r (g).

Найдем ah= a k_ x +  | Au( t ) (b*( t )— b# ( t )) |, если a (ft) =  a  (f); a fe =  a ft_ i  +  
+  | 5; (d] — Д ; )  |. если a (fe) =  a Jt k = \ t g.  Пусть k 0 —  такой индекс, что
a*„_i <  0 , a fto> 0 . Опору К оп заменим на К оп= { 7 ’ош J<m} с компонентами Т оп =
=  (^"оп U ^о) J  on ~  J  оп> если a (fco) =  о (* ,) ,  Т оп =  Т оп U J on~J on  U /*» 
если а (*о) =  ау*.

б) Положим Д « ' ( Г оп) =  — е Д - 1 sign Д хЛ, О» =  (О  =  / & / оп\ /о >
0 „ = 1}. б ( / )  =  Дм' (Гоп) Л (Топ, У), «о =  — | (1 — 0 ) Аху01 п найдем^ а 0 
по формуле (4). Если а 0 > 0 , то выберем индекс s из множества T° n U 

У  Ton  U J n +  U / Г  и построим новую опору К 0П= { Т 0П, 7 0В} : Г 0П= Г 0П\ Д
J on =  Jon \  /о при s =  f * е  Го°п+  и г™  ; г оп =  г оп, J on =  (/ оп \  / 0) и /*  при 
s =  /* ЕЕ / ° +  U / Д .  Если а 0 Д  0, то по правилам, описанным д ля  слу
чая  а), найдем индекс £0. Новую опору Коп составим из множеств: Г оп=

J ' o n ' ^ t * ’ Jon J  он' ' '  10’ еСЛИ @(k0) П ( t %),  T QU 7 Д ,  Д п (^on'M /o) U 
если a (*o) =  a ;V

5. Р ассм отри м  теперь случай, когда на векторе Ах (2) равенства  (3) 
не вы полняю тся, либо t0̂ T o„. В ы берем  числа a > 0 ,  / i > 0  (парам етры  
ал го р и тм а)  и построим м нож ество  Та = { / е Г  : а ' ( / ) х е  [&*(/) + a ,  b* ( t ) — 
— a ] } .  М нож ество  Га разобьем  на отрезки [т,-, т>], г = 1 ,  N  таким  обра-

N
зом, чтобы и |Т., х'Ч — Т а, [т., т г'[ П Д ,  v [  =  Q ,  г Д / ,  т г — т£Д / г .  Пусть 

г=1
  Д

состоит из q компонент связности T as, s — 1, q, и T a s =  U [т г. ТЧ>
} = N s—l +  l

N 0 =  0, N q =  TV. Рассмотрим опорную задачу

с'  А х  - >  max, Дсо* (т £) Д а '  (т £) Ах Д  Ам* (т,),
   (5 )

i =  1, У  +  р  +  <7, Д  — х Д  Aх Д  d* — х,

где {т£, t =  N +  1, М +  р} =  Г оп, Тдг_|_р_{_5 =  т Д ,  s =  1, q.
В качестве  начального  п лан а  зад ач и  (5) мож но взять  вектор Д х = 0 ,

в качестве  начальной  опоры — совокупность {/ош /оп}, где 10п = { К - \ -  
+  1, . . . ,  N  -\ -р}.

Пусть {Ах* , {Гоп, ^*п}} —  решение задачи (5). Построим новый опор
ный план {х, Коп} задачи ( 1) : х  =  х  +  0 Ax*, где 0  —  максимально допу
стимый шаг вдоль Ах*, /Соп == {Еоп, /оп}, Поп =  {т£, i е /о п } -  Если р (х,  
К о п)-< £ , то решение задачи ( 1) прекращаем на е-оптимальном плане х.  
В противном случае  или уменьшаем а, /г, или опору К*п заменяем на

опору Коп по правилам п. 4.
6. П редп олож и м , что за  итерацию  {х,  К 0п}-+{х,  Яоп} оценка субопти

м альности  ум еньш илась  незначительно и д л я  псевдоплана  х = х + Д х ,  век
торов потенциалов « ( Г оп) и оцен ок  Д ( / ) ,  построенных по опоре Х0п =  
=  {Г’оп> Гоп}, Ton= { t i ,  1 = 1 ,  р) ,  вы полняю тся  соотношения: 1) d * j < X j <  
< d j ,  / е / о п ;  2) Л = 0 ,  Т ° п = 0 ,  3) {tEET : a ' { t ) x e = [ b * { t ) , b * ( t ) ] } =  Ц _  X

1 = 1 ,  р
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X  т  (tt), где Т  (/;) = [/;, t i +  а,[ либо Т  ( t i ) =  [ t i— a i , t t ] ,  а , > 0 ;  4) К(^-)х|<  
С щ ,  i ' = l ,  р\  6* (t)  —  р2 <  a '  ( t ) х <  6* ( 0  -г  (-Ц, 1G T ,  где | i x >  
> 0 , р 2 > 0 — параметры метода.

Оптимальную опору Коп задачи (1) будем искать в виде Коп =  {ТоП, 
J оп}* Т’оп =  {/? =  ti +  At it i =  1, р}. Д л я  нахождения р  независимых пе
ременных Т°п =  {$*, t = l .  р} составим р  уравнений:

F,  (Т°п) =  « ;п ( tf)  Л - 1 ( 7 0°п, 7 0п) 6 (Т оп) +  flH ( t f ) 7 Н -  b (f t)  =  0, t =  ГГр^ (6 )

Здесь йоп (̂ ) = (ctj (/), j  сзДои), (̂ ) = оу (0» / ^  4 ) >  ̂(К ) — b ( t t ), если 
u ( t i ) >  0 ; b ( f )  =  b ^ ( f t ) ,  если п(7 ;) < 0 ,  г =  1, р.

П усть Топ — решение уравнения (6 ). При достаточно малых P i > 0 ,  
p 2 > 0  псевдоплан х° =  х + А х ° ,  построенный по опоре {Топ, 70п}, будет 
оптимальным планом задачи ( 1).

Если d 2 (a'  (t) х° — b ( t ) ) / d t 2 \ _ о =т^0, 1= 1, р, то матрица (dFt (Ton) / d T on,t—tt
г =  1, р) при Т оп =  Топ имеет вид diag {7Ц °) х° — & (t°),  t =  1, р}, т. е. 
неособая. Поэтому уравнение (6 ) можно решать методом Ньютона, взяв 
в качестве начального приближения опору Т оп.

7. А лгоритм  реш ения зад ач и  (1) описан д л я  ситуации, когда н аряду  
с м атем атической  моделью за д ач и  известен начальны й опорный план. 
Р еш ен ие  зад ач и  (1) в других ситуациях, при которых н а ч а л ь н а я  инфор
м ац и я  о зад ач е  беднее перечисленной, получается  приведенным алго
ритмом после введения первой ф а зы  задачи .
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И . Н. З А Б Е Л Л О

О Р А З Р Е ШИ МО С Т И  СИСТЕМЫ И Н Т Е Г Р А Л Ь Н Ы Х  У Р А В НЕ НИЙ  
С Л О Г А Р И Ф М И Ч Е С К И М  Я Д Р О М  И ПОС Т ОЯ ННЫМИ  

К ОЭ ФФИЦИЕ НТ АМИ

В настоящ ей работе  исследуется  система интегральны х уравнений 
с логариф мическим  ядром

*  Ъ г  Ь

A  j ф ( t ) d t +  В  | ф( t ) d t -\— —  | \n\x — t\q>(t)dt =  f ( x )  (1)
a x  a

на конечном отрезке  вещественной оси в случае, когда А,  В,  С постоян
ные м атри цы  разм ерности  ( п Х п ) .  У равнения  вида (1) ( п = 1 ) ,  имеющие 
обш ирны е прилож ения , изучались в [1— 3]. (И сторию  вопроса и библио
граф и ю  смотрите, например, в [1]).

В данной работе  устан авли ваю тся  необходимые и достаточные усло
вия разреш и м ости  системы уравнени й  (1) в случае, когда d e t ( A —В ) Ф 0 ,  
м атри ц а  (А —В ) ~ 1С имеет простую структуру (м атри ц а  простой струк
туры  с помощ ью  некоторого невы рож денного  п р ео б р азо ван и я  мож ет 
быть приведена к диагональной  форме) и вы пи сы вается  единственное 
реш ение системы. М етод исследован ия  состоит в сведении (1) к системе 
и  сингулярны х интегральны х уравнений и п р и м ы кает  к методам 
С. Г. С ам ко  [2, 3]. П ри дан н ы х  п редполож ен иях  решение системы (1) 
имеет наи более  простой вид, а т а к  к ак  м нож ество  м атри ц  простой струк
туры  яв л яется  всюду плотным во м нож естве  всех м атр и ц  [4], то получен
ные р езультаты  в ряде случаев  могут быть использованы  д л я  прибли
ж енного  реш ения систем вида  ( 1).
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