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ПОКАЗАТЕЛИ РЕШЕНИЙ КВАЗИЛИНЕЙНОЙ СИСТЕМЫ

Наряду с линейной системой
x=A(t)x ,  (1)

где Л (О— непрерывная ограниченная (||Л(0Н^Л4) при t~^ 0 матрица, 
рассмотрим квазилинейную систему

y=A( t)y+f( t ,  у), (2 )
где непрерывное т-возмущение /(/, у) удовлетворяет условию

IIf(t, у2) IK!V max(III/!II1 ״1־ , Цг/2111 ״1־ ) IIг/1—1/211,
\\у\\<Н, 1^0 ,  т > 1 . (3)

Пусть показатели . . ^ а -системы (1) отрицательны. В слу ״
чае постоянной матрицы A ( t ) = A  А. А. Шестаковым в [1 , с. 267] изучена 
структура множества 2  показателей нетривиальных решений системы 
(2 ), выходящих в момент t = 0 из любой достаточно малой окрестности 
начала координат у = 0. Для правильной системы (1) при дополнитель- 
ных предположениях на показатели системы ( 1 ) и т-возмущение /(?, у) 
аналогичный [1] результат получен в [2]. В работе [3] построены оценки 
решений системы (2) — (3). Цель настоящей работы — изучить структу- 
ру множества 2  в общем случае системы ( 1 ).

Пусть X (?) = (Xij(t) ) — нормальная упорядоченная фундаментальная 
система решений системы ( 1 ), показатели столбцов которой л! <7 

. .<Ър соответственно кратности п!, П2, . . . , пр, «1+ « 2+• ■ ■пр = п. 
Положим Q =  (Я1, Х2, . . • , 7,р}. Пусть б; — показатель t-й строки матрицы 
А1־ (?) =  (xij(t)), тогда коэффициент неправильности Д. М. Гробмана 
аг [4] вычисляется по формуле аг =  max {аг +  8,}. Обозначим у\У] =

1 < 1  п

=  Ш п-|1־ п||г/(0 1 |•

Лемма 1. Если выполнено условие
(4)(т— 1 ) а +״ а г  < 0 ,

то 2 ^Q .
Д о к а з а т е л ь с т в о .  По теореме Д. М. Гробмана [4] при выполне- 

нии условия (4) существует достаточно малая окрестность начала ко- 
ординат ||у||<:/1, 11< Н , что все решения y = y{t) системы (2 ), выходящие 
в момент ? =  0 из этой окрестности (||г/(0 ) ||1 />  -неограниченно продол ,(־
жимы вправо и удовлетворяют условию

Пусть г/ =  г/0(0 , ІІУо(0)||< /г , любое нетривиальное решение системы 
(2). На основании принципа линейного включения [5] г/ = г/0(0 является 
решением некоторой линейной системы

y=A(t)y+Q(t)y ,  ||Q(0 1КЛП|г/о(0 И™5) .0 ,1־ )

Так как то для любого е > 0  справедлива оценка

||t/о(?) ||^Дее<а״+е)г, ?6) .0־־כ)
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Обозначим ( т —1)а״ + аг  = —Y> Y>0, и пусть 8 > 0  столь мало, что 
—е! = е ( т —1 ) —■у < 0 .

В силу неравенства (6) норма матрицы возмущения Q(t) удовлетво- 
ряет оценке

|| Q(0 || <  ND?~l е{т- 1){ап+г)1 =  Л^-<״г+ч)', t >  0.
Применяя теорему Богданова — Гробмана [4, 6], получаем, что показа- 
тели систем (1) и (5) совпадают, и, следовательно, х[Уо(0]^^• Лемма 
доказана.

Следствие. Если система (1) правильна, то E = Q, причем в любой до- 
статочно малой окрестности начала координат многообразие начальных 
данных у ( 0) тех решений y = y{t), для которых выполнено неравенство 

/=  1 , . . . ,  р, имеет размерность П1+ ״2 + - • ■+Щ.
Доказательство следствия вытекает из доказанной леммы и теоремы 

А. А. Шестакова [1, с. 267] и применения свойства обобщенной приводи- 
мости правильной системы.

При доказательстве теоремы будет использоваться следующая оче- 
видно доказываемая

Лемма 2 . Пусть дана система
а д х !+ .. .+ а }пхп-\-^(хи . . . ,  хп) =0, /=  1, . . . ,  р, ps^n,  (7) 

и пусть выполнены следующие условия:
1 ) функции <pj- вместе с определены и непрерывны в некоторой

окрестности нуля \\x\\<Zh, 1 = 1, , п\ / =  1 , . . .  , р\
2 ) |<рД*1, . . . ,  х п) | г^А||*1Г, т >  1 , ||х ||< /1, /=  1 ........р;
3) один из миноров p-то порядка матрицы коэффициентов (ац) от- 

личен от нуля.
Тогда в любой достаточно малой окрестности нуля множество реше- 

ний системы (7) образует многообразие размерности (п—р ).
Теорема. Если т ^ 2  и выполнено условие (4), то S = Q, причем в лю- 

бой достаточно малой окрестности начала координат многообразие на- 
чальных условий г/(0) — colon(г/1 (0 ), . . . ,  уп(0)) тех решений y=y(t ) ,  
для которых выполнено неравенство 1=1, . . . ,  р, имеет размер-
ность п!+« 2+• • ■-{-пи

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть y = y(t) —colon(yi(t), . . . ,  yn{t) ) — лю- 
бое нетривиальное решение системы (2). Тогда по интегральной форму- 
ле Коши справедливо представление

t
y(t) =  X(t) Х - \ 0 )  у(0) +  f X(t)X-\r)f[x,  у{х)) dx

1Ji{t) =  2  *.7(0 Cj +  2  *7(0 1 2 Ы(Т)־»*  Т- y(T)l dx, (8)
;=1 /=1 0 k = l

где colon (ci, . . . ,  c״ ) =  А 0 ־1( )г/(0), A0) 1־ ) =  (ai;•), c, =  anyx (0) - f . . . +  
-\-а;тУп (0), / =  1, . . . ,  n. Обозначим Sjh ( t )  = xjk { t ) fh [ t ,  y ( t ) ] .  Тогда (8) 
можно переписать в виде (см. [6])

" 1 +  • • • + п р —  1 п  t

yAt) =  2  *7(0 [cj+  2 f s^ ( T) dT] —
/=  1 ' k=\ 0

n n <X tl

— 2  *7(0 2 . 1  sj/־(t ) *  +  2  *7(0 \ci +
i = n + • • . ־14   l k = l  t  І = П \4 1  +  1— ־ • • • ־ד־מק

n  t

+  2  i S;*(T)^T] — ^ 1 ( 0  4 0 + ־ •52(  S3( )̂. (9)•
fc=l 0
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Несобственные интегралы в представлении (9) сходятся, так как под- 
интегральная функция имеет отрицательный показатель. Действительно,

У [So- ( 0  ] <  1 1 N I xJk (t) III y{t) ||6 > + ;ף״   т а = ״  Ь} +  а} +  ( т  — 1 ) ап <  ог +
+  (т  — 1 ) а 0 > ״ , / =  «! +  . . .  + пр_ 1 +  1.71; k = \ , , п.

Из последнего неравенства имеем

У 1+7 ( 0  ] Sjk(x)dx] <  a} +  8j +  xl II y(t) |lm] <  <+• +  +  (m — 1) a״ +  tfy]  <

<  ar +  (rn — 1 ) a״ +  %[y] <  %\y\ 
и, следовательно, )d+2(0 ]<)dj/]•

Аналогично убеждаемся, что xl>>1 ( 0 ] ^ тах {Ap- 1, 5cM־־Y1}> где Yt —
• некоторое положительное число.

Отсюда в силу леммы 1 и свойства несжимаемости нормальной фун- 
даментальной системы решений следует, что показатель любого решения 
y=y{t)  зависит от показателя функции S3(t) следующим образом:

1) Если начальные данные у ( 0 )  таковы, что хотя бы для одного
/ =  е= {«! -f . . .  +  +  1, . . .  , п} выполняется неравенство

П ос

0 + 2  I sjk(x)dx^O,  то х[г/(0] =  V  
*-1 о

2) Если же справедливы равенства
П ос

о + 2  f sJk(r)dx = °1° ) (י 
*=1 о

то 5с[г/(0]<^р-1.
Покажем, что в любой достаточно малой окрестности начала коорди- 

нат существует (п—пр)— мерное многообразие D! начальных данных 
у ( 0), что выполняются равенства (10).

Систему (10) можно переписать в виде
++/1(0)+.. .+Оіг,г/0)״ )+фі[у1(0), . . .  , г/п(0)] = 0,

/ = П1 +  . • ■ +  Нр-1+1, . . . ,  77, (11)
П ос

где ФДУ1(0) , . . . ,  7/п(0)] =  2  ^ xjk(x)fk[x, г/(т)] dx.
k=1  b

Для системы (11) выполняются условия леммы 2. В самом деле, в си- 
лу неравенства || у  (t) || <  М־ || у (0) || exp {Кр +  е) t), || у  (0) || </7, имеем

| j sJk{x) dx | <  j ן x]k(x) I MTN || у (0) \\m exp {(mXp +  me) t} dx =s Kjk || У (0) ||m,
b  b

/ =  77! +  . . . +  77p_ 1 -f 1.'• • • 1 tt; k =  1, . . .  , 71, и, следовательно, справед- 
лива оценка | ф7-[г/!(0), . . .  , 7 /0 ,״׳|| С || 7/(0)/> |[(״( /= « !+ ..  . +  « р_1 +  1 , п .

Кроме того, так как det А0=+( ־1 (0 , то хотя бы один из миноров 77р-го 
порядка матрицы коэффициентов линейной части системы (11) отличен 
от нуля.

Тогда по лемме 2 в любой достаточно малой окрестности нуля ||г/||<й1 
множество решений системы (11) образует п—пр — 77!+...+71מ_! •—мер- 
ное многообразие D!, т. е. существует /7!+.. .+77р_1 — мерное многообра- 
зие £>! начальных данных (7/1 (0 ), . . . , ״(7/0  )), что для решений y = y(t), 
выходящих в момент времени t = 0 из этого многообразия, справедлива 
оценка %[у(0]<־^р- ь в противном случае (7/(0) *£DU ||7/(0) | |< / 11),
у  [y (0 ]= V

Рассмотрим теперь решение системы (2) y=y(t) ,  7/(0)eZ)1. Для них 
справедливо представление
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И1+ ■ • • + П р _ 2  п  t

v1(t) = 2 * y ( 0  [cj-т 2 j —
0 l־ =־ /1 A 

1—n‘+  ■ ■ • +«p ־״ n ״
7)ф і+2 0^•;( 2־ 1 т  2 х —

24-1—f/ip- • • - 114־=/l ft=l * у24'־—І = п ! +  . .  . - \ - П р

מ סי׳

+  2  1 «лСО dT] = S ! ( 0  +  S2( 0  +  53(0• ( 1 2 >
k =  1 0

Аналогично, как и выше, убеждаемся, что несобственные интегралы
в представлении ( 1 2 ) сходятся и справедливы оценки yv[52(/)]־< y[y(t)],
x[S!(0] = max {А-р-2, у[у]—у2}, у2> 0 , и, следовательно, характеристике- 
ский показатель %[0 ע( ] решения y = y(t), y (0) ^ D 1, зависит от показате-
ля функции 53(0 следующим образом:

1) Если начальные данные у (0) таковы, что хотя бы при одном 
/ е  {«! +  . . .  +  пр- 2 + 1 , . . . ,  П1 +  . .. +  tip—2) выполняется неравенства

П со

С! +  2  f Ф  0, то %[у(()] =  Яр_1.
*=1 о

2) Если же справедливы равенства
П ־х

0  +  2  f 0*(т)^т =  0, / =  «! +  . . .  +  «р- 2  +  1, • • • , «, (13)
&=1 о

то х[у(0 ]< ^ р -2•
Покажем, что, в любой достаточно малой окрестности начала коор- 

динат ||г/ | | < / 1 1  множество решений׳системы (13) образует п!+. . .-\-пр- 2— 
мерное многообразие D 2 < ^ D 1 .

Действительно, система (13) имеет вид

flj1*/1 (0)+ •  • •+й;׳г!г/п(0)+ ф 1[г/1 (0 ), . . . ,  г/0 ״(0)] =  ,
/ =  ̂ 1+• • •+ 2+ 1- מע , . . . ,  п, (14)

где ІФДг/ДО), . . . ,  у 0 ״( )) |< А ||г/(0 \״||(  ||г/(0) ||</г!, г/(0)е=Д!, т ^ г  2, так 
как из представления ( 1 2 ) имеем при т  5 г 2  оценку | |г /( / ) ||^  
^  £)е||г/(0)|| ехр {(Лр_1 +  е)/}, z/(0) e Z ) 1, т  ^  2. Кроме того, так как 
det А0=4 ( ־1 (0 , то хотя бы один из миноров (пр- ! +  пр) -го порядка, окай- 
мляющий отличный от нуля минор Пр-го порядка, не равен нулю.

Тогда в силу леммы 2 существует п!+- • .+ «р-2־мерное многообразие 
D2̂ D 1, ч т о  д л я  показателя решения y = y(t), y ( 0 ) ^ D 2, справедливо не- 
равенство хО р-2• В противном случае (y(0)׳^^[0)/ e D 1, y(0)<£Do), 
х[г/(0 ]=Я׳р-1.

Проведя последовательно ק раз аналогичные построения, закончим 
доказательство теоремы.
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