
=  {t EE E  : Ut Ф  0}. Так как g ( B * ) — f ( x onT), то g '(5 0nT) s^ . f(xonT). П оэто­
му f (xonT) = g  (В°пт) . Решив задачу  (4) алгоритмом 1, мы можем спосо­
бом, описанным выше, получить решение задачи 2.
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И. В. К О М А Р О В С К И Й  

«-ВЗВЕШ ЕН Н ЫЕ ПАРНЫЕ ДЕРЕВЬЯ

Ориентированным /-арным деревом назовем ориентированное дерево
[1], в котором полустепень исхода любой вершины равна 0, 2, . . . ,  t, 
t ^ 2 .  В статье исследуются только такие деревья, поэтому слова «ориен­
тированное» и «Парное» будут опускаться. Вершины с полустепенью ис­
хода, отличной от нуля, назовем внутренними, а с полустепенью исхода, 
равной нулю,— листьями. Л истья при изображении дерева будем обозна­
чать квадратом . Уровень вершины есть длина пути из корня в эту верш и­
ну. Высота дерева — это длина самого длинного пути из корня дерева 
в какой-нибудь лист. М ножество всех деревьев с 1 листьями для фик­
сированного t  обозначим через Dn. Терминологию, относящуюся к д е­
ревьям, будем использовать из [2]. Н а вершинах дерева D„ опреде­
лим рекурсивно функции ра и сга :

1, если х — лист,

и ^Р < х(м ) в противном случае,
i=i

Г Ра (х), если X —■ лист,
ст«(х)  = г

Рк(*) +  в противном случае, 
1=1

где xi, Х2, . . . ,  х г, 2 ^ r ^ . t ,— вершины, в которые заходят дуги из х, а > 0 .  
Значения функций ра и оа в корне дерева (поддерева) Drae D ra будем 
обозначать через ра (А п) и oa(Dm), 0 < Д п ^ . п .

Пусть сг« ( D J  =  a« ( D J  — р« (Dm), 0 <  m  <  n.
Нетрудно видеть, что задачи  минимизации функций оа и Оа на множе­

стве D„ эквивалентны.
Д л я  фиксированного а  назовем оптимальным в D„ дерево D n, для 

которого oa (Dn) минимально.
Н аш ей задачей является нахождение структуры оптимальных деревь­

ев для различных а  и вычисления для них значений функции а«. Эти ре­
зультаты  использовались для оценки числа операций ввода и вывода 
в различных стратегиях совместной обработки файлов [3, 4].

К аж дой дуге дерева D n, заходящ ей в вершину х,  сопоставим значе­
ние ра (х), которое будем назы вать весом этой дуги.

Индукцией по высоте h дерева легко доказы ваю тся следующие 
леммы.
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Лемма 1. Сумма весов всех дуг дерева Dn равна oa (Dn)- 
Лемма 2. Пусть D „ e D n — дерево высоты /г. Тогда

P-a(T)n) — (XhCiJ1 (Xh—iC/Jl 1-f- . . .
h

где ^ й г= /г и — число листьев дерева на уровне /, / = 0 ,  А.
t=0

Внешним путем дерева назовем путь от корня дерева в лист, а его 
ос-взвешенной длиной  — сумму a ,l_1-(- . . . —(— ос—(— 1, где h — уровень листа. 
Д л я  А = 0 a -взвешенную длину единственного внешнего пути положим 
равной 0. Так, если (of/,, dh-1), . . . , (d lt d0) есть внешний путь дерева, то 
в выраж ении для его a -взвешенной длины слагаемому сс* соответствует
дуга (d i+u di),  i = 0, А— 1.

а-Взвешенная длина  внешних путей дерева D n есть сумма а-взвеш ен- 
ных длин всех внешних путей в D n.

Лемма 3. a -Взвеш енная длина внешних путей дерева D n равна сум­
ме весов всех дуг этого дерева и, следовательно, равна oa (Dn ),

Насыщенным  назовем дерево, в котором полустепень исхода любой 
внутренней вершины равна t, за  исключением, быть может, одной, нахо­
дящ ейся на предшествующем максимальному уровне, полустепень исхо­
д а  которой равна s, 2 ^ s ^ . t .

Н асыщ енное дерево, в котором все листья находятся на м аксим аль­
ном и предшествующ ему ему уровнях, является полностью сбалансиро­
ванным насыщенным.

Лемма 4. Высота полностью сбалансированного насыщенного дерева 
из D„ равна [ logtn  ] и число листьев на уровнях [ logtn ] — 1 и flogjraJ 
равно соответственно

, riog.ni 
t  1 — п

t —  1
n t - f o e t n 1

t —  1

Квазилинейным насыщенным  назовем насыщенное дерево, все вну­
тренние вершины которого составляю т цепь.

Лемма 5. Высота квазилинейного насыщенного дерева из Dre равна
' n — 1'

t — 1
Teo зема. В классе Dn оптимальным

 ̂ квазилинейное насыщенное; при —̂ - < a < 0 , 5 ,  n = \ - \ - l ( t — 1),
1 = 0 ,  1, . . . ,  а такж е при с с ^ 0 ,5  — полностью сбалансированное насы ­
щенное. В случае а =  — и n = l - \ - l ( t — 1), 1=0,  1, . . . ,  оптимальными
являю тся все насыщ енные деревья из D„.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Согласно лемме 3, достаточно построить де­
рево с минимальной a -взвешенной длиной внешних путей.

1. 0 < а ^ — . Опишем два вида преобразований дерева. Первое пре­
образование применимо, когда имеются две внутренние вершины, к ко­
торым присоединены только листья. Оно заклю чается в следующем. О бо­
значим уровни этих листьев через M u m ,  М ^ т .  Удалим все г, 
листьев, которые являю тся братьями на уровне т,  в результате чего их 
отец станет листом. Затем  эти листья присоединим к одному из листьев 
на уровне М,  который в результате такой операции станет внутренним. 
О писанная процедура показана на рис. 1. Т акая модификация дерева 
сохраняет число листьев. И спользуя лемму 3, нетрудно вычислить вели­
чину А, на которую изменится длина внешнего пути:

А =  г(1 +  a +  a m_1) +  (1 а  -+-... +  a M_1) — (1 +  a  +  ... +  a m~ 2) —

-  r ( l  +  a  +  ... +  a " )  =  (! -  a M~ m+1) (1 -  ra).
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Поскольку при 0 < а ^ | г - и  М ^ т  величина А неотрицательная,
такое преобразование уменьш ает или оставляет без изменения а-взве- 
шенную длину внешних путей.

Уровень т

— 7--------- Уробень М -  -(□  ■ • • □)-,

- -  Уробень т

Уровень М

Рис. 1. П реобразование дерева при 0 < а г
t

2

Рис. 2. П реобразован ие дерева  при а ^ 0 , 5

Второе преобразование применимо, когда внутренние вершины со­
ставляю т цепь, но дерево еще не является квазилинейным насыщенным. 
Обозначим через М  максимальный уровень дерева, а через т  — уровень 
внутренней вершины, полустепень исхода которой меньше t, /n+2s=cM . 
Пусть число листьев на уровне М  больше 2. В этом случае удаляем  лист 
на уровне М  и присоединяем его к внутренней вершине на уровне т.  Н е­
трудно видеть, что такое преобразование всегда уменьш ает а-взвеш ен- 
ную длину внешних путей. В случае, когда число листьев на уровне М  
равно 2, удаляем  эти листья, в результате чего их отец станет листом, 
и присоединяем один из них к внутренней вершине на уровне т.  Такое 
преобразование не изменяет числа листьев. Теперь

a M_1) —. (1

_ г т-\-\

<х +  ... -I 
1 — аМ-т+1

М - 2 ) — ( 1 + 0  +  ... + 0  
М - 1

1 — a

Очевидно, что при 0 < а ^  —;— и М ^ т - \ - 2  имеем Д > 0 .  Таким образом,
и второе преобразование уменьш ает a -взвешенную длину внешних путей. 

Применяя первое преобразование до тех пор, пока это возможно, 
а затем таким ж е образом — второе преобразование, мы в итоге получим 
единственное квазилинейное насыщенное дерево. Поскольку каж дое пре­
образование уменьш ает или оставляет без изменения a -взвешенную дли­
ну внешних путей, то, как нетрудно видеть, квазилинейное насыщенное 
дерево будет оптимальным.

2. а ^ 0 , 5 .  Д оказательство проводится аналогично случаю 1. Первое 
преобразование показано на рис. 2, где М  и т  — максимум и минимум 
всех уровней, на которых появляю тся листья, М ' ^ т - \ - 2 .  Такое преобра­
зование уменьш ает или не изменяет a -взвешенную длину внешних путей.

Второе преобразование аналогично второму преобразованию  для слу­
чая 1. Оно применимо, когда на уровне rmSLM есть внутренняя вершина, 
полустепень исхода которой меньше t.

М ногократно применяя в надлеж ащ ей последовательности преобра­
зования 1 и 2, получим полностью сбалансированное насыщенное дере­
во, в котором на предпоследнем уровне все листья расположены только 
справа. Поскольку такое дерево единственно, а данные преобразования 
не увеличиваю т a -взвешенную длину внешних путей, результирую щ ее 
дерево будет оптимальным.
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3. t - < a < 0 ,5 ,  n = l + l ( t - l ) ,  1=0,  1, Схема доказательства
следую щая. В начале дерево преобразуем в насыщенное. В нем каж дая  
внутренняя верш ина будет иметь полустепень исхода, равную /. Д алее 
применяем преобразование, показанное на рис. 2, до тех пор, пока это 
возможно.

4. В случае a = - j —, п = ! + / ( / — 1), 1= 0,  1, . . . ,  как  нетрудно видеть,
все дуги имеют вес 1, поскольку для такого п полустепень исхода к а ж ­
дой внутренней вершины равна t. Отсюда, в силу леммы 3, а-взвеш енная 
длина внешних путей равна постоянной величине — числу дуг дерева. 
Теорема доказана.

З а м е ч а н и е .  По существу, доказанная теорема утверж дает отсут­
ствие локального минимума, отличного от глобального в задаче миними­
зации специальной функции на множестве корневых деревьев с ограни­
ченными степенями вершин и фиксированным числом листьев и дает не­
обходимые и достаточные условия оптимальности [5].

Следствие. Пусть D n — оптимальное дерево в классе Dn. Тогда

Oa(Dn) =

(п — q(t — 1))а (/ — ! ) « ( ! — а )

1 — ак ik—i
1 — а

tk — п
t — 1

(1 — а )2

^- <  а  <  0,5

0 < а <

/г/г tk — п
t — 1

/ =  0 ,1 ,... 

а  =  1.

V

д  n =  \ + l { t - \ ) ,  

а > 0 , 5 ,

1Здесь k  =  [log,/г], q =
Схема доказательства следую щ ая. В силу теоремы достаточно рас­

смотреть два вида деревьев (при 0 < а ^ - у -  и при ^ -у -< а < 0 ,5  Д п =

=  ! + / ( / — !) , 1=0 ,  1, . , . ] V  о ^ 0 ,5 ) .  Д ля  таких деревьев, используя

леммы 3, 4 и 5, нетрудно вычислить искомые оценки.
При а =  1 получаем оценку, совпадающую с оценкой в [6], для длины 

внешних путей оптимального дерева.
В заклю чение автор вы раж ает благодарность М. М. К овалеву за  по­

лезное обсуждение результатов.
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