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БЕЛОРУССКОМУ
ГОСУДАРСТВЕННОМУ

УНИВЕРСИТЕТУ

УДК 53:001(476) (092)

Л.М. БАРКОВСКИЙ, ТА. АЛЕКСЕЕВА

АКАДЕМИК Ф.И. ФЕДОРОВ И РАЗВИТИЕ ФИЗИЧЕСКОЙ 
НАУКИ В БЕЛГОСУНИВЕРСИТЕТЕ 

(к 90-летию со дня рождения)
The paper is devoted to the 90lh anniversary of academician F.I. Fedorov, well-known physi

cist-theorist, Professor of the Belarusian State University, Academician and Member of the Presid
ium of Academy of Sciences of the Republic of Belarus, the President of Belarusian Physical Soci
ety.

The data from biography of F.I. Fedorov and the stages of his scientific activities are given in 
the article.

Барковский Леонид Матвеевич -  про
фессор, доктор физико-математических на
ук, заведующий кафедрой теоретической 
физики.

Область научных интересов -  оптика и 
акустика сложных сред. Автор более 150 
публикаций.

Алексеева Татьяна Александровна -  
инженер кафедры теоретической физики.

19 июня 2001 г. исполнилось 90 лет со дня рождения академика Федора 
Ивановича Федорова (1911-1994 гг.) -  известного белорусского физика- 
теоретика, с именем которого неразрывно связаны основные этапы станов
ления и развития физико-математических наук в нашей республике, созда
теле белорусской научной школы по теоретической физике. Сейчас мы все 
более осознаем значение его деятельности в области теоретической физики 
для мировой и отечественной науки.

Академик Ф.И. Федоров, родился 19 июня 1911 г. в деревне Турец Грод
ненской области в семье учителей. Его отец -  известный белорусский писа
тель Янка Мавр. В школьные годы Федор Иванович увлекался радиотехни
кой, в пятнадцать лет смастерил приемник, очень любил читать. Эту лю
бовь к чтению, книгам он пронес через всю свою жизнь. C детства Федор 
Иванович стремился к получению знаний. В 1928 г. он поступил в Белорус
ский государственный университет, где вместо одного обязательного ино
странного языка изучил все три (французский, немецкий, английский), ко
торые тогда преподавались в БГУ, а также посещал занятия, не являющиеся
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обязательными, например химию. Окончив в 1931 г. физико-математичес
кое отделение педагогического факультета Белгосуниверситета, Ф.И. Федо
ров начал свою трудовую деятельность в педагогическом техникуме 
г. Кричева. Кроме физики он преподавал математику, физкулыуру и пение, 
а также работал в одной из городских школ.

C поступления в аспирантуру Ленинградского университета в 1933 г. 
началась научная деятельность Ф.И. Федорова. Федор Иванович считал, что 
ему очень повезло: он, аспирант из Белоруссии, оказался в Ленинграде -  
крупном научном центре страны; его научным руководителем стал выдаю
щийся физик-теоретик с мировым именем В.А. Фок. Это было огромной 
честью и налагало большую ответственность, ибо тогда в стране не было 
человека более авторитетного в области теоретической физики, чем 
В.А. Фок. Период обучения в аспирантуре был труднейшим испытанием 
для Ф.И. Федорова, но исключительная одаренность, огромная работоспо
собность и редкая организованность позволили ему всего за три года овла
деть новейшими идеями и методами теоретической физики. В то время под 
непосредственным влиянием В.А. Фока, а также благодаря той особенной 
доброжелательной атмосфере, которая царила в Ленинграде, сформирова
лись его научный стиль и интересы. Характерной чертой его научного 
творчества стал глубокий подход к изучаемым проблемам теоретической 
физики. В сентябре 1936 г. в Ленинградском университете он защитил кан
дидатскую диссертацию, посвященную электромагнитным взаимодейст
виям элементарных частиц. В своих исследованиях Федор Иванович широ
ко использовал метод функционалов Фока.

После возвращения в Минск в 1936 г. Ф.И. Федоров много сил и энергии 
отдан организации учебного процесса и развертыванию научно-исследова
тельской работы на физико-математическом факультете Белорусского го
сударственного университета. Здесь он продолжил свои исследования по 
применению функционалов Фока в квантовой теории излучения, ив 193 8 г. 
по его инициативе была создана кафедра теоретической физики, которой он 
заведовал до 1962 г.

На долю Ф.И. Федорова выпала и непростая задача восстановления фи
зико-математического факультета после возвращения БГУ из эвакуации в 
освобожденный от фашистов Минск в 1944 г. В это время он был деканом 
физико-математического факультета. Сейчас невозможно представить все 
те трудности, с которыми столкнулся Федор Иванович: погибли многие бе
лорусские ученые, были разрушены корпуса университета, разграблены 
библиотеки и лаборатории. Но факультет быстро восстановился благодаря 
помощи крупнейших научных центров страны и самоотверженному труду 
сотрудников университета.

В тот период Федор Иванович внимательно следил за развитием физики 
и сам активно вел исследования, несмотря на большую загруженность пре
подавательской и административной работой. Он не мыслил своего суще
ствования без постоянного творческого научного поиска. Именно в этот пе
риод расширился круг научных интересов ученого, его внимание привлекли 
вопросы электромагнитной теории света в анизотропных и гиротропных 
средах, а также вопросы крй^іаллоакустики. Он еще в юные годы осознал 
огромное значение теории Максвелла не только для технического развития 
мирового сообщества, но и в воссоздании научной картины мира. При этом 
проявилась характерная черта научной деятельности Федора Ивановича: 
возникшая идея могла занимать его долгие годы, пока не находила своего
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точного воплощения. Так, на протяжении многих лет его интересовали 
проблемы оптики анизотропных сред и универсальных релятивистских 
уравнений. В 1954 г. он блестяще защитил докторскую диссертацию на те
му “Инвариантные методы в оптике анизотропных сред” и стал первым 
доктором физико-математических наук, выросшим в республике.

Научные интересы Ф.И. Федорова были очень широки. Они связаны с 
наиболее фундаментальными вопросами физики -  квантовой теорией поля, 
теорией гравитации, математической физикой, теорией универсальных ре
лятивистских волновых уравнений, кристаллоакустикой, кристаллоопти
кой, теорией элементарных частиц. Три последних Hanpan тения в его ин
терпретации отличаются нестандартностью подхода, оригинальностью ма
тематических идей. Последовательное применение прямых (бескоординат
ных) методов позволило ему получить ряд новых научных результатов в 
каждой из этих областей.

Как мы уже отметили, исследованиям Ф.И. Федорова присуща одна ис
торически глубоко обоснованная черта -  ковариантный подход. Его сущ
ность сводится к последовательному практическому использованию идей 
инвариантности и ковариантности, отражающих на математическом языке 
свойства симметрии изучаемых физических явлений. В основе этого подхо
да лежит специальный математический аппарат, обеспечивающий такую 
формулировку физической теории, при которой отпадает необходимость в 
использовании каких-либо координат и базисов многомерных пространств, 
а следовательно, в разложении по компонентам сложных математических 
величин (векторов, функций, матриц, операторов), применяемых для опи
сания состояний физических систем и их изменений в пространстве и во 
времени. Оказалось, что ценная физическая информация может извлекаться 
из основных уравнений путем последовательного учета и использования 
инвариантных свойств матриц, входящих в эти уравнения.

Благодаря этому основные соотношения теории формулируются в об
щем, унифицированном виде; они приобретают компактную форму, стано
вятся легко обозримыми и удобными для физической интерпретации на 
языке современного функционального анализа. Математические операции, 
преобразования и расчеты, как правило, существенно, а во многих случаях 
радикально упрощаются и сокращаются. Применение этого метода позво
лило рассматривать задачи, решение которых, а в ряде случаев и сама по
становка, оказывались затрудненными при использовании других методов.

Эта концепция имеет очевидные достоинства. Она восходит к известным 
работам Гамильтона, Кэли, Грассмана по некоммутативным алгебрам, ал
гебро-геометрическим исследованиям Ли и знаменитой эрлангенской про
грамме Ф. Клейна. Еще в домаксвелловскую эпоху дифференциальная гео
метрия обходилась без явного введения декартовых координат, оперируя, 
по сути, с тензорами (линейными вектор-функциями) и векторами как раз
новидностями обобщенных чисел. Преимущества такого подхода в физиче
ских задачах отмечал Максвелл в предварительной главе своего трактата 
[1]. Изыскания названных математиков, открывших некоммутативные ал
гебры, вдохновили Максвелла, Шредингера, Дирака, Эйнштейна, Фока, Ян
га и Милса на исследование динамик физических полей и во многом предо
пределили их успех и создание стандартной модели. Ф.И. Федоров стал их 
последователем во второй половине XK ст. В век “групповой эпидемии” 
(“Gruppenpest”, L. Biedenhham) широкого применения методов теории 
групп и полугрупп и связанных с ними динамических аналогий, геометро



1921-2001 Ф изика

динамики, топологических фаз, зонных фотонных кристаллических струк
тур и нетрадиционных структур и материалов, кватернионной квантовой 
механики, открытия роли оператора Штурма-Лиувилля в солитонных ре
шениях все более ясным становится тот факт, что ряд подходов Ф.И. Фе
дорова опережал свое время. Во многих научных центрах осознали их зна
чение и стали шире использовать. Этот вывод подгверждается многочис
ленными ссылками на работы Ф.И. Федорова и его школы и материалами 
ряда международных конференций.

Долгие годы Федор Иванович занимался вопросами математических и 
физических проблем оптики анизотропных сред. Общепризнан, например, 
его определяющий вклад в развитие феноменологической теории оптиче
ской активности в кристаллах. Об этом свидетельствует обзор по оптиче
ской активности американского физика Ж.Л. Лоане [2]. В этом обзоре раз
витие теории оптической активности он делит на три этапа: до Федорова, 
Федоров и после Федорова.

Академик Ф.И. Федоров заложил основы ковариантной теории электро
магнитных и акустических волн в средах, обладающих различными видами 
анизотропии. Ему принадлежит заслуга в создании оптики прозрачных 
магнитных кристаллов. Федоров внес большой вклад и в теорию гиротроп- 
ных (оптически активных) кристаллов. Им найдены ковариантные выраже
ния для тензоров, описывающих гиротропию во всех классах кристаллов.

Существенные результаты были получены и при исследовании отраже
ния и преломления однородных и неоднородных световых волн на границе 
гиротропных кристаллов, при изучении ряда сложных вопросов распро
странения излучения в средах с пространственной дисперсией.

В 1958 г. издана монография Ф.И. Федорова “Оптика анизотропных 
сред”, в которой систематизированы и обобщены основные полученные ре
зультаты. За эту работу в 1976 г. академику Ф.И. Федорову была присужде
на Государственная премия СССР.

Ф.И. Федоров существенно развил ряд важных разделов общей теории 
неоднородных волн, т. е. таких затухающих волн, у которых направление 
фазовой скорости и направление убывания амплитуды не совпадают 
(1955-1956 гг.). Такие волны важны в приложениях элем^омагнитной тео
рии и долгое время оставались малоизученными. Введя вектор рефракции 
т (1952 г.) [3], Ф.И. Федоров существенно упростил решение ряда гранич
ных задач электродинамики и акустики анизотропных сред. В случае неод
нородных волн вектор т -  комплексный. При этом его вещественная и 
мнимая части не параллельны. Первая сохраняет смысл вектора нормаль
ной (фазовой) рефракции, а вторая -  вектора экстинкции. В процессе разви
тия этой теории был установлен ряд фактов принципиального значения. 
Было показано, что, например, в изотропных средах электрический и маг
нитный векторы неоднородной волны всегда поляризованы различно и 
притом в разных плоскостях. Только в случае круговой поляризации плос
кости колебаний векторов электрического и магнитного полей совпадают. 
В фиксированной точке вектор потока энергии неоднородной волны опи
сывает эллиптический конус, направленный в сторону от фазовой нормали. 
Показано, что направление среднего потока энергии зависит от поляриза
ции волны при фиксированной нормали, и установлен ряд других необыч
ных свойств неоднородных волн.

В это же время была развита теория неоднородных волн, возникающих 
при полном отражении на границе прозрачной изотропной среды. Показа
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но, что в общем случае любой поляризации падающей волны средний поток 
энергии неоднородной волны во второй среде направлен под углом к плос
кости падения. По Федорову, следствием этого должно было являться бо
ковое (поперечное) смещение отраженного пучка, приводящее к выходу его 
из плоскости падения. Этот интересный и тонкий оптический эффект при
мерно через 10 лет был обнаружен опытным путем и получил название 
“сдвиг Федорова” -  в 1980 г. он был зарегистрирован в качестве научного 
открытия. В настоящее время теоретическому и экспериментальному изу
чению этого явления посвящено много работ.

Применение вектора рефракции дало возможность детально исследовать 
свойства электромагнитных и упругих волн в различных анизотропных и 
гиротропных средах. C его использованием получены уравнения волновых 
нормалей и поляризации собственных волн и множество других важных ре
зультатов для всех типов симметрии поглощающих, магнитных и гиро
тропных кристаллов.

Ф.И. Федоров внес огромный вклад в изучение свойств собственных 
волн (плоских гармонических волн) в различных линейных средах (про
зрачных и поглощающих, немагнитных и магнитных, биизотропных, хи
ральных, бианизотропных).

Позднее (1965-1966 гг.) ковариантный метод описания был обобщен на 
случай частично поляризованного света с помощью так называемого тензо
ра пучка. Было показано, что вместо параметров Стокса для полной харак
теристики частично поляризованного свыа значительно удобнее использо
вать инварианты тензора пучка [4]. Этот подход позволил чрезвычайно 
просто решить ряд сложных задач по определению поляризационных ха
рактеристик света при ра^^янии, люминесценции и т. д. [5,6].

Для кристаллов любой симметрии Ф.И. Федоров впервые установил 
уравнение особых направлений, вдоль которых могут распространяться 
чисто поперечные волны (1965 г.). Был полностью выяснен вопрос о пове
дении потока энергии упругих волн для всех направлений, включая акусти
ческие оси.

В 1965 г. вышла монография Ф.И. Федорова “Теория упругих волн в 
кристаллах”, в которую вошли полученные результаты. В 1972 г. за работу 
в этой области он был удостоен Государственной премии БССР.

Вместе со своими учениками на кафедре теоретической физики БГУ Фе
дор Иванович занимался разработкой метода эволюционных операто
ров [6, 7]. Это позволило распространить мЬ1ид поверхностных импедансов 
и характеристических матриц теории йзйіропных слоистых сред на различ
ные виды анизотропных, бианизотропных, нелинейных, элек і ̂ ооптичес- 
ких, магнитооптических и других сложных материалов [8]. Разработанные 
операторные методы и полученные общие решения значительно расширили 
возможности теоретического исследования волновых свойств различных 
сложных сред, а также анизотропных элементов различных радиотехниче
ских, оптических и акустических систем [9]. Они также используются для 
разработки новых методов измерения материальных параметров сложных
сред.

Использование ковариантного подхода дало возможность Ф.И. Федоро
ву рассмотреть и некоторые вопросы теории элементарных частиц. Им 
предложена комплексно-векторная параметризация группы Лоренца, при
давшая совершенно иной вид релятивистской кинематике, и метод универ
сальных нелинейных уравнений, разработан общий метод проективных
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операторов в теории взаимодействия элементарных частиц (1958 г.), по
строена теория релятивистских волновых уравнений для частиц с произ
вольными значениями спина и массы, развит общий метод конечных пре
образований геометрической, динамической и квантовой симметрии, дано 
описание всех четырех типов фундаментальных взаимодействий на единой 
математической основе -  с помощью универсальных нелинейных уравне
ний, а также получены другие важные результаты.

Ф.И. Федоров -  автор ряда работ по общей теории относительности. Им 
впервые введена и исследована универсальная матричная форма для линей
ных релятивистских волновых уравнений, которые описывают гравитон -  
гипотетический квант гравитационного поля (1951 г.), показано, что урав
нения гравитации Эйнштейна могут быть сформулированы в виде универ
сальных матричных уравнений первого порядка с квадратичной нелинейно
стью (1968 г.).

В последние годы получены поразительные результаты по фотонной 
проводимости искусственно создаваемых периодических структур (сверх
решеток), для которых оказывается применимой терминология из области 
электронной проводимости естественных кристаллов (фотонные зонные 
структуры, зоны Бриллюэна, сингулярности Ван-Хова и др.). Поведение 
фотонов в средах полностью описывается уравнениями Максвелла для соб
ственных волн. Именно методам и анализу решений максвелловских урав
нений для сложных сред посвящены четыре из шести монографий Ф.И. Фе
дорова. Следовательно, можно ожидать, что имеющиеся наработки ковари- 
антной теории электромагнитных и акустических волн в сложных средах 
будут эффективными в фотонике щелевых ^іРуктур и в других вопросах 
современной оптики, радиофизики, электродинамики.

Научные достижения Ф.И. Федорова общепризнаны как у нас в респуб
лике, так и за рубежом, они принесли ему глубокое уважение и высокий на
учный авторитет в мировом научном сообществе. В обиход современной 
науки вошли такие понятия и процедуры, как федоровский сдвиг, уравне
ния связи Друде-Борна-Федорова, федоровский тензор пучка, нелинейные 
уравнения Федорова, федоровская параметризация группы Лоренца и т. д.

Научное наследие академика Ф.И. Федорова очень богато и многогран
но. Он автор около 350 научных публикаций, в том числе шести крупных 
монографий.

В 1968 г. Ф.И. Федорову было присвоено почетное звание “Заслуженный 
деятель науки БССР”, а в 1978 г. он удостоен звания Героя Социалистиче
ского Труда.

Федор Иванович Федоров создал большую научную школу по теорети
ческой физике. Многие его ученики успешно работают в обозначенных им 
научных направлениях, стали известными учеными и руководителями 
крупных научных коллективов.
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были начаты еще в 1940-е гг. В послевоенный период в связи с интенсив
ным научно-техническим и экономическим развитием таких приоритетных 
для Беларуси отраслей народного хозяйства, как машиностроение, авто
тракторостроение, электроника, энергетика, появилась острая необходи
мость в подготовке специалистов по физике твердого тела и физике полу
проводников. Все это привело к созданию в БГУ в 1957 г. специализиро
ванной кафедры физики твердого тела и полупроводников.

Организатором и первым руководителем кафедры был академик 
АН БССР Н.Н. Сир^.а. В дальнейшем, после создания в 1963 г. Института 
физики твердого тела и полупроводников Академии наук БССР, основные 
исследовательские работы были перенесены в коллективы академии, но, 
следует подчеркнуть, что кафедра физики твердого тела БГУ всегда нахо
дилась и находится на передовых позициях развития науки и ее воспитан
ники являются высококвалифицированными специалистами в области фи
зики твердого тела и физического материаловедения.

В конце 1950-х гг. под руководством Н.Н. Сироты, Н.М. Олехновича, 
А.У. Шелега были выполнены фундаментальные исследования по вопросам 
межатомного взаимодействия и распределения электронных плотностей в 
кристаллах, динамики кристаллической решетки, фазовых превращений, 
выращивания монокристаллов и др.

В 1960-1970-х гг. на кафедре началось изучение влияния пластической 
деформации на механические, физико-химические и электрические свойст
ва металлов, полуметаллов и полупроводников (Н.Ф. Кунин, С.А. Кисля- 
ков, В.И. Прокошин, В.М. Анищик, С.И. Жукова, В.Г. Шепелевич и др.) 
[1,2]. Были установлены закономерности изменения структуры и свойств 
висмута, сурьмы и их сплавов. Одновременно с этим исследовались свойст
ва селена и его сплавов, данные о которых имели прикладное значение для 
создания полупроводниковой аппаратуры (А.В. тттчбаева и др.).

В это же время на кафедре интенсивно велись исследования по разра
ботке физических основ создания ферритов, обладающих спектром элек
трических свойств, строго подчиняемых химическому составу, изменение 
которых коррелировало с замещением одних ионов другими (Н.Н. Сирота, 
М.И. Данилькевич и др.) [3]. Установлена зависимость механических 
свойств широкого класса кристаллов от состава, типа решетки, сил связи, 
дефектности реальных кристаллов и показано, что элетростатическое взаи
модействие является основным фактором, определяющим силы сцепления 
(В.П. Гольцев, М.И. Данилькевич) [4].

В 1960-е гг., как известно, ядерно-физические методы, в частности ион
ная имплантация, были приняты как основные в твердотельной электрони
ке. Вместе с тем довольно скоро стало ясно, что концентрированные потоки 
энергии могут с успехом использоваться для фундаментальных и приклад
ных исследований физики твердого тела. Это потребовало нового подхода к 
пониманию процессов, протекающих при взаимодействии ионов с метал
лами.

Практически весь коллектив кафедры с энтузиазмом включился в рабо
ту. Возникли творческие группы по разработке относительно новых для 
коллектива, исключительно интересных и важных для науки направлений, 
объединяемых в радиационную физику твердого тела. Уже первые работы 
показали существенное влияние радиационного повреждения твердых тел 
на изменение их структуры и фазового состава и, как следствие, заметное 
изменение физико-механических свойств.
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В этот период происходило накопление экспериментальных данных и 
изучение структурно-фазовых превращений при ионной имплантации, раз
работка физических основ взаимодействия ионных пучков с твердым те
лом, были выполнены исследования влияния параметров имплантации на 
физические, химические, электрические свойства твердых тел (Г.А. Гу- 
манский, В.М. Анищик, В.П. Гольцев, С.И. Жукова, В.В. Ходасевич, 
В.В. Углов, В.В. Понарядов, А.Ф. Сыщенко и др.), исследованы процессы 
диффузии и фазообразования в тонких пленках при ионной имплантации 
(Э.М. Шпилевский, Д.П. Горбачевский, Л.В. Баран и др.) [5—20]. При этом 
было установлено, что механические напряжения в облучаемых пленках за
висят от дозы имплантации, типа и энергии внедряемых ионов, места рас
положения максимума концентрации внедренных ионов относительно гра
ницы раздела слоев [21, 22].

Рассмотрены вклады различных механизмов массопереноса, обуслов
ленных ионной имплантацией. Выполненные оценки показывают, что наи
больший вклад в диффузионные потоки при имплантации с разными режи
мами вносит баллистический механизм (70—80 %). Потоки атомов в процес
се имплантации, обусловленные другими механизмами, не столь значи
тельны [23].

Кинетика образования соединений в переходных металлах (ванадий, же
лезо, молибден, вольфрам), имплантированных ионами бора, углерода, азо
та, исследовалась в работах [5, 6], в результате было установлено, что раз
меры нитридных фаз (E-Fe3N, y-Mo2N), образовавшихся в железе и молиб
дене, составляют 30-70 нм, а карбидных (E-Fe3C) -  15-25 нм. В случае мо
либдена наблюдается образование следующего ряда боридов: Mo—»МоВ 
(Mo2B) ;Мо2В5+МоВ2. При имплантации вольфрама была обнаружена сле
дующая схема образования боридов: W-HX-WB-^W2Bs- Д ля ванадия этот 
ряд выглядит таким образом: V—»VB—»VB2.

Интересные результаты получены в работах, выполненных на моно
поликристаллических материалах и тонких пленках [7—9]. Так, при иссле
довании влияния внешних воздействий (радиации, ионной бомбардировки, 
пластической деформации и др.) на структуру и свойства кристаплов вис
мута показано [10-12], что легирование висмута элементами различной хи
мической активности приводит к существенному изменению процесса пол
зучести. При облучении собственными ионами, ионами олова и сурьмы со
противление ползучести имплантированных кристаллов значительно воз
растает. Причем имплантация примесных ионов вызывает гораздо больший 
эффект -  скорость ползучести кристаллов, облученных сурьмой, уменьша
ется более чем в 20 раз [12].

Имплантация ионов углерода в образцы массивного алюминия ведет к 
формированию кристаллических выделений карбида алюминия -  Al4C3, 
причем его образование зафиксировано при дозе облучения 2-10 ион/см 
и энергии ионов 20 кэВ. Увеличение дозы моноимплантации ионов углеро
да с энергией 20 кэВ ведет к уменьшению среднего проективного пробега 
ионов с 65 нм (2- иг ион/см2) до 43 нм (4- IO17 ион/см2), что обусловлено 
дополнительным торможением на ранее имплантированных атомах углеро
да. Слои, которые создаются методом ионной имплантации, обычно имеют 
толщину гораздо меньше 1 мкм и в большинстве случаев в промышленных 
условиях изнашиваются уже на первых этапах работы. В этой связи были 
предприняты усилия по развитию ионно-лучевых методов и возможности
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создания на этой основе новых упрочняющих технологий для промышлен
ного применения.

C начала 1980-х гг. на кафедре стало интенсивно развиваться научно
прикладное направление по модификации ^і^уктуры и свойств твердых тел 
с использованием ионных пучков. На первом этапе были разработаны и 
внедрены в производство методы модифицирования твердых сплавов ион
ными пучками (В.М. Анищик, В.В. Понарядов). Было установлено, что им
плантация ионов бора приводит к увеличению износостойкости инструмен
та, изготовленного из быстрорежущей стали Р6М5, в 2,5-3 раза по сравне
нию с неимплантированной [13-15]. На втором этапе использовался метод, 
основанный на высокоинтенсивной ионной имплантации (при плотностях 
тока до 10 мА/см2) и повышенных температурах, которые значительно 
уменьшают время обработки и позволяют включить механизмы диффузии, 
способствующие проникновению имплантируемой примеси на десятки 
микрометров в глубь мишени. Высокоинтенсивная ионная имплантация об
разцов быстрорежущей стали Р6М5 ионами азота и бора проводилась в ре
жиме моно- и двойной имплантации, модифицированный слой достигал 
толщины от 20 до 40 мкм [16]. Третий этап развития методов модификации 
поверхностных слоев м^юллов, направленный на расширение путей ис
пользования их на практике, связан с увеличением энергии имплантируе
мых ионов. Разработка, создание и ввод в эксплуатацию ускорительного 
комплекса в Объединенном институте ядерных исследований (ОИЯИ, 
г. Дубна) позволяют получать ускоренные ионы практически любой массы 
с энергиями от единиц до несколько сотен МэВ. Пробеги таких ионов дос
тигают сотен микрон. Совместно с сотрудниками лаборатории ядерных ре
акций ОИЯИ было обнаружено исключительно эффективное упрочнение 
металлов и сплавов [17, 18].

Перспективным и относительно новым методом поверхностной моди
фикации инструментальных материалов является использование импульс
ной плазменно-иммерсионной ионной имплантации, который позволяет 
создавать ионные потоки с плотностью до IOu ион/см2, глубина проникно
вения внедряемых атомов при этом достигает десятков микромолей. Эф
фект при использовании этого метода состоит в том, что в результате им
плантации азота в быстрорежущую ^юль при ускоряющем напряжении 
40 кВ с частотой импульсов 800 Гц, температуре образцов 380 0C и дозе об
лучения 8- NVcm2 в поверхностном слое (0,1 мкм) происходит полное 
превращение мартенсита быстрорежущей стали в фазу e-(Fe, M)2+jtN, где 
M=W, Mo, Cr, V, 0ос<1 [19].

В течение последних лет на кафедре физики твердого тела выполнен 
значительный объем исследований по обеспечению надежной и эффектив
ной модификации поверхностных слоев путем создания ионно-плазменных 
покрытий со структурой химических соединений переходных металлов с 
азотом, углеродом, бором двойных (Ti-N, Zr-N, Mo-N) и тройных 
(Ti-Zr-N, Ti-Mo-N и др.) систем, используя предварительную или после
дующую обработку ионным пучком, а также методы совмещения плазмен
ных потоков, содержащих соответственно ионы Ni, Mo, Zr и др. (В.П. Голь
цев, В.В. Ходасевич, В.М. Драко, М.В. Гольцев, В.В. Чаевский, И.А. Соло
духин и др.).

Систематическое изучение комбинированного ионно-плазменного мето
да упрочнения поверхности показало, что в химических соединениях пере
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ходных металлов с азотом в виде тройных систем (Ti-Zr-N, Ti-Cr-N, 
Ti-Mo-N и др.)> полученных методом совмещения плазменных потоков, 
содержащих соответственно ионы титана, хрома, молибдена, в зависимости 
от ионного тока (концентрационный эффект), энергии ионов (активацион
ный эффект) и давления реакционного газа -  азота (стехиометрический эф
фект) формируется поверхностный слой толщиной 5—15 мкм со структурой 
в основном твердого раствора соответствующих нитридов, например 
TiN-ZrN, TiN-CrN, TiN-Mo2N, ZrN-CrN и др. [24-28].

Было также показано, что при обработке высокоэнергетическими иона
ми поверхности материала перед нанесением карбонитридного покрытия 
или после его нанесения произошло заметное увеличение микротвердости. 
В этом случае имплантация ионов бора или аргона с энергиями 75 и 60 кэВ 
повысила твердость на 40 %. Как было установлено, предварительная им
плантация ионами аргона стали У8А приводит к увеличению адгезии осаж
даемых на подложку покрытий металлического Ti и TiN, что связывается с 
изменением условий зарождения и роста покрытий вследствие возникнове
ния неоднородных упругих напряжений. Для покрытия TiN при макси
мальной дозе предварительной имплантации ЫО ион/см величина кри
тической нагрузки отслаивания составляет 11,3 Н, что в два раза выше, чем 
для покрытия, осажденного без предварительной имплантации [29, 30].

Актуальность и практическая ценность ионно-плазменного метода фор
мирования  ̂обильных износо- и коррозионностойких покрытий и значи
тельный вклад сотрудников кафедры в развитие этого направления явились 
основанием для присуждения Государственной премии БССР в области 
науки и техники за 1986 г. профессору кафедры В.П. Гольцеву за работу 
«Разработка и создание новых технологических процессов и оборудования 
для нанесения тонкопленочных покрытий методом ионно-плазменной об
работки и их широкое внедрение в народное хозяйство республики».

Известно, что, например, в процессе внешних воздействий на металлы, 
помимо образования радиационных дефектов, имеют место структурные и 
фазовые изменения. Поскольку эти изменения происходят в неравновесных 
условиях, когда атомная и электронная подсистемы возбуждены, появляет
ся возможность получения материалов с уникальными свойствами. К таким 
задачам следует отнести изучение термодинамически неравновесных про
цессов, лежащих в основе синтеза аморфных или метастабильных структур. 
Основными методами для формирования подобных структур приняты: по
токи концентрированной энергии и сверхбыстрая кристаллизация расплава 
[30, 31]. Исследование характера и особенностей изменений в металлах при 
различных условиях и режимах воздействий, обеспечивающих реализацию 
тех или иных структурно-фазовых состояний, дает возможность прогнози
ровать, а также целенаправленно управлять свойствами материалов.

При исследовании условий синтеза износостойких покрытий на основе 
химических соединений было обнаружено, что сплавы системы Zr-Cr-N, 
содержащие до 36 ат. % Cr, формируются в виде твердого раствора 
Ti1Cr0 tliN, при увеличении содержания Cr до 55 ат. % -  дифракционные 
максимумы размываются и при содержании хрома более 60 ат. % — дифрак
ционные максимумы (200) и (400) полностью исчезают, и материал перехо
дит в рентгеноаморфное состояние. Микротвердость этих структур весьма 
высока и составляет 40 ГПа, что в 2—2,5 раза выше микротвердости моно
нитридов. Сплавы демонстрируют и высокую износом чшкость. И наконец,
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отжиг до температуры 1300 К сохраняет аморфную структуру и механиче
ские свойства на уровне исходных [26, 30]. Процесс амортизации сплава 
Ti-Cr-N объясняется с позиций кластерного механизма.

В дальнейшем для выяснения влияния химической природы импланти
руемых ионов на процесс образования аморфной фазы в м^. аллах исследо
ваны микроструктура и элементный состав пленок сплава Fe-Ni, импланти
рованных различными дозами ионов фосфора. Было установлено, что амор- 
физация сплава достигается при дозе 1,7-1017 ион/см2, соответствующей 
концентрации фосфора 20 ат. %, что близко к его содержанию в точке глу
бокой эвтектики на фазовых диаграммах систем Fe-P и Ni-Р. Предложена 
модель аморфизации, основанная на предположении, что аморфизация воз
можна после достижения необходимой концентрации фосфора, при кото
рой формируется эвтектика, состоящая из дисперсной смеси зерен сплава 
Fe-Ni и фосфида (Fe, Ni)3P. Энергии, выделяемой при торможении ионов в 
такой легкоплавкой системе, достаточно для образования расплавленных 
областей. Происходит закалка аморфной фазы, а ее количество быстро рас
тет при дальнейшем облучении вплоть до полной аморфизации материала.

В аморфных системах существует корреляция ближнего порядка с пара
метрами имплантации. На основе исследований ближнего порядка в систе
мах Fe-B и Fe-B-N, полученных последовательной имплантацией бора и 
азота в пленки железа, обнаружено, что аморфные фазы Fe-B и Fe-B-N ли
бо характеризуются магнитным упорядочением, либо являются парамаг
нитными [32]. Пороговые концентрации бора и азота, необходимые для 
формирования парамагнитных фаз (FeB)n и Fe(B1N)n, составляют =zö ат. % 
бора и =30 ат. % бора и азота в сумме соответственно.

При формировании углеродных (а-С) и композиционных покрытий с до
полнительным легированием углеродного покрытия тугоплавким металлом 
(цирконий, тантал, титан, ниобий, вольфрам) на мишень одновременно на
правлялся поток нейральных атомов и ионов углерода и металла при пода
че отрицательного потенциала смещения до 30 кВ.

C помощью просвечивающей электронной микроскопии установлено, 
что углеродные (а-С) и карбонитридные (а-С, N) покрытия имеют аморф
ную структуру. C увеличением потенциала смещения мишени до 5-20 кВ 
износостойкость покрытия на стали возрастает более чем в 10 раз, коэффи
циент трения не превышает значения 0,1.

Одновременное использование катодно-вакуумной дуги Zr и C позволя
ет формировать a-(C-Zr) покрытие толщиной до 0,2 мкм с содержанием ме
талла до 18 ат. %. Твердость композиционного покрытия при наноинденти- 
ровании 16 1 па, коэффициент трения имеет значение менее 0,1, а износо
стойкость более чем в 2 раза превышает аналогичную характеристику а-С 
покрытия [33].

При исследовании полуметаллов, к числу которых относятся висмут и 
сурьма, установлено, что фольги данных материалов толщиной 20-80 мкм, 
полученные сверхбыстрой кристаллизацией (скорость охлаждения 
> I Oj К/с), имеют микрокристаллическую структуру. В фольгах висмута и в 
его сплавах с сурьмой формируется столбчатая зеренная структура. Сред
ний размер зерна в фольгах висмута и сурьмы равен 30 мкм и 8 мкм соот
ветственно. Легирование полуметаллов элементами II-IV и VI групп пе
риодической системы элементов приводит к уменьшению среднего размера 
зерна до 2-5 мкм.
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Из-за слоистой структуры полуметаллы склонны к образованию тексту
ры. Так, в случае получения тонких пленок при термическом напылении в 
вакууме при малых скоростях pocia формируется энергетически выгодная 
текстура (0001). В быстрозатвердевших фольгах наблюдается четко выра
женная текстура (1012).

Среди всех сплавов полуметаллов наиболее важное научное и практиче
ское значение имеют сплавы висмут-сурьма, содержащие 8-15 ат. % Sb. 
При малых и средних скоростях кристаллизации данных сплавов образует
ся дендритная структура, ухудшающая их кинетические свойства [34]. При 
сверхбыстрой кристаллизации в фольгах наблюдается однородное распре
деление компонентов, что имеет важное практическое значение. Установ
лено, что абсолютное значение дифференциальной термо-эдс быстрозат
вердевших фольг сплава Bi-12 ат. % Sb превосходит компоненты тензора 
дифференциальной термо-эдс монокри^юлла.

Одним из способов изменения физических свойств полуметаллов явля
ется их легирование электрически активными элементами. Впервые было 
установлено, что сера является донором, а германий, индий и галлий — ак
цепторами, цинк и кадмий -  нейтральными легирующими элементами в 
висмуте и сплавах висмут-сурьма, содержащих до 15 ат. % Sb. Также впер
вые установлено, что алюминий, галлий и индий являются акцепторами, а 
цинк и кадмий -  донорами в сурьме [35-37].

Быстрозатвердевшие фольги полуметаллов находятся в неустойчивом 
состоянии. При нагреве происходит изменение структуры и как следствие -  
их свойств. Отжиг фольг висмута, сплавов висмут-сурьма способствует 
протеканию собирательной рекристаллизации.

В бинарных и тройных сплавах на основе полуметаллов, полученных 
сверхбыстрым охлаждением и являющихся пересыщенными твердыми рас
творами, при нагреве происходит их распад. Температура начала распада 
пересыщенного твердого раствора зависит от легирующего элемента и его 
концентрации.

Исследования быстрозатвердевших фольг халькогенидов полум&юллов 
Bi2Te3 и Sb2Te3 показало, что они имеют микрокристаллическую структуру, 
при этом форма зерен не является равноосной. В фольгах Bi2Te3 наблюда
ется текстура (2025), а в фольгах Sb2Te3 — (2025) и (1120). Проведены ис
следования структуры и электрических свойств тройных соединений 
(Bi-Sb)2Te3 в зависимости от условий получения и последующего отжига. В 
результате были определены оптимальный химический состав и условия 
термической обработки быстрозатвердевших фольг с целью их использова
ния в качестве термоэлектрических материалов. Также методом СБЗР по
лучены и исследованы соединения CdSb и InSb [37, 38].

Сурьма и висмут входят в состав инконгруэнтных соединений Bi2Te2, 
Bi2Te, Sb2Te2, Sb2Te, ZnSb, SnSb. Из-за сильного переохлаждения жидкой 
фазы происходит вырождение перитектической реакции, т. е. указанные 
фазы выделяются непосредственно из жидкости [39].

Работы, начатые в 1960-е гг., получили развитие при создании твердо
тельных датчиков на эффекте Холла на основе сплавов полуметаллов 
Bi-Sb и гетероэпитаксиальных структур (В.И. Прокошин, В.М. Анищик, 
В.Г. Шепелевич, В.А. Ярмолович, С.В. Гусакова, И.И. Васильев). Комплекс 
датчиков, включающий тактильные, датчики перемещения, скорости, час
тоты вращения и другие, с успехом используется для адаптации промыш
ленных роботов.
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Теоретические исследования электронного строения твердых тел позво
ляют установить взаимосвязь состава и структуры с физическими свойст
вами материалов и поэтому являются одними из важнейших в физике твер
дого тела. На кафедре с использованием методов зонной теории выполнен 
ряд работ по расчету зонной структуры и физических свойств боридов пе
реходных металлов (В.М. Анищик, Н.Н. Дорожкин) [4С 42]. Впервые ме
тодом JIMTO (линейные МТ-орбитали) были выполнены самосогласован
ные зонные расчеты для диборидов переходных металлов, что позволило 
оценить зарядовый перенос в этих соединениях, рассчитать распределение 
электронной плотности и дать качественную интерпретацию эффектов хи
мического связывания. Было показано, что химическая связь в диборидах 
переходных металлов носит смешанный металлоковалентный характер с 
преобладанием ковалентных связей B-B и заметным вкладом связей Me-B.

Совместно с сотрудниками ИФ 1 1  и ПП Академии наук Беларуси 
(Е.М. Гололобов, Б.В. Новыш) выполнены расчеты структурных амплитуд 
и угловых компонент потенциала электрон-ионного взаимодействия высо
котемпературного сверхпроводника YBa2Cu3O7 [43, 44]. Развита новая ме
тодика расчета матричных элементов электрон-фононного взаимодействия 
в приближении жесткого сдвига электронной плотности [45] и предложена 
интерполяционная схема, позволяющая существенно ускорить процесс их 
вычисления [46, 47].

Вместе с сотрудниками БГУИР рассчитана электронная структура и фи
зические свойства ряда полупроводниковых силицидов, обладающих инте
ресными оптическими характеристиками [48, 49].

Метод JlllCO (линеаризованных присоединенных слэтеровских орбита
лей) обобщен для случая электронной структуры трехмерных идеальных 
твердых тел с любой кристаллической структурой и разработаны компью
терные программы, а также выполнен расчет электронной ^і^уктуры твер
дофазных покрытий (Ti-Zr)N (В.М. Анищик, Н.Н. Дорожкин, Н.Н. Якуто- 
вич) [50].

Дальнейшая работа в области исследования электронного строения твер
дых тел связана с развитием единого подхода к исследованию электронного 
строения идеальных и неидеальных твердых тел с учетом реального про
странственного распределения электронной плотности и потенциала, оди
наково пригодного для трех- и двумерных материалов с произвольной кри
сталлической структурой и сильными электронными корреляциями.
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УДК 535.37

А.Ф. ЧЕРНЯВСКИЙ, В.И. ПОПЕЧИЦ

РАЗВИТИЕ НАУЧНЫХ ИССЛЕДОВАНИЙ 
В ИНСТИТУТЕ ПРИКЛАДНЫХ ФИЗИЧЕСКИХ ПРОБЛЕМ 

им. А.Н. СЕВЧЕНКО БЕЛГОСУНИВЕРСИТЕТА
Data on a history of organization and development of A.N. Sevchenko’s institute of applied 

physical problems of Byelorussian State University are given. The basic results of institute collec
tive research activity are submitted.

Чернявский Александр Федорович -  
академик HAH Беларуси, доктор техниче
ских наук, профессор, директор НИИ НФП 
им. А.Н. Севченко БГУ, заведующий ка
федрой интеллектуальных систем, заслу
женный деятель науки и техники БССР, 
лауреат Государственной премии СССР 
1991 г., Государственной премии БССР 
1986 г., премии Совета Министров СССР 
1984 г. Основное направление научной дея
тельности -  разработка теории, аппаратных 
и программных средств параллельно-кон
вейерной обработки измерительной инфор

мации на основе минимально-избыточной модулярной компьютерной арифметики. Автор 
более 250 научных работ, в том числе 7 монографий.

Попечиц Владимир Иванович — кандидат физико-математических наук, доцент, ученый 
секретарь НИИ ПФП им. А.Н. Севченко. Работает в области молекулярной спектроскопии и 
люминесценции. Автор более 80 научных работ.

Научно-исследовательское учреждение "Институт прикладных физиче
ских проблем им. А.Н. Севченко" Белорусского государственного универ
ситета основан 1 марта 1971 г. на базе проблемной лаборатории полупро
водниковой техники, научно-исследовательских лабораторий ядерной фи
зики и применения атомной энергии, спектроскопии, экспериментальной 
физики и физической электроники, а также научно-исследовательских 
групп других лабораторий БГУ, соответствующих профилю института.

Организаторами и первыми руководителями института были видные бе
лорусские ученые -  Герой Социалистического Труда, заслуженный деятель 
науки БССР, академик АН БССР, ректор Белгосуниверситета, затем первый 
директор института Антон Никифорович Севченко и заслуженный деятель 
науки БССР, академик АН БССР, проректор по научной работе Белгосуни
верситета Леонид Викентьевич Володько. Вдохновенный труд этих замеча
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тельных людей и созданная ими авторитетная школа ученых-физиков опре
делили становление и всестороннее развитие в институте основных направ
лений научных исследований в области физической оптики, спектроскопии 
и люминесценции, физики твердого тела и полупроводников, радиофизики, 
автоматизации научных исследований и электронного приборостроения, 
информатики.

Академик АН БССР А.Н. Севченко был директором института со време
ни его основания -  1 марта 1971 г. до своей кончины -  26 сентября 1978 г. 
Вторым директором института является заслуженный деятель науки и тех
ники БССР, академик HAH Беларуси А.Ф. Чернявский -  с 12 февраля 
1979 г. по настоящее время.

В целях увековечения памяти академика АН БССР А.Н. Севченко поста
новлением Совета Министров БССР от 2 августа 1979 г. № 236 Научно
исследовательскому институту прикладных физических проблем Белгос- 
университета присвоено имя А.Н. Севченко.

Приказом ректора БГУ от 25 октября 1971 г. была утверждена первая 
структура НИИ прикладных физических проблем, созданы первые отделы и 
лаборатории, назначены их руководители:

-  отдел электромагнитных явлений (руководитель -  академик АН БССР, 
профессор А.Н. Севченко) включал 3 лаборатории -  люминесценции (руко
водитель — профессор Д.С. Умрейко), оптики конденсированных сред (про
фессор Л.В. Володько), нелинейной оптики (кандидат физико-математи
ческих наук А.Н. Хапалюк);

-  отдел физики и техники полупроводников (профессор В.Д. Ткачев), 
включавший 4 лаборатории -  оптических свойств полупроводников (кан
дидат физико-математических наук В.М. Ломако), радиационной физики 
полупроводников (кандидат физико-математических наук А.В. Юхневич), 
элионики (доцент Г.А. Гуманский), контактных явлений (профессор 
И.Г. Некрашевич);

-  отдел электронных систем включал 4 лаборатории -  полупроводнико
вой электроники (кандидат физико-математических наук А.Ф. Чернявский), 
элекіронных методов экспериментальной физики (кандидат физико-мате
матических наук И.З. Рутковский), информационно-измерительных систем 
(кандидат технических наук А.В. Нрокуров), электронно-вычислительных 
систем (доцент А.И. Оранский);

-  общеинститутская лаборатория теоретической физики (кандидат физи
ко-математических наук Л.И. Комаров).

На момент открытия в штате института насчитывалось 195 человек (из 
них 2 доктора и 10 кандидатов наук), в 1972 г. -  250 человек (2 доктора, 
13 кандидатов наук).

В 2001 г. в сохшее института находятся 27 лабораторий, тематически 
объединенных в 4 отдела: оптики, физики твердого тела и полупроводни
ков, радиофизики, информатики; а также экспериментальное производство; 
библиотека; ряд других вспомогательных подразделений и служб. Числен
ность Си !рудников составляет 320 человек (из них 15 докторов и 60 канди
датов наук).

Институт является базой Белгосуниверситета для выполнения научно
исследовательских работ, подготовки и повышения квалификации научно
педагогических кадров в области физики, радиофизики, информатики, на
учного приборостроения, электроники, акустики и химической технологии. 
Ежегодно к научно-исследовательской работе, написанию курсовых и ди
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пломных работ, производственной практике привлекаются более 120 сту
дентов и аспирантов БГУ и других вузов республики. В учебном процессе 
каждый год участвуют более 70 сотрудников института.

Основные научные направления:
• исследования в области физики низкотемпературной плазмы;
• изучение воздействия ионизирующих излучений на материалы и при

боры электронной техники и некоторых вопросов физических явлений в 
твердом теле;

•теоретические и экспериментальные исследования в области распро
странения ультразвука в неоднородных средах;

• спек ipocкопия и люминесценция конденсированных систем (включая 
нелинейные явления) и разработка новых принципов создания спектраль
ной аппаратуры;

•теоретические и экспериментальные работы по созданию логических 
элементов и систем, а также синтез на их основе электронно-вычислитель
ных устройств.

За 30 лет сотрудниками института получены Государственная премия 
СССР (1991 г.), три Государственные премии БССР (1974, 1982 и 1986 гг.), 
три Государственные премии Республики Беларусь (1992, 1994, 1998 гг.), 
премия Совета Министров СССР (1984 г.), премия Совета Министров БССР 
(1990 г.), премия Совета Министров Республики Беларусь (1991 г.), три 
премии ЛКСМБ; защищено 35 докторских и 232 кандидатских диссерта
ций; опубликовано более ПО монографий, учебников, учебных пособий, 
справочников и сборников статей, более 14 000 научных ^ютей; получено 
1250 авторских свидетельств на изобретения и патентов; внедрено в произ
водство свыше 1100 разработок. Сотрудники института неоднократно на
граждались медалями ВДНХ и других выставок.

В 1980, 1981, 1983, 1988, 1989 гг. институт занимал первое место и был 
награжден переходящим Красным знаменем в социалистическом соревно
вании среди НИИ системы Минвуза СССР, в 1976, 1978, 1979, 1982, 1986, 
1987 гг. -  награжден Почетными грамотами Минвуза СССР и ЦК профсою
за работников просвещения, высшей школы, научных учреждений.

В институте созданы и работают четыре крупные научные школы в об
ласти оптики, спектроскопии и люминесценции; физики твердого тела и 
полупроводников; радиофизики; информатики.

Оптическую научную школу возглавляют доктора физико-математичес
ких наук, профессора Д.С. Умрейко, А.А. Минько, Е.С. Воропай, А.П. Xa- 
палюк, М.А. Ксенофонтов, Б.Б. Виленчиц. В области оптики, спектроско
пии и люминесценции разработаны методы и средства спек^ально-струк- 
турного анализа различных веществ, материалов и плазмы, на основе кото
рых осуществлен целенаправленный синтез новых неорганических и орга
нических соединений (жидкокристаллические материалы для устройств 
отображения информации и управления, активные и пассивные лазерные 
среды, оптические среды для записи информации, негативные и позитив
ные фоторезисты, материалы цветокодирования и цветопередачи информа
ции, пожаровзрывобезопасные теплоизоляционные полимерные материалы, 
лекарственные препараты радиопротекторного действия, индикаторы для 
анализа биологических жидкостей человека, красители для онкотерапии, 
алмазоподобные пленки и др.). Созданы методы и приборы экспресс-диаг
ностики концентрации, температуры и скорости газовых потоков, пылевых 
и дымовых выбросов; определения содержания тяжелых металлов в раз
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личных средах; дистанционной фотометрии для решения экологических 
проблем; определения содержания радона в воздухе, не имеющие аналогов 
в мире, которые соответствуют Международным правилам и ГОСТам, об
ладают высокой метрологической надежностью. Налажен серийный выпуск 
таких приборов. В результате исследования температурной зависимости 
спектров ураниловых соединений разработана серия люминесцентных не
контактных термодатчиков криогенных температур и создана установка для 
их калибровки.

Сотрудники лаборатории оптики конденсированных сред А.А. Минько, 
В.С. Безбородов, С.Е. Яковенко, А.З. Абдулин, В.А. Коновалов, В.И. Лапа- 
ник, А.А. Муравский, Н.Р. Последович, В.С. Рачкевич, В.В. Ржеусский по
лучили премию CoBtia Министров БССР в 1990 г. за работу "Синтез, физи
ко-химические исследования новых жидкокристаллических материалов. 
Разработка технологий создания жидкокристаллических устройств отобра
жения информации и их практическое применение".

За работу "Разработка физических основ градиентно-оптической диагно
стики газовых и аэрозольных струй (потоков), создание и внедрение изме
рительной аппаратуры для контроля дымовых выбросов в атмосферу про
мышленных производств и технических средств" сотрудникам лаборатории 
люминесценции Д.С. Умрейко, Б.Б. Виленчицу и А.А. Ждановскому при
суждена премия Совета Министров Республики Беларусь за 1991 г.

Заведующему лабораторией спектроскопии Е.С. Воропаю (совместно с 
сотрудниками Белгосуниверситета и Института физики HAH Беларуси) за 
цикл работ "Флуктуации микроструктуры и фотофизика растворов слож
ных органических соединений" присуждена Государственная премия Рес
публики Беларусь в области науки и техники за 1994 г.

Научной школой в области физики твердого тела и полупроводников, 
возглавляемой член-корреспондентом HAH Беларуси, доктором физико-ма
тематических наук, профессором Ф.Ф. Комаровым и доктором физико-ма
тематических наук П.В. Кучинским, разработана теория и созданы методы 
ионно-лучевого легирования полупроводников, металлов и других матери
алов. Создана система сквозного компьютерного моделирования техноло
гий микро- и наноэлектроники. Исследованы процессы дефектообразования 
в кристаллах кремния, арсенида галлия и фосфида индия. Разработаны 
принципы управления антикоррозионными и каталитическими свойствами 
материалов, новые методы получения сверхтвердых и износостойких мате
риалов, новые технологии создания изделий электронной техники с помо
щью ионных пучков. Впервые в мире предложены и реализованы способы 
управления пучками рентгеновских и гамма-квантов, созданы элементы и 
системы оптики жестких квантов. Разработаны технологические процессы 
выращивания крупных синтетических алмазов инструментального и при
борного назначения. Созданы новые изделия на основе природных и синте
тических алмазов для использования в машиностроении и электронной тех
нике.

Заведующий лабораторией элионики Ф.Ф. Комаров в 1998 г. стал лау
реатом Государственной премии Республики Беларусь в области науки и 
техники за цикл работ "Разработка новых методов проектирования и разви
тие физико-технологических основ создания высоких технологий произ
водства конкурентоспособных микроэлек < ̂ онных изделий".

Научной школой в области радиофизики, которую возглавляют акаде
мик HAH Беларуси, доктор технических наук, профессор А.Ф. Чернявский,

21



1921-2001 Ф изика

член-корреспондент HAH Беларуси, доктор технических наук, профессор 
П.Д. Кухарчик, доктора физико-математических наук Б.И. Беляев и 
В.К. Гончаров, на основе изучения взаимодействия СВЧ-излучения с ди
электрическими материалами разработаны новые методы анализа физиче
ских свойств и параметров исследуемых объектов, что позволило создать 
радиоголографические технические средства для бесконтактного измерения 
влажности, массы, плотности, толщины и других характеристик диэлектри
ческих материалов. Изучены процессы образования плазменных потоков 
при воздействии на металлы и другие материалы мощных лазерных им
пульсов различной энергии и длительности. Разработаны методы и созданы 
приборы для обнаружения очагов возгорания лесных пожаров в инфра
красном диапазоне спектра по их собственному тепловому излучению на 
фоне подстилающей поверхности и природных образований. На основе раз
работанных и изготовленных в институте универсальных солнечных озо
нометров введена в действие первая национальная озонометрическая стан
ция. На основании изучения распространения ультразвука в движущихся 
средах созданы ультразвуковые расходомеры жидкости и газа высокой точ
ности, налажен их серийный выпуск.

Проректор по научной работе Белгосуниверситета, академик АН БССР 
Л.В. Володько и заведующий лабораторией микроволновых антенн 
М.А. Вилькоцкий удостоены в 1974 г. Государственной премии БССР в об
ласти науки и техники за разработку новых антенно-фидерных устройств.

Сотрудникам института А.Ф. Чернявскому, М.И. Демчуку, Д.А. Ашки- 
надзе, В.В. Данилевичу, А.К. Якушеву за работу "Разработка и внедрение в 
практику оптико-физических исследований статистических методов вре
менного анализа быстропеременных потоков светового излучения" в 
1986 г. присуждена Государственная премия БССР в области науки и тех
ники.

Заведующий лабораторией лазерной плазмодинамики В.К. Гончаров 
(совместно с сотрудниками Института молекулярной и атомной физики 
HAH Беларуси и Института тепло- и массообмена HAH Беларуси) за цикл 
работ по физике плазмодинамических процессов при лазерно-плазменном 
воздействии на металлы и композиционные материалы в 1992 г.награжден 
Государственной премией Республики Беларусь в области науки и техники.

Научную школу в области информатики возглавляют академик HAH Бе
ларуси, доктор технических наук, профессор А.Ф. Чернявский, доктор тех
нических наук В.В. Ревинский, доктор физико-математических наук 
А.А. Коляда. Этой школой спроектированы, созданы и внедрены в народ
ное хозяйство и учебный процесс новые позиционно-модулярные измери
тельно-вычислительные средства различного назначения; системы контро
ля характеристик газоплазменных потоков в реальном масштабе времени; 
автоматизированная аппаратура для определения пространственных и вре
менных характеристик световых пучков, си^.ьмы технологического кон
троля изделий электронной и оптоэлектронной техники и др. Для оснаще
ния геологических партий республики современными поисковыми средст
вами с характеристиками, соответствующими лучшим мировым образцам, 
разработан, создан и передан в эксплуатацию 960-канальный компьютези- 
рованный телеметрический комплекс сейсморазведки, обеспечивающий 
повышение эффективности поиска нефти, газа и других полезных ископае
мых. Для решения задач клинической дозиметрии разработан и создан из
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мерительный комплекс оперативного мониторинга дозных распределений 
пучков рентгеновского и электронного излучений в воздушной и водной 
средах. Созданы и внедрены в ряде правительственных организаций ком
пьютерные средства защиты информации.

Сотрудники института И.А. Малевич, Б.П. Устинов, В.М. Баранчиков в 
1982 г. удостоены Государственной премии БССР в области науки и техни
ки за разработку спецпроблемы.

За разработку и внедрение в учебный процесс автоматизированных обу
чающих систем на базе ЭВМ А.Ф. Чернявскому, А.М. Мухарскому, 
А.И. Тарнопольскому присуждена премия Сов^ю Министров СССР 1984 г.

Ректор Белгосуниверситета, академик АН БССР А.И. Киселевский и со
трудники института А.Ф. Чернявский, Б.И. Беляев, А.А. Коляда, В.В. Pe- 
винский в 1991 г.удостоены Государственной премии СССР в области нау
ки и техники за работу "Многофункциональные высокопроизводительные 
системы измерений с параллельно-конвейерной структурной организацией 
позиционно-модулярного типа".

В производство и учебный процесс внедрено свыше 1100 разработок, 
среди них: технологические режимы создания антикоррозионных покрытий 
с использованием интенсивной ионно-лучевой обработки материалов и 
осаждаемых покрытий (Ассоциация "Номатех"); прибор для измерения 
дымности выхлопных газов автомобилей (предприятия Министерства тран
спорта и коммуникаций); технология создания жидкокристаллических сме
сей для супертвистовых дисплеев; бы^.. содействующий ЖК-модулятор для 
маски сварщика (СКБ "Немига" НПО "Интеграл"); программно-алгоритми
ческие и аппаратные средства контроля массы, влажности и зольности лис
товых материалов (концерн "Беллесбумпром"); компьютеризированный 
960-канальный телеметрический комплекс сейсморазведки (Минпром РБ, 
ПО "Белгеология"); автоматические средства измерений для определения 
уровня, скорости течения и расхода воды в открытых потоках (ГП "Вод- 
космос"); автоматический измеритель влажности торфа для полевых и ста
ционарных условий (концерн "Белтопгаз"); технологии выращивания моно
кристаллов синтетического алмаза для однокристального и лезвийного ин
струмента (ПыМП "Адамас"); оборудование специального назначения и 
технологический процесс производства изделий из пенополиуретана для 
инвалидной техники и средств реабилитации инвалидов (Министерство со
циальной защиты); аппаратура для мониторинга водных систем и управле
ния поведением рыб (Комитет рыбоохраны Минприроды РБ); комплекс ав
томатизированной дистанционной инфракрасной системы пожарного мо
ниторинга лесных массивов (Министерство чрезвычайных ситуаций РБ); 
автоматический измеритель влажности для технологической линии произ
водства силикатного кирпича (коллективное предприятие "КСВ", г. Моги
лев); измеритель дозных распределений в сечениях пучка ионизирующего 
излучения (НИИ онкологии и медицинской радиологии); автоматизирован
ный лазерный технологический комплекс по обработке алмазов (НпМП 
"Адамас"); вакуумная электропечь с программным управлением (МП "Аг- 
рострой"); установка для контроля динамических параметров мощных тран
зисторов (Йі и  I "Белэкотехника"); установка для получения чистых компо
зиционных керамических материалов с использованием СВЧ-излучения 
(НТП "Имтех").
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В последние годы институт участвует в выполнении заданий ряда рес
публиканских научно-технических программ: "Защита", "Энергосбереже
ние", "Алмазы", "Радиоэкология", "Информатика", "Чрезвычайные ситуа
ции", "Ресурсосбережение", "Ликвидация последствий аварии на Черно
быльской АЭС" и др.

Институт поддерживает тесные связи с рядом научных цензов и фирм 
ближнего и дальнего зарубежья. В 1995 г. была организована и успешно 
работает совместная лаборатория с южнокорейской фирмой “Самсунг”. Для 
освоения научно-технических разработок и производства товаров народно
го потребления с 1993 г. в институте функционирует совместное с Польшей 
предприятие “Беларусполь”. Проводятся научно-исследовательские работы, 
обмен научными результатами с вузами и НИИ России, Германии, СТГГА, 
Дании, Польши, Китая, Югославии, Италии и других стран. Ежегодно 
5-7 сотрудников института выезжают в зарубежные командировки для 
проведения научной работы, на научную ^.южировку, для участия в между
народных конференциях и т. д.

Имеющийся научно-интеллектуальный потенциал, наличие современной 
материально-технической базы позволяют коллективу института на высо
ком научно-техническом уровне решать актуальные научные задачи, с оп
тимизмом смотреть в будущее.
Поступила в редакцию 10.07.2001.

УДК 535.37

Е С. ВОРОПАЙ, И М. ГУЛИС

КАФЕДРА ЛАЗЕРНОЙ ФИЗИКИ И СПЕКТРОСКОПИИ:
ОТ ФУНДАМЕНТАЛЬНЫХ ИССЛЕДОВАНИЙ ДО ПРИКЛАДНЫХ

РАЗРАБОТОК
Revew of research results in molecular spectroscopy, luminescence (spectroscopy of uranyles, 

effects of intermolecular interactions on spectroscopic characteristics of complex molecules, super
sonic jet spectroscopy of large organic molecules and van-der-waals complexes) and nonlinear op
tics (dinamic holography, four-wave mixing) have been done by the Division of Laser Physics and 
Spectroscopy is presented. Applied developments (new chemicals for photodinamic theraphy, ac
tive media for tunable lasers, new types of lasers, instruments for spectroscopy).

Воропай Евгений Семенович — доктор 
физико-математических наук, профессор, 
лауреат Государственной премии Республи
ки Беларусь. Е.С. Воропаем сформировано 
и успешно развивается научное направле
ние по исследованию взаимосвязи спек
трально-люминесцентных характеристик со 
структурными особенностями сложных мо
лекулярных систем и разработке на этой ос
нове молекулярных структур для опреде
ленных приложений, разработке методов и 
аппаратуры для изучения молекулярных 
систем и комплексов. Автор около 280 ра
бот, включая монографию, четыре преприн
та и 38 изобретений.

Гулис Игорь Михайлович — доктор физико-математических наук, профессор кафедры 
лазерной физики и спектроскопии, лауреат Г осударственной премии Республики Беларусь. 
Основные направления исследований -  динамика фотофизических процессов в растворах и 
изолированных ван-дер-ваальсовских комплексах сложных молекул, разработка методов и 
аппаратуры для лазерно-спектроскопических исследований. Является автором более 120 на 
учных публикаций.
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В 1953 г. в Белгосуниверситете была создана кафедра специального 
анализа (ныне кафедра лазерной физики и спектроскопии), на которой вме
сте с другими подразделениями университета (кафедра общей физики, НИИ 
ПФП), а также с Институтом физики HAH Беларуси ведутся исследования в 
области молекулярной спектроскопии, физики лазеров, лазерной спектро
скопии, а также разработки по ряду прикладных направлений. В настоящей 
статье содержится краткий ретроспективный обзор основных результатов 
исследований главным образом последнего десятилетия.

Широкое развитие в Беларуси получили исследования по спектроскопии 
и люминесценции молекулярных конденсированных систем. Под руково
дством А.Н. Севченко в БГУ начались исследования соединений шестива
лентного урана, представляющих практический интерес в связи с развитием 
ядерной энергетики. Активное участие в них приняли Л.В. Володько, 
А.И. Комяк, Д.С. Умрейко. Первые работы по соединениям уранила (U022+) 
были посвящены решению спектрально-структурных задач комплексных 
систем и кристаллов. Применение спектрально-поляризационного метода 
позволило установить природу электронных переходов и направление их 
дипольных моментов в ураниловых комплексах (М.Р. Последович), пре
имущественно лигандный характер верхней заполненной молекулярной ор
битали, интерпретировать тонкую структуру эмиссионных и абсорбцион
ных спектров ураниловых соединений при низких температурах и провести 
систематику электронных состояний в видимой и ультрафиолетовой облас
тях спектра. Выявлено, что возбуждение электронов из валентных состоя
ний приводит к делокализации электронного облака всего уранилового 
комплекса. Результаты исследований электронных и колебательных со
стояний комплексных соединений уранила обобщены в монографии 
Л.В. Володько, А.И. Комяка и Д.С. Умрейко «Ураниловые соединения» 
(1981) [1].

В развитие данного направления в 1980—1990-х гг. установлены корре
ляции между положением полос в спектрах электронного поглощения и 
люминесценции комплексов уранила в растворах и электронно-донорной 
способностью нейтральных лигандов. Полуэмпирическим путем выявлены 
соотношения, связывающие положение первого чисто электронного пере
хода с координационным числом и суммарным донорным числом лигандов, 
входящих в первую координационную сферу иона уранила. Определена 
частота длинноволнового чисто электронного перехода свободного иона 
уранила, когда окружающие его лиганды имеют нулевое значение донорно
го числа. На основании указанных корреляций предложен метод определе
ния состава первой координационной сферы в ураниловых комплексах, на
ходящихся в растворе или крисюлле (А.И. Комяк, А.П. Зажогин) [2].

В 1980-1990-е гг. на кафедре также активно велись исследования влия
ния флуктуаций микроокружения в растворах сложных органических моле
кул на динамику фотофизических процессов (И.М. Гулис, А.И. Комяк, 
С.К. Горбацевич). Работы эти проводились в тесном содружестве с НИИ 
ПФП (Е.С. Воропай, В.А. Гайсенок и др.) и с Институтом физики HAH Бе
ларуси (А.Н. Рубинов, В.И. Томин, Б.А. Бушук). В рамках этого направле
ния были разработаны методы теоретического расчета и экспериментально
го определения функции неоднородного уширения, т. е. распределения 
флуоресцирующих молекул по частотам чисто электронного перехода в 
растворах. C использованием методов кинетической лазерной спектроско
пии установлено, что флуктуационный, динамический характер микро
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структуры растворов сложных молекул существенным образом определяет 
механизмы протекания важнейших фотофизических процессов в молеку
лярных ансамблях. В частности, показано, что перенос энергии электронно
го возбуждения в ансамблях сложных молекул с неоднородным уширением 
уровней приводит к возникновению ряда новых явлений и закономерностей 
[3-5]: длинноволновому сдвигу спектра люминесценции с повышением 
концентрации и мгновенного спектра с течением времени после импульса 
возбуждения; характерным зависимостям анизотропии испускания от час
тоты возбуждения и по спектру люминесценции; качественным различиям 
в законах затухания флуоресценции для разных частот возбуждения и реги
страции; зависимости эффективности переноса донор-акцептор от частоты 
возбуждения; изменениям в спектрах испускания донора при введении ак
цептора и др. Построена теория переноса энергии в молекулярных системах 
с неоднородно уширенными спектрами, адекватно описывающая экспери
ментальные зависимости. Сделано заключение об универсальном характере 
наблюдаемых закономерностей.

Предложена модель раствора сложных молекул, в которой наряду со 
спектральной неоднородностью центров учитывается их гетерогенность по 
вероятностям безызлучательных переходов [6]. Наиболее отчетливо упомя
нутая гетерогенность проявляется для интеркомбинационных переходов 
между возбужденными синглетным и триплетным состояниями. Установ
лено существование ряда неизвестных ранее особенностей в спектрально
кинетических характеристиках замедленного свечения твердых полярных 
растворов органических молекул -  несовпадение спектров замедленной и 
бьюі^ой флуоресценции; зависимость соотношения интенсивностей полос 
бькі^ой, замедленной флуоресценции и фосфоресценции от частоты воз
буждения; несовпадение средних длительностей замедленной флуоресцен
ции и фосфоресценции; зависимость законов затухания замедленных све
чений от частоты возбуждения и по спек ■ ̂ y испускания; резкая неэкспо- 
ненциальность законов затухания; коротковолновое смещение мгновенных 
спектров замедленных свечений со временем.

Показано, что структурная неоднородность молекулярного ансамбля 
существенным образом влияет на протекание фотопротолитических реак
ций в растворах [7]. В результате исследования динамики реакции фотопе
реноса протона с пикосекундным временным разрешением получены пря
мые свидетельства существования сверхбыстрой (нелимитированной транс
ляционной диффузией) стадии реакции. Установлена связь сверхбыстрого 
процесса фотопереноса протона с процессом дипольной релаксации в по
лярных растворителях. Предложена новая теоретическая модель фотопро
толитической реакции, объясняющая наблюдающиеся в эксперименте зако
номерности (зависимость вклада сверхбыстрого процесса в общий выход 
реакции от концентрации донора (акцептора) протонов и температуры, не- 
экспоненциальность затухания флуоресценции исходного продукта, зави
симость выхода реакции от частоты возбуждения).

Исследованы особенности нелинейных фотофизических процессов, обу
словленные спектральной и структурной неоднородностью растворов слож
ных молекул. Выполнен анализ проявлений межмолекулярной ориентаци
онной релаксации при воздействии на раствор интенсивного резонансного 
излучения (Е.С. Воропай и др.) [8]. Показано, что путем вариации интен
сивности накачки за счет изменения времени жизни уровней энергии моле
кулы по отношению ко времени межмолекулярной ориентационной релак
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сации возможно создание условий для реализации целого ряда новых фо
тофизических эффектов. Среди них вынужденная, или ступенчатая, межмо
лекулярная релаксация, в ходе которой сольватная оболочка молекулы 
формируется в течение нескольких актов поглощения—дезактивации. Пред
сказанное явление вынужденной межмолекулярной релаксации обнаружено 
и исследовано экспериментально. Показано, что этот эффект позволяет в 
определенных пределах управлять структурой сольватной оболочки. Уста
новлено, что флуктуации микроструктуры раствора и ориентационная ди
польная релаксация окружения сложной молекулы существенным образом 
влияют на световое тушение флуоресценции растворов сложных молекул, 
обусловленное вынужденными переходами на подуровни основного со
стояния. Проанализирована зависимость изменения эффективности свето
вого тушения и анизотропии испускания от сдвига мгновенного спектра 
люминесценции в процессе релаксации и соотношения между временем 
жизни и временем релаксации. Установлено, что спектрально-поляризаци
онные характеристики люминесценции в условиях светового тушения обу
словлены неоднородным уширением уровней. Экспериментально это про
является во влиянии частоты возбуждения на зависимость степени поляри
зации по спектру люминесценции. Показана перспективность использова
ния светового тушения как для изучения межмолекулярной ориентацион
ной релаксации, так и для управления молекулярной динамикой и парамет
рами неоднородного уширения в растворах молекул.

За цикл работ по исследованию флуктуаций микроструктуры и фотофи
зики молекул красителей в растворах Государственной премии Республики 
Беларусь в области науки и техники за 1994 г. были удостоены Б.А. Бушук, 
Е.С. Воропай, В.А. Гайсенок, И.М. Гулис, А.Н. Рубинов, В.И. Томин.

C 1987 г. на кафедре ведутся исследования в области спектроскопии и 
фотофизики охлажденных в сверхзвуковой струе молекул и ван-дер-вааль- 
совских комплексов (И.М. Гулис, А.И. Комяк, К.А. Саечников) [9]. Такого 
рода исследования важны для понимания механизмов межмолекулярных 
взаимодействий, их спектроскопических проявлений и влияния на фотофи
зические процессы в молекулах и имеют непосредственное отношение к 
перспективным областям технологии -  высокоселективной лазерохимии, 
лазерному разделению изотопов. На кафедре созданы уникальный лазер
ный спектрометр для исследования спектров возбуждения и люминесцен
ции сверххолодных изолированных молекул и комплексов, а также аппара
тура для кинетических исследований с пикосекундным временным разре
шением, базирующаяся на нелинейном методе возбуждения и зондирова
ния. Разработаны методы теоретического анализа спектральных сдвигов 
при формировании комплексов с неполярными лигандами типа атомов 
инертных газов. Предложена модель для описания спектральных сдвигов в 
полярных комплексах, в основе которой лежат введенные представления о 
доминирующей роли дисперсионных взаимодействий в формировании про
странственной структуры комплекса и вытекающей отсюда возможности 
формирования ориентационно-напряженных структур. Исследованы эф
фекты изотопозамещения в вибронных спектрах сверххолодных изолиро
ванных молекул и комплексов [10]. Предложен и обоснован новый меха
низм влияния изотопозамещения на частоты электронных переходов. Ре
зультаты представляют интерес для развития фундаментальных основ и ме
тодов изотопоселективной лазерохимии. Установлена ранее неизвестная 
особенность процесса внутримолекулярного колебательного перераспреде
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ления в изолированных сверххолодных молекулах -  возможность реализа
ции "ступенчатого" перераспределения при возбуждении обертонных коле
бательных состояний верхнего электронного состояния, детально просле
жен механизм влияния межмолекулярных взаимодействий на вероятности 
интеркомбинационных переходов в изолированных комплексах [11].

Фундаментальные исследования, ведущиеся на кафедре, служат основой 
для разработок прикладного значения. Такого рода работы имеют разли
чающуюся в широких пределах "степень готовности" для практического 
использования, начиная от поисковых, с целью отработать новые принципы 
реализации элементов, сред и устройств для потенциальных применений до 
приборов, выполненных на уровне опытных образцов и пригодных для за
пуска в производство.

C 1980-х гг. на кафедре под руководством А.Л. Толстика и А.В. Чалея 
совместно с Институтом физики HAH Беларуси (А.С. Рубанов с сотрудни
ками) ведутся широкие исследования в области нелинейной оптики (обра
щение волнового фронта (ОВФ), динамическая голография, четырехволно
вое взаимодействие, оптическая бистабильность). На их основе выполнен 
цикл работ с целью разработки новых оптических и оптоэлектронных сис
тем и методов оптической обработки информации с использованием нели
нейных оптических элементов с обратной связью, в которых проявляются 
разнообразные эффекты самоорганизации, позволяющие генерировать све
товые поля заданной пространственно-временной структуры [12—14].

Предложен способ и экспериментально реализовано усиление динами
ческих ОВФ-голограмм некогерентной оптической подкачкой. Реализовано 
обращение волнового фронта с одновременным удвоением частоты излуче
ния в сложных органических соединениях. Разработан новый метод управ
ления пропусканием жидкокристаллических (ЖК) элементов, основанный 
на изменении оптической глубины рельефа нематических жидких кристал
лов с помощью элегического поля. Экспериментально реализованы ре
жимы оптической бистабильности и генерации пульсаций интенсивности 
на выходе ЖК-элементов при постоянной входной интенсивности, исследо
ваны пути перехода к режиму оптического хаоса, реализован ряд логиче
ских операций.

Разработаны и созданы новые фоторефрактивные элементы на основе 
легированных кристаллов теллурида кадмия, работающие в ближней 
ИК-области спектра 1-1,5 мкм, включая окно прозрачности волоконной оп
тики, которые могут быть интегрированы в схемы волоконно-оптических 
линий связи, а также использоваться для ограничения мощности ИК-из
лучения с целью защиты сенсоров от активного радиоэлектронного подав
ления. Исследования перестраиваемых ЖК-структур с управляемой ди
фракцией или пропусканием позволили разработать многофункциональный 
стенд для оптической обработки информации. Стенд предназначен для реа
лизации разнообразных аналоговых и цифровых методов преобразования 
оптической информации: пространственной фильтрации изображений, оп
тической бистабильности, генерации регулярных и хаотических пульсаций, 
логических операций. Небольшое число управляющих параметров опто
электронных ЖК-элементов, отсутствие требований к высокой мощности 
лазерного излучения, наглядность и простота регистрации и обработки 
данных эксперимента позволяют рассматривать предлагаемые оптоэлек
тронные элементы как модельные системы обработки оптической инфор
мации, удобные для обучения студентов.
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Под руководством Е.С. Воропая выполнен цикл работ по разработке но
вых материалов для квантовой электроники [15, 16]. Синтезирован ряд но
вых соединений -  полиметиновых красителей и производных дицианоме
тилена, являющихся эффективными активными средами для перестраивае
мых лазеров на диапазон 0,6-1,2 мк, а также пригодных в качестве фото- 
тропных затворов. На основе полиметиновых красителей разработаны эф
фективные композиционные составы, перспективные в качестве активных 
слоев оптических Worm-дисков.

Молекулярные системы, использующиеся как компоненты регистри
рующих сред, а также в лазерной технике и ряде других областей, подвер
жены воздействию излучения различной интенсивности и длительности. 
При плотности мощности порядка десятков и сотен мегаватт на квадратный 
сантиметр ^.ановятся существенными различные нелинейные эффекты, в 
первую очередь двухквантовые. Это предопределило интерес к их изуче
нию. Детальное изучение характеристик двухфотонновозбуждаемой флуо
ресценции было начато Е.С. Воропаем совместно с А.М. Саржевским на 
кафедре общей физики и продолжено в лаборатории спектроскопии НИИ 
ПФП, в том числе в рамках тематик, выполняемых совместно с кафедрой 
лазерной физики и спектроскопии. В результате проведенных исследований 
были разработаны основные положения поляризованной двухфотонновоз
буждаемой флуоресценции; рассчитаны поляризационные характеристики 
двухфотонновозбуждаемой люминесценции для различных моделей; раз
вит метод поляризационных диаграмм Вавилова для двухфотонного возбу
ждения; установлена связь степени поляризации с симметрией молекул; 
экспериментально определены предельные значения степени поляризации 
[17-19].

На основе новых синтезируемых трикарбоцианиновых красителей ве
дется разработка новых препаратов для фотодинамической лазерной тера
пии (Фд 1) онкозаболеваний в окне прозрачности биотканей (Е.С. Воропай, 
М.П. Самцов, А.П. Луговский и сотрудники НИИ OMP им. Н.Н. Александ
рова). В настоящее время метод ФДТ широко используется во многих кли
никах мира. Методика и аппаратура при этом определяются типом фото
сенсибилизаторов. Дальнейшие успехи данного метода связывают с ис
пользованием нового поколения фототерапевтических препаратов непор- 
фиринового ряда, характеризующихся высоким поглощением света в об
ласти “фототерапевтического окна” -  от 650 до 1000 нм. В этой области по
глощение света компонентами биотканей минимально, и глубина проник
новения света в ткань лимитируется в основном рассеянием. Использование 
для фототерапии излучения данного спектрального состава обеспечивает 
глубокое проникновение света в ткани и позволяет использовать метод 
Фд i для лечения не только поверхностных, но и глубокорасположенных 
опухолей. К препаратам такого типа относятся трикарбоцианиновые краси
тели. Проведенные с применением этих соединений исследования показали 
их перспективность для ФДТ. В экспериментах in vitro и in vivo показано, 
что трикарбоцианиновые красители способны избирательно накапливаться 
в опухолевых клетках в мономерной форме, обладают низкой токсично
стью при введении в концентрациях, обеспечивающих фототерапевтиче
ский эффект, достаточно быстро выводятся из организма. В экспериментах 
на культурах клеток показано, что при фотовоздействии достигается более 
чем десятикратное сокращение числа жизнеспособных опухолевых клеток, 
а в опытах на животных достигнута тотальная гибель тканей опухолевых
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узлов на глубине до 20 мм. В настоящее время разворачиваются работы по 
созданию препаратов на их основе и проведению клинических испытаний. 
Ведутся также работы по созданию соответствующей лазерно-терапевти
ческой аппаратуры для использования ее в условиях клиники, а также при
боров для оперативной спектроскопической диагностики локализации и 
распределения фотодинамических препаратов в тканях [20-22].

Разработаны новые методы генерации перестраиваемых по частоте пи
косекундных импульсов света и на их основе созданы лабораторные макеты 
компактных и недорогих лазеров на красителях, генерирующих одиночные 
пикосекундные импульсы при накачке импульсами наносекундного диапа
зона (И.М. Гулис, Е.А. Ермилов) [23]. Лазеры представляют интерес как 
перспективные источники излучения для спектроскопии. Методы базиру
ются на использовании бинарных смесей красителей, реализуются нетра
диционные варианты пассивной модуляции добротности (генерационное 
восстановление потерь в резонаторе, режим спектрального переключения 
генерации в лазерах с распределенной обратной связью).

Экспериментально реализованы простые по конструкции лазеры с 
ВКР-преобразованием и сложением частот в нелинейных крисюллах, рабо
тающие в режиме синхронной накачки (И.М. Гулис, К.А. Саечников). Лазе
ры позволяют получать пикосекундные импульсы на широком наборе дис
кретных частот видимого и ближнего ИК-диапазона, а также непрерывно 
перестраиваемое в пределах до 5 нм излучение в ряде спектральных облас
тей [24].

Используя результаты исследований физических принципов создания 
объемных, включая голографические, изображений, разработан цилиндри
ческий растр, используемый для получения объемных и динамических эф
фектов (И.В. Сташкевич). Каждый элемент растра представляет собой ци
линдрическую линзу, в фокусе которой находится параллаксстереограмма, 
синтезированная на компьютере. Свойства параллаксстереограммы заклю
чаются в том, что наблюдатель видит различные изображения, локализо
ванные в одном и том же месте под разными углами зрения. В результате 
видимое изображение всей стереограммы будет зависеть от положения на
блюдателя и иметь разрешение, равное шагу растра. Указанное свойство 
может быть использовано для создания объемных либо меняющихся при 
движении наблюдателя изображений в визуальной рекламе. Предлагаемая 
разработка предполагает значительное увеличение размеров стереограммы 
за счет замены фоторегистрации компьютерным синтезом изображения с 
получением твердой копии на цветном принтере, что позволяет достичь па
раметров, необходимых для применения в визуальной рекламе. Появляется 
возможность создания новых эффектов -  изменение информации, цвета, 
формы объекта при передвижении наблюдателя относительно рекламного 
щита. Такие растровые элементы позволяют получить эффекты объемного 
и динамического изображения, что будет способствовать расширению ин
формативности и привлекательности визуальной рекламы.

На кафедре в последние годы активно ведутся разработки новых прибо
ров для спектроскопических исследований и спектрального анализа. Осно
вой этих разработок является большой опыт работы сотрудников кафедры в 
области экспериментальной спектроскопии, в частности лазерной спектро
скопии, спектроскопии временного разрешения. Созданные в процессе 
фундаментальных исследований оригинальные спектроскопические уста
новки служат прототипами для приборов, предназначенных для примене-
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ния в научных исследованиях, аналитических приложениях, для контроля 
технологических процессов. Опыт работы в области прецезионных спек
тральных и фотометрических измерений импульсных световых потоков 
обобщен в монографии Е.С. Воропая и П.А. Торпачева [25].

Завершается работа по созданию импульсного спектрофлуорометра, 
обеспечивающего регистрацию предельно слабых (на уровне одиночных 
квантов) световых потоков с произвольным законом затухания и предна
значенного для изучения параметров импульсных световых источников с 
частотой следования IO2-IO5 с-1. Прибор обеспечивает временное разреше
ние 5х10~ш с, возможность работы в широком спектральном диапазоне 
(220-800 нм по возбуждению и 270-800 нм по регистрации), имеет динами
ческий диапазон по фотометрической шкале до IO6. Прибор построен по 
модульно-блочному типу и может быть изготовлен с учетом пожеланий по
требителя, в том числе с возможным использованием функциональных уз
лов аппаратуры заказчика. Программное обеспечение имеет модульную 
структуру, допускает его наращивание и модернизацию и функционирует 
на IBM-совместимых персональных ЭВМ класса Pentium под управлением 
операционной системы Windows 95/98/NT. Оно обеспечивает диалоговую 
настройку программно-технических средств на требуемые режимы работы, 
оперативный контроль за процессом измерений, обработку данных и вос
становление функций затухания в заданных базисах, ведение архива, пре
доставление справочной и обучающей информации.

Разработан многоканальный атомно-эмиссионный спектрометр 
ЭМАС -200Д (М.Н. Коваленко, А.П. Зажогин, А.И. Серафимович). Прибор 
при наличии разработанных методик и эталонных образцов может обеспе
чивать анализ элементного состава (свыше 50 элементов) широкого круга 
веществ и материалов. Разработан ряд модификаций прибора. C помощью 
ЭМАС-200Д можно проводить анализ нелегированных, низколегированных 
и высоколегированных сталей различных типов, меди, алюминия, цинка, 
никеля и сплавов на их основе. В настоящее время ведутся разработки ме
тодик определения элементного состава продуктов питания и сырья для 
пищевой промышленности, природных сред (вода, растворы, почвы, руды, 
минералы), нефтепродуктов, лекарственных и косметических препаратов, 
лаков, красок, пластмасс, биотканей человека, животных и других биообъ
ектов. Особенности ЭМАС-200Д: многоэлементный (до 10 элементов) ана
лиз за одно измерение; отсутствие расходуемых фотоматериалов; полная 
автоматизация обработки и документирования результатов анализа; малое 
время и высокая точность анализа. Основные характеристики прибора: пре
делы обнаружения концентраций 0,00001 %; диапазон измерения концен
траций 0,0001-40 %; погрешность прибора 3-5 отн. %. Модульная конст
рукция ЭМАС-200Д обеспечивает возможность установки дополнительных 
блоков и узлов, модернизации прибора, простоту наладки и обслуживания.

Создан экспериментальный образец и завершается работа по подготовке 
технической документации малогабаритного универсального спектрометра. 
В приборе в качестве фотоприемника используется ПЗС-линейка с 2048 
элементами, что обеспечивает высокую чувствительность и оперативность 
в регистрации спектров (время регистрации от 10 мс до 100 с). Прибор ха
рактеризуется компактностью (200x150x110 мм), высоким для спектромет
ров таких размеров разрешением (лучше 0,25 нм), большим светопропуска
нием (относительное отверстие 1:2). Применение оригинальных схемно
конструктивных решений обеспечивает спектрометру высококонкурентную
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цену, что делает экономически целесообразным его использование как для 
учебных целей (в практикумах по оптике, атомной физике, спекцюскопии, 
люминесценции), так и в исследовательской и аналитической практике. 
Прибор может использоваться в качестве базового модуля для абсорбцион
ного, флуоресцентного спекцюметра, спектрометра комбинационного рас
сеяния и изготавливаться в настольном варианте, а также и в портативном, 
допускающем полевое применение (с автономным питанием и управлением 
от notebook -компьютера).

Среди прикладных разработок последнего времени следует назвать соз
дание метода спектроскопического анализа характеристик нефтепродуктов 
и обеспечивающего его аппаратурную реализацию в виде специализиро
ванного спектрометра ближнего ИК-диапазона [26], а также нового метода 
детектирования малых концентраций флуоресцирующих органических со
единений в присутствии интенсивного фонового сигнала, ориентированно
го на использование в экологическом контроле водных сред и в медико- 
биологи-ческих приложениях [27]. Ведется разработка метода и аппаратуры 
для оперативного контроля технологического процесса производства алма
зоподобных структур с использованием техники комбинационного рассея
ния.
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Биофизика -  наука о физических основах строения и функционирования 
живых систем. Для установления особенностей уникального строения био
систем используется весь набор теоретических и экспериментальных мето
дов физики. В статье приведены научные результаты, полученные сотруд
никами кафедры биофизики физического факультета при применении фи
зических подходов к изучению структуры и свойств клеток в норме и при 
ряде патологий, внутриклеточных структур, включая плазматические мем
браны, биологических полимеров.

Молекулярные механизмы агрегации клеток 
Одним из основных направлений, сформированных почти 20 лет назад, 

является изучение механизмов функционирования компонентов системы 
гемостаза (тромбоцитов и факторов свертывающей сй^іьмы крови). Изуче
ние влияния pH среды, ионной силы, температуры, различных индукторов 
и ингибиторов агрегации на функциональную активность тромбоцитов че
ловека позволило установить важную роль плазматической мембраны 
тромбоцитов в трансдукции агонистрецепторного сигнала и формировании 
межклеточных контактов [1]. Впервые у^.ановлено, что перекись водорода 
как наиболее стабильный тип активных форм кислорода (АФК) является 
функционально значимой сигнальной молекулой, участвующей в регуляции 
агрегационной активности тромбоцитов [2]. Исследования показали, что 
АФК в зависимости от концентрации могут оказывать двойственное дейст
вие: проагрегантное (увеличивают агрегационную активность тромбоцитов) 
и антиагрегантное (ингибируют агрегацию тромбоцитов под действием 
различных индукторов агрегации). Поскольку в организме АФК в доста
точно высоких концентрациях образуюі^я под действием ионизирующей 
радиации, лазерного излучения, токсических соединений, лекарственных 
веществ, а также при воспалительных и других патологических процессах, 
полученные результаты имеют практическое значение для диагностики и 
профилактики заболеваний, связанных с нарушением механизмов тромбо
образования. При исследовании влияния доноров оксида азота на процессы 
агрегации и дезагрегации тромбоцитов важным научным результатом рабо
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ты явилось установление механизма NO-индуцированного регулирования 
внутриклеточной концентрации ионов кальция в тромбоцитах, не связанно
го с активацией гуанилатциклазы; механизма активации NO-синтазы тром
боцитов перекисью водорода и участия NO в активации аденилатциклазы и 
удалении ионов Ca2+ из цитоплазмы тромбоцитов [3]. Совместно с НИИ 
кардиологии исследовано действие нитросульфоэфиров полисахаридов, 
синтезированных в НИИ физико-химических проблем, на свертывающую 
систему крови и на агрегацию тромбоцитов. Показана перспективность 
данных препаратов, сочетающих в себе антиагрегантные и антикоагулянт
ные свойства, для лечения тромботических осложнений различных заболе
ваний [4]. Исследования, проведенные совместно с кафедрой кардиологии 
БелМАПО позволили подобрать условия УЗ-воздействия, позволяющие 
предотвратить опасность развития ретромбозов при разрушении тромбов 
ультразвуком, и явились основой для развития перспективного ультразву
кового метода разрушения тромбов [5, 6]. В настоящее время значительное 
внимание уделяется механизмам дезагрегации тромбоцитов. Впервые пока
зана возможность разрушения тромбоцитарных агрегатов, образованных 
под действием тромбина -  мощного индуктора агрегации. Получены дан
ные, свидетельствующие о том, что при агрегации тромбоцитов, индуциро
ванной тромбином, АДФ, лектином и ультразвуком, образуются межкле
точные контакты, чувствительные к тиоловым реагентам [7, 8].

Разработанные подходы изучения механизмов взаимодействия тромбо
цитов служат основой для развития новых направлений исследования ме
ханизмов агрегации и дезагрегации тромбоцитов и путей разрушения тром
боцитарных агрегатов. Дальнейшая научная работа связана с установлени
ем внутриклеточных механизмов, приводящих к разрушению образованных 
под действием различных индукторов агрегации тромбоцитарных агрега
тов, и управлением этим процессом лекарственными препаратами, а также с 
разработкой новых эффективных лекарственных средств для предупреж
дения и лечения тромбозов.

Биофизические основы фотодинамической терапии
Исследования в области фотодинамической терапии с использованием 

тетрапиррольных соединений проводятся на кафедре биофизики с 1987 г. 
Основное направление работ в данной области связано с установлением 
молекулярных, клеточных и тканевых механизмов регуляции процессов 
распределения порфириновых сенсибилизаторов в организме. C этой целью 
сотрудниками кафедры биофизики совместно с сотрудниками лаборатории 
фотоники молекул ИМАФ HAH Беларуси синтезирован ряд новых фото
сенсибилизаторов (производных хлорина еб) с различными физико-хими
ческими характеристиками и изучены процессы их взаимодействия с мак
ромолекулами, биологическими мембранами, клетками. В экспериментах 
на животных доказана возможность использования данных соединений в 
качестве фотосенсибилизаторов для фотодинамической терапии солидных 
опухолей [9-12].

При исследовании процессов взаимодействия тетрапиррольных пигмен
тов с белками плазмы крови показано, что сенсибилизаторы с различной 
химической структурой проявляют различную специфичность связывания с 
отдельными транспортными белками. В модельных системах, а также в 
эксперименте на животных показано важное значение липопротеинов низ
кой плотности в избирательной доставке неполярных фотосенсибилизато
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ров к опухолевым клеткам и тканям. Впервые установлено участие фор
менных элементов крови в механизмах транспорта порфириновых пигмен
тов в организме [13-16].

Изучена специфичность окрашивания порфиринами иммунокомпетент
ных клеток в норме и при некоторых гематологических заболеваниях. 
Сравнение фотосенсибилизированного повреждения различных субпопуля
ций лимфоцитов показало возможность применения методов фотодинами
ческой терапии для коррекции иммунных процессов в организме [16-19]. 
Доказана высокая бактерицидная активность ряда производных хлорина еб. 
C использованием модельных бактериальных систем изучены механизмы 
повреждения мембран и генетических систем клеток [20]. В дальнейшем 
предполагается изучение механизмов терапевтического эффекта комбини
рованного действия производных хлорина еб и видимого сBti а при лечении 
бактериальных и вирусных инфекций. Перспективными являются исследо
вания, направленные на развитие новых фотомедицинских терапевтических 
технологий, основанных на применении хлоринов для контролируемого 
фотосенсибилизированного воздействия на кровеносные сосуды в составе 
тканей глаза при лечении ряда заболеваний, в том числе хориоидальной 
неоваскуляризации. Разрабатываются биофизические основы нового метода 
лечения ревматоидного артрита и ряда других воспалительных процессов, 
основанного на комбинированном воздействии на пораженные ткани види
мого света и порфириновых сенсибилизаторов. Избирательное фотосенси
билизированное действие на отдельные клеточные и тканевые структуры 
сустава позволит осуществить коррекцию пролиферативных процессов в 
синовиальной оболочке и достичь нормализации биохимических и струк
турных характеристик внутрисуставной среды.

Активация молекулярного кислорода клетками в норме 
и при патологиях

Множество типов клеток человека и животных генерируют АФК при ря
де воздействий, стимулирующих их метаболизм. Нами впервые выявлены 
кислородактивирующие системы в T- и В-лимфоцитах периферической 
крови и клетках костного мозга человека [21]. Установлено, что образова
ние АФК в лимфоцитах происходит с участием ферментных систем, лока
лизованных в плазматических мембранах. Установлено, что выход АФК в 
этих клетках зависит от условий среды, содержания и природы активирую
щих факторов и коррелирует с пролиферативной активностью лимфоцитов. 
Показана роль супероксидных анион-ря пчкалов, синглетного кислорода, 
гидроксильных радикалов и пероксида водорода как вторичных мессенд
жеров при формировании пролиферативного отклика клеток.

Обнаружена генерация АФК при адгезии нейтрофилов, моноцитов, аль
веолярных макрофагов, T- и В-лимфоцитов на подложку и выявлена поло
жительная корреляция между степенью адгезивности и кислородактиви- 
рующей способностью перечисленных типов клеток [22]. В образовании 
АФК плазматическими мембранами клеток помимо НАДФН-оксидазной 
системы принимают участие G-белки, цитохром Р-450, системы метабо
лизма арахидоновой кислоты и транспорта глюкозы, ионы кальция. Выход 
АФК в результате функционирования внутриклеточной миелопероксидаз- 
ной системы и секреция миелопероксидазы во внеклеточную среду из мо
ноцитов и нейтрофилов зависят от степени активации редокс-систем плаз
матических мембран.
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Впервые установлен прайминг кислородактивирующей способности им
мунокомпетентных клеток адгезией к подложке, действием рекомбинант
ного интерлейкина-lß (rIL-lß) и гранулоцит-колониестимулирующего фак
тора (G-CSF). Доказано, что супероксидные анион-радикалы выполняют 
роль основного мессенджера при передаче сигнала от rIL-1 ß через плазма
тическую мембрану к внутриклеточной миелопероксидазной системе [23]. 
Изучены механизмы активации кислорода в нейтрофилах при лимфограну
лематозе, остром лимфобластном лейкозе, неходжкинских лимфомах, ней
робластоме, в клетках костного мозга при панмиелопатии, миелодиспла- 
стическом синдроме, в альвеолярных макрофагах и моноцитах при саркои- 
дозе легких на разных стадиях развития патологического процесса. Уста
новлено, что при названных состояниях происходит специфическое моди
фицирование кислородактивирующих систем кпыик. При действии факто
ров роста и дифференцировки гранулоцитов G-CSF отмечено усиление 
функциональной активности и кислородактивирующей способности ней
трофилов миелосупрессивных больных [24]. На основании полученных 
данных разработан ряд методов мониторинга функциональной активности 
клеток при терапии пациентов.

Впервые обнаружены кислородактивирующие системы у пневмоцитов II 
при адгезии и стимуляции иммуноглобулином G, а также в первичной 
культуре астроцитов морской свинки и перевиваемой культуре глиомы 
крысы С6 при восстановлении менадиона. В астроцитах морской свинки 
содержится фермент, обладающий пероксидазоподобной активностью [25].

Лектин-индуцированные межклеточные контакты
Лектины, обладающие уникальной способностью вызывать агрегацию 

клеток, привлекают внимание исследователей в течение уже нескольких де
сятков лет. Исследования межклеточных взаимодействий с участием лек
тинов раскрывают такие сложные процессы, как пролиферация, иммунный 
ответ, MeTaw азирование и др. Поскольку связывание лектинов гликорецеп
торами часто сопровождается не только агрегацией, но и активацией кле
ток, была исследована взаимосвязь между образованием ранних межкле
точных контактов и способностью лектинов запускать внутриклеточные 
сигнальные реакции. C использованием метода дезагрегации клеток, акти
вированных лектинами в присутствии гаптенных углеводов, было обнару
жено, что в процессе лектин-индуцированнбй агрегации клеток образуются 
межклеточные контакты, устойчивые к действию гаптенных углеводов 
(haptenic-sugar-resistant contacts, или HSR-контакты). Показано, что форми
рование лектин-индуцированных HSR-контактов является новым функцио
нальным ответом клеток, реализация которого зависит от способности лек
тинов растительного и животного происхождения активировать процессы 
внутриклеточной сигнализации [26-29]. Ингибиторы внутриклеточных сиг
нальных реакций (нордигидрогваяретовая кислота, N-этилмалеимид, D609, 
бисиндолилмалеимид, трифторперазин, КТ5720, КТ5926, МК-886, эмодин, 
ингибитор диацилглицерол-киназы и (±)-метоксиверапамил) подавляют об
разование HSR-контактов между тимоцитами крыс при действии галакто- 
зидспецифичного лектина омелы белой (Viscum album L., или VAA) [28]. 
При этом способность VAA стимулировать образование HSR-контактов 
обусловлена наличием в его составе углеводсвязывающей В-субъединицы, 
а А-субъединица вносит стабилизирующий вклад в этот процесс. Важную 
регуляторную роль в лектин-индуцированном образовании HSR-контактов
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играют тиол-зависимые механизмы, чувствительные к действию ингибито
ров сигнальных реакций [29]. Определено, что пути трансдукции сигнала, 
ведущие к лектин-индуцированному образованию HSR-контактов, деграну
ляции и генерации H2O2 нейтрофилами человека, различны [30]. Продемон
стрировано амбивалентное действие МК-886, ингибитора синтеза лейкот- 
риенов, на функциональные ответы клеток иммунной системы (образова
ние HSR-контактов, дегрануляция, генерация H2O2 и изменение внутрикле
точной концентрации ионов Ca2+) [31].

Результаты проведенных исследований и экспериментальные модели ис
пользуются для разработки новых методов диагностики заболеваний, обу
словленных нарушением функционирования адгезионного аппарата клеток, 
а также для тестирования соответствующих фармакологических препара
тов.

Модификация физико-химических свойств липидных мембран
Процессы транспорта веществ через биологические мембраны имеют 

фундаментальное значение в жизнедеятельности живых организмов. Нами 
исследованы электрофизические свойства мембранных структур с управ
ляемым переносом заряда. Показано наличие ионных каналов в немодифи
цированных бислойных липидных мембранах. Разработаны методики мо
дификации ионно-транспортных свойств и стабильности модельных био
мембран агентами химической природы (меланин, йод, ионофоры, канало- 
формеры), а также при термо- и фотовоздействиях [32-37].

Мембранные структуры термоуправляемого ионного транспорт могут 
быть положены в основу создания биосенсоров и систем экспресс-диагно
стики, а также использованы для разработки методов лечения патологиче
ских состояний организма.

Впервые проведено изучение электронных и колебательных спектров 
поглощения, флуоресценции, возбуждения флуоресценции и фосфоресцен
ции, а также поляризации флуоресценции хромофоров, образующихся при 
перекисном окислении липидов. Показано, что хромофорные системы, об
разующиеся при окислении фосфолипидов, представляют собой сопряжен
ные полиеновые цепи различной длины [38, 39]. Установлены локализация 
и ориентация полиеновых хромофоров в бислойной мембране. Изучены ме
ханизмы образования и деструкции хромофорных систем под действием 
таких внешних физико-химических факторов, как температура, ультрафио
летовое излучение, ультразвук, озон [40—43]. На основании установленных 
спектроскопических свойств липидных хромофоров разработаны методы 
изучения фазовых переходов и свободнорадикальных процессов в биомем
бранах и их моделях, а также методы получения стабильных липосом и 
дифференциальной диагностики некоторых заболеваний крови.

На кафедре биофизики разработан новый метод получения синтетиче
ских меланиновых структур. Интерес к исследованию меланиновых пиг
ментов связан с уникальными свойствами этих структур: противоопухоле
вые, антиоксидантные, радиопротекторные, бактериостатические, элекі^он- 
но- и ионообменные и др.

Проведен идентификационный анализ и высказаны предположения о 
молекулярной структуре синтезированных препаратов [44]. Установлено 
протекторное действие синтетических меланинов при действии на клетки и 
их модели внешних физических факторов и химических агентов [45, 46].
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Нейросенсоры и нейрочипы
В течение длительного периода времени основным способом сопряже

ния измерительных устройств с нейронными ансамблями является измере
ние трансмембранного потенциала клеток при помощи вводимых внутрь 
клетки микроэлектродов. Ограничения данного метода связаны с трудно
стями регистрации потенциалов отдельных клеток ансамбля набором внут
риклеточных микроэлектродов, а также с нарушением ионной асимметрии 
клеток и их лизисом, поддержания стерильности, необходимой при долго
временных физиологических и фармакологических исследованиях.

На кафедре биофизики разработаны внеклеточные электроды в виде 
микроэлектродных массивов (МЭМ) для регистрации различных электри
ческих клеточных событий, например, распространения потенциалов дей
ствия с множества различных мест клеточной культуры одновременно в 
формирующихся ансамблях клеток. Совмещенная с МЭМ система предуси
лителей, фильтров и выходных буферов обеспечивает усиление и передачу 
сигнала на аналого-цифровой преобразователь. При стандартных условиях 
культивирования на поверхности подобного микроэлектродного массива 
нейроны формируют нейросеть в течение второй недели с момента высева.

В то же время микроэлектродные массивы характеризуются низкой чув
ствительностью, высоким уровнем шума и сильной зависимостью регист
рируемого сигнала от местоположения сомы клетки. Перспективными ней
росенсорами являются массивы миниатюрных МОП-транзисторов. В отли
чие от МЭМ чувствительные активные элементы МОП-массивов можно 
располагать непосредственно рядом с сомой, что приводит к значительно
му усилению сигнала и открывает возможность регистрации слабых, под
пороговых импульсов. Использование МОП-^і^уктур приводит к значи
тельному уменьшению выводов чипа и позволяет вести регистрацию с 
большого количества точек нейросети [47]. Замена электродов затворов не
посредственно сомой биологического нейрона приводит к тому, что вариа
ции локального внеклеточного поля, возникающие в ходе электрической 
активности клеток, модулируют проводимость сток-исток напрямую без 
помощи электрода. Это позволяет избегать вклада теплового шума, а также 
уменьшать влияние паразитных емкостей и сопротивлений, присущих
МЭМ [48].

Создаваемые для изучения механизмов обработки информации в нейро
сетях нейрон-кремниевые чипы могут использоваться в качестве вычисли
тельных элементов “биологического типа” в искусственных информацион
ных системах.

Биофизика ДНК-содержащих структур клетки
Большое внимание на кафедре биофизики БГУ уделяется исследованию 

структуры и физико-химических свойств ДНК-содержащих систем. Виско- 
зиметрическое и спектрофотометрическое изучение растворов ДНК в со
ставе дезоксирибонуклеопротеидных (ДНП) систем показало, что ДНК в 
ДНП-растворах характеризуется в несколько раз меньшей персистентной 
длиной, чем в свободном состоянии. Высокая по сравнению с растворами 
ДНК компактизация ДНП в растворе свидетельствует о дестабилизирован
ном состоянии ДНК в ДНП. Еще более высокой степенью компактизации 
характеризуется дезоксирибонуклеопротеидный комплекс при физиологи
ческой ионной силе среды (0,14 M раствор NaCl), что свидетельствует о 
квазиоднотяжевом состоянии ДНК в конденсированных надмолекулярных
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ДНП-структурах, являющихся по ряду парамсцюв корректными моделями 
хромосом клетки [49, 52].

Исследование влияния различных физико-химических воздействий на 
надмолекулярные ДНП-системы (pH, ионная сила, биоактивные вещества, 
ультрафиолетовое, гамма- и рентгеновское излучение) показало, что ответ
ственной за изменение свойств ДНИ является система межмолекулярных 
связей в дезоксирибонуклеопротеидных структурах. Разработанный на ка
федре метод определения количества межмолекулярных контактов позво
лил определить, что фрагментация ДНП-систем при облучении в растворе 
с последующим переводом в конденсированное состояние и облучение 
предварительно сформированных хромосомных моделей связаны с силь
ным (в несколько раз) изменением числа межмолекулярных узлов в этих 
объектах [50, 52]. Было показано также, что радиопротекторные свойства 
ряда соединений тоже связаны с изменением (увеличением в десятки раз) 
числа межмолекулярных контактов в ДНП-системах [51, 521.

Электронно-микроскопическое исследование показало, что при модифи
кации состояния конденсированных ДНП-структур варьирует не только 
число межмолекулярных узлов, но происходит также изменение парамет
ров пространственной сетки дезоксирибонуклеопротеидных молекул, де
формирование нуклеосомных образований и перераспределение белков на 
ДНК Экспериментально выяснено, что нарушения такого рода в структуре 
ДНП-систем сопровождаются изменениями параметров плавления ДНК в 
ДНП. C целью усыновления механизмов наблюдаемых эффектов в конден
сированных ДНП-сис^мах при нагревании разработана теория перехода 
спираль-клубок ДНК в составе ДНП, позволяющая объяснять возникнове
ние различных структурных перестроек этих объектов в норме и при физи
ко-химических воздействиях [53].

Одним из примеров приложения разработанных экспериментальных и 
теоретических подходов к изучению ДНК-содержащих систем является ис
следование механизмов влияния антиопухолевых препаратов на наследст
венные структуры клетки. Так, в экспериментах in vitro было показано, что 
активные в антиопухолевом плане г/мс-дихлордиаминоплатиновые соеди
нения вызывают увеличение числа межмолекулярных контактов в надмоле
кулярных ДНП-структурах и существенную стабилизацию ДНП-комплек- 
сов, обнаруживаемую по увеличению температуры плавления молекул ДНК 
в ДНП на 4-5 0C при нагревании их растворов [54]. Разработана также тео
ретическая модель кинетики транскрипции, в которой показано, что время 
процесса, связанного с распространением конформ!,,,чонных волн по моле
кулам ДНК, существенно зависит от структурного состояния ДНП-комп- 
лекса (числа нуклеосом, характера и количества узлов в пространственной 
сетке, формирующейся при конденсации молекул ДНП) [55].

Нелинейная спектроскопия сложных молекул
Нелинейные процессы, протекающие в растворах сложных молекул, 

можно условно разделить на два класса. К первому классу относится нели
нейный сольватационный сдвиг спектров сложных молекул в полярных 
растворителях, ко второму -  эффекты, связанные с насыщением электрон
ных переходов в растворах сложных молекул.

Основной причиной формирования нелинейного сольватационного 
сдвига спектров сложных молекул в полярных растворителях является так 
называемое диэлек i ̂ ическое насыщение, проявляющееся в нелинейности
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реактивного поля по отношению к величине дипольного момента молекулы 
активатора, помещенной в растворитель. Из сопоставления модельных рас
четов, выполненных методами Монте-Карло, с экспериментальными ре
зультатами вытекает, что насыщение реактивного поля приводит к целому 
ряду эффектов, влияющих на спектрально-кинетические параметры флуо
ресценции, замедленной флуоресценции и фосфоресценции растворов 
сложных молекул в полярных растворителях [56-60]. В частности, время 
ориентационной релаксации растворителя зависит от величины дипольного 
момента молекулы активатора, а также от частоты возбуждающего излуче
ния [60].

Второй причиной, приводящей к формированию нелинейного сольвата- 
ционного сдвига, помимо диэлектрического насыщения, является диполь
дипольное взаимодействие между собой молекул полярного растворителя. 
Наиболее четко эти эффекты прослеживаются в трехкомпонентных раство
рах сложных полярных молекул в смесях полярного и неполярного раство
рителей [61, 62]. Кооперативность процессов неспецифической сольватации 
в этих растворах приводит к гистерезисной зависимости поглощения от ин
тенсивности возбуждающего излучения [62], на базе которой возможна 
реализация внутренней оптической бистабильности в растворах сложных 
полярных молекул в бинарных растворителях [63].

Второй класс явлений -  эффекты, связанные с насыщением электронных 
переходов. Они наблюдаются при «*юЦионарном возбуждении только в 
случае растворов с долгоживущими триплетными состояниями. В раство
рах, состоящих из молекул двух типов (донор и акцептор), при интенсивно
стях возбуждения, до«* i «точных для насыщения населенно«* і«*й триплетных 
состояний молекул акцептора, степень поляризации и квантовый выход 
флуоресценции донора зависят от интенсивности возбуждения, а значение 
степени поляризации флуоресценции может превышать 50 % [64—66]. Для 
растворов связанных хромофоров наблюдается сложная динамика измене
ния населенностей электронных уровней системы, позволяющая использо
вать такие ансамбли бихромофоров, как мультистабильные устройства, со
храняющие свое состояние в течение времени, соответствующего времени 
жизни триплетного состояния [67, 68].

Развитие современной биофизики отражает ее участие в решении мно
гих мультидисциплинарных проблем современных биомедицинских наук, в 
частности, в решении проблем молекулярной медицины, клеточной инфор
матики, нанобиологии, геномики, протеомики, разработки биосенсорных и 
диагностических устройств. В настоящее время на кафедре биофизики эф
фективно разрабатываются проблемы биофизики мембран и клеток, фото
терапии рака, клеточной сигнализации, медицинской биофизики, создания 
новых типов биосенсоров, нейросенсоров, биофизического оборудования.
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The article summarizes the results received in Belorussian State University in the area of 
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Ковалев Михаил Михайлович -  доктор физико-математических 
наук, профессор, заведующий кафедрой экономической информати
ки и математической экономики, декан экономического факультета. 
Основные направления научных исследований -  теория принятия 
решений, математическая экономика.

Автор и соавтор 450 публикаций, в том числе шести моногра
фий и трех учебных пособий.

Начало экономико-математическим исследованиям в 
БГУ положил научный семинар, организованный в 
1968 г. профессором В.А. Емеличевым (позднее этим 
семинаром стал руководить М.М. Ковалев). Из участ

ников экономико-математического семинара вышли многие доктора и кан
дидаты наук, посвятившие свою научную деятельность математической 
экономике, исследованию операций и теории принятия решений, экономи
ческой информатике: М.К. Кравцов, В.Е. Микульский, А.А. Просяной, 
В.А. Пирьянович, Н.Н. Писарук, А.А. Запорожец, А.Г. Тарновский,
Н.А. Наумович, А.П. Крачковский, Э. Гирлих и В. Хоппе (Германия), 
П. Миланов и Е. Димов (Болгария), А. Качкаров и X. Шунгаров (Россия), 
А. Рамазанов (Азербайджан), Г. Болоташвили и А. Топчишвили (Грузия), 
Сварна Редди (Индия), Гассан Фуити и Аль-Сальти (Сирия), Курума (Гви
нея), Буй Кат Тыонг, До Зуй Чинь и Нгуен Нгия (Вьетнам).

Семинар продолжает свою работу сегодня уже на экономическом фа
культете, организованном в 1999 г., где сегодня достаточно хорошо пред
ставлены научные исследования в области математической экономики, фи
нансовой инженерии и экономической информатики.

Экономико-математические исследования продолжаются также на фа
культетах прикладной математики и информатики, механико-математичес
ком. Значительные результаты в области оптимального управления получе
ны в БГУ под руководством профессора Р. Габасова. Его ученики исследо
вали и чисто экономические проблемы [1, 2], подготовили учебные пособия 
по математической экономике [3,4].
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C 1972 г. в БГУ начала склеиваться научная школа по эконометрике 
профессора Ю.С. Харина [5-8]. Подготовленное на экономическом факуль
тете учебное пособие С.А. Бородича [9], а также практические исследова
ния по эконометрике, широко ведущиеся в БГУ совместно с Национальным 
банком [10-12], способствуют повышению уровня эконометрических ис
следований.

C появлением в Беларуси рынка страховых услуг возник интерес к про
блемам актуарной математики, исследования в этой области возглавил 
профессор Г.А. Медведев [13] (см. также [14, 15]).

Задачи размещения производств, исследование сетевых задач 
и транспортных многогранников

Изучение задач регионального размещения, специализации и унифика
ции производств в Беларуси было центральным в первых опытах ученых 
БГУ по математическому моделированию экономических процессов 
[16-19]. Именно эти задачи послужили толчком к разработке оригинально
го метода построения последовательности планов [20], синтезировавшего 
идеи метода ветвей и границ и динамического программирования. Позднее 
этот метод, дополненный различными идеями сокращения перебора вари
антов, нашел применение при решении задач оптимального планирования 
на предприятиях, в объединениях и в различных отраслях народного хозяй
ства, в частности на белорусском заводе «Азовкабель» при выборе портфе
ля заказов.

В теоретическом плане наиболее значимые результаты были получены 
по транспортной задаче — модельной в линейном программировании. Впер
вые данную задачу поставил главный интендант Наполеона, выдающийся 
французский ученый Монж*. Позднее ей уделяли внимание лауреаты Нобе
левской премии Л.В. Канторович и Купманс. Белорусские ученые глубоко 
исследовали множество всех вариантов транспортных планов как для про
стых задач Монжа, так и для существенных усложнений: моделирующих, 
например, многопродуктовость [22, 23]. Результаты были обобщены в мо
нографии В.А. Емеличева, М.М. Ковалева и М.К. Кравцова [24], которая 
сразу же после издания получила признание и была переведена в немецком 
академическом издательстве и в издательстве Кембриджского университе
та. В дальнейшем ученые БГУ много внимания уделили изучению сетевых 
задач оптимизации, которые в современной глобальной (иногда ее называ
ют информационно-сетевой) экономике ^юновятся главным модельным 
инструментом.

Методы оптимального распределения ресурсов
Если понимать экономику как науку о рациональном использовании ог

раниченных ресурсов, то модели и методы их оптимального распределения 
являются центральными в математической экономике. Вместе с тем терми
ном allocation problems определяется конкретный класс экономико-матема
тических моделей вида:

max Y. fi {xi ) -
i=L

М а т е м а т и к а  и  и н ф о р м а т и к а  80 л ет  Б  ГУ

i  =L

* Современная трактовка свойства Монжа дана в [21].
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при различных дополнительных ограничениях. Здесь К — наличный ре
сурс, j] (Xi) -  эффективность его использования в секторе i . Ученые БГУ 
данному классу моделей уделяли много внимания [25, 26]. Основными ре
зультатами, признанными за рубежом [27, 28], являются следующие:

-  описаны все классы дополнительных ограничений, при которых 
greedy-решения, т. е. решения, построенные алгоритмами координатного и 
бикоординатного подъема, являются оптимальными [29-32];

-  из ненадежных методов построены композиции, обладающие высокой 
точностью [33, 34];

-  построены модели оптимального управления активами и пассивами 
коммерческого банка [35]. В частности, полиматроидные подходы, пред
ложенные для общих задач распределения ресурсов, в последнее время бы
ли успешно применены для задач диагностики банка и формирования оп
тимального инвестиционного портфеля [36].

Выпуклый дискретный анализ
Выпуклые функции -  основной инструмент в математической экономи

ке. Исследование экономических задач с неделимыми ресурсами пйіНебо- 
вало построения дискретного аналога выпуклого анализа. Одна из его воз
можных моделей была построена в цикле работ [37—43] на основе функций, 
заданных на частично упорядоченных множествах, обладающих свойством 
монотонности градиентов -  приращений функций вдоль цепей. Благодаря 
развитому в этих работах аппарату выпуклости на множен шах, упорядо
ченных частичным порядком, были исследованы сложностные оценки за
дачи поиска локальных экстремумов выпуклых функций дискретного аргу
мента, основанные на установленных связях с проблематикой монотонных 
булевых функций многозначной логики [44]. Построены оптимальные, по 
Шеннону, алгоритмы максимизации выпуклых и субмодулярных на решет
ках функций. Установлены верхние границы sgf-оракульной трудоемкости 
нового метода поиска экстремумов -  метода центрального элемента [45].

Выяснена связь выпуклых и матроидных структур на основе концепции 
выпуклости, по Менгеру, в координатных решетках (координатная выпук
лость) и найдены необходимые условия совпадения локальных и глобаль
ного максимумов [46]. Исследована возможность точного решения задач 
целочисленного программирования дискретными аналогами градиентных 
методов. В частности, полностью описаны классы задач, точно решаемых 
алгоритмами координатного и бикоординатного подъема, и их обобще
ний [46].

Дана аксиоматизация обобщенных матроидных структур в координат
ных решетках, для которых выполнена только одна матроидная аксиома — 
аксиома Штейница; установлены связи подобных матроидных структур и 
выпуклых в менгеровском смысле множеств. В частности, предложен ме
тод индуцирования полиматроидов потоками в сетях и на его основе по
строены методы решения наиболее общей потоковой задачи с полиматро- 
идными ограничениями и выпуклыми стоимостными функциями. Доказа
но, что бикоординатные алгоритмы (алгоритмы замен) решают любую за
дачу выпуклой дискретной оптимизации лишь в случае, когда допустимое 
множество есть обобщенный суперматроид [32].

Предложены методики оценки точности градиентных алгоритмов мак
симизации выпуклых функций на различных подмножествах целочислен
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ной решетки, с помощью которых получен ряд неулучшаемых оценок; из 
оценок точности алгоритмов координатного спуска с растяжением гради
ентов, в частности, вытекает ряд известных результатов для задач о рюкза
ке, покрытии, задач целочисленного программирования с неотрицательны
ми параметрами, коммивояжера [47, 48].

Матроидный подход применен для разработки новых методов декомпо
зиции [49] параметрического анализа [50], сетевых [51] и гиперболических 
задач [52].

В целом результаты по применению порядковой выпуклости и матроид- 
ного подхода были суммированы в монографии [53].

Теория коллективного выбора (агрегирование нредпочтений)
Аксиомы, математические модели и теоремы коллективного выбора 

служат для формализации конкретных ситуаций в распределении затрат и 
благ при различных представлениях о справедливости, иначе говоря — для 
поиска компромисса между равенством и эффективностью.

Вместе с тем теория коллективного выбора, безусловно, имеет более 
широкое применение -  от проблем голосования и принятия других важных 
общественных решений до локальных задач принятия решений рейтинга 
экономических субъектов (банков, государств, университетов). Фундамен
тальная проблема теории оптимального выбора -  агрегирование индивиду
альных предпочтений, т. е. построение коллективного предпочтения. Для 
этого важно иметь линейное описание многогранника предпочтений. Пер
вые результаты в этом направлении, исследующие обобщения перестано
вочных полиматроидов [54], были получены в монографии [24] и развиты в 
многочисленных статьях М.М. Ковалева, Э. Гирлиха, А.М. Исаченко, 
А.А. Запорожца, ДМ. Василькова (см. [55, 56]). Новый подход был сфор
мулирован в [57] как метод порождения описаний многогранника линей
ных порядков, или, как его еще называют, linear ordering polytope, или 
approval-voting polytope.

Полученные теоретические результаты по многограннику linear ordering 
problem были успешно применены в самых разных моделях агрегирования 
предпочтений:

• анализа и ранжирования инновационных проектов [58];
• выявления победителей в тендерах [59];
• надежности банков [60];
• инвестиционного риска государств [61];
• сертификации университетов [62];
• сравнительного анализа и сертификации программного обеспечения на 

примере аоюматизированных банковских еи^.см [63].
Исследование оптимумов Парето

Общеизвестна роль оптимумов Парето в экономической теории и прак
тике. Начиная с работы [64], В.А. Емеличевым, М.К. Кравцовым и 
М.М. Ковалевым совместно с учеными из Запорожья и Магдебурга было 
предпринято масштабное изучение структуры множества оптимумов Паре
то в задачах с неделимыми ресурсами, т. е. в многокритериальных задачах 
линейного целочисленного программирования [65-69]. Исследования ве
лись в двух направлениях: первое -  оценка числа и сложности нахождения 
оптимумов Парето, второе -  стабильность и устойчивость оптимумов Паре
то при различных возмущениях исходных данных. В частности, описаны
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ситуации со стабильным множеством Парето, найдены формулы для ра
диусов устойчивости и стабильности.

Проблема устойчивости изучалась не только для оптимумов Парето, но 
и для других определений эффективных планов, например, оптимальных, 
по Смейлу, Слейтеру. Результаты по устойчивости, квазиустойчивости и 
стабильности паретовских оптимумов могут послужить хорошим инстру
ментом в моделировании траекторий устойчивого экономического роста.

Игровые модели экономики
Аппарат теории игр экономисты-математики БГУ использовали не так 

уж часто. Тем не менее значительный интерес представляет обобщение 
классических матричных игр, введенное Н.Н. Писаруком (см., например, 
[70]), с помощью зависимых смешанных стратегий:

= 1, Pi > 0 , і = 1 ,...,п,  
ri { I ) < 'LPi< rx(l)’ / с { 1 , ...,«},

І Е І

где г\ и г2 -  соответственно субмодулярная и супермодулярная функ
ции [53].

Дополнительные ограничения на смешанные стратегии без существен
ных усложнений позволили существенно разнообразить практические си
туации, моделируемые с помощью подобных обобщений матричных игр. В 
частности, были построены интересные модели севооборота в условиях не
определенностей с типом будущей летней погоды. В дальнейшем Н.Н. Пи
саруком с помощью аппарата субмодулярных функций были получены 
оригинальные результаты для игр на сетях [71], которые ня,,,ли приложе
ние в транспортной логистике.

Оптимальное управление производственными процессами
Задачи производственного менеджмента и логистики в экономико

математическом направлении наиболее часто находят практическое приме
нение, а методы их решения иногда прямо встраиваются в гибкие произ
водственные системы. По данному направлению в Институте технической 
кибернетики АН БССР сложилась мирового уровня школа ученых-маіь- 
матиков, возглавляемая В.С. Танаевым. Кратко коснемся некоторых при
мыкающих к ним по тематике работ экономико-математического направ
ления, развиваемых в БГУ:

• в 1980-е гг. широко применялись в СССР и в ГДР разработанные мо
дели оптимальной стандартизации и унификации [71-74];

• для классической задачи линейного программирования о рационе в 
1990-х гг. были построены новые оригинальные модели -  минимизации не
вязок в нелинейной модели [75], что позволило М.А. Воробьеву создать 
универсальную программу «рацион», применяющуюся для расч^іа смеси в 
технологических процессах на десятках комбикормовых заводов СНГ. 
Позднее был создан универсальный пакет оптимального принятия реше
ний [76];

• существенные результаты были получены в [77] по классической зада
че Л. Канторовича -  задаче раскроя, на основе Кйійрых А.Г. Тарновским 
создана программа раскроя, внедренная на многих белорусских станко
строительных предприятиях;

• широко применялись на практике модели оптимальной синхронизации 
производственных процессов [78-80];
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• в [81] дан анализ полуонлайновых алгоритмов многопроцессурных 
расписаний загрузки оборудования;

• многообразны модели, разрабиюнные в период 1975-1989 гг. в отрас
левой НИЛ горнохимических предприятий БГУ для планирования и анали
за экономических показателей «Беларуськалия» (см., например, [80-82]);

• цельная система эволюционных моделей производственных процессов 
на заводе «Карл Цес Иена», которые только сегодня начинают широко 
применяться в экономике, была построена совместно с учеными Йенского 
университета в 1985-1987 гг. [83].

• ряд работ посвящен моделям выбора оптимального парка оборудова
ния.

Обобщение моделей Леонтьева
Много внимания экономисты-математики БГУ уделяли обобщению и 

применению в белорусской практике классических моделей Леонтьева 
[87, 90]. В частности, предложен декомпозиционный подход к межотрасле
вой модели Леонтьева, состоящий из двух этапов: передел ресурсов и про
изводство потребительских благ [57].

Многие из полученных результатов были обобщены в учебных пособиях 
[90,91].
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Г.А. МЕДВЕДЕВ

ОПРЕДЕЛЕНИЕ СТОИМОСТИ ФИНАНСОВЫХ 
ПРОИЗВОДНЫХ, КОГДА СЛУЧАЙНЫЙ ПРОЦЕСС 

ЦЕНЫ АКТИВА ИМЕЕТ ПЛАВАЮЩУЮ ОТРАЖАЮЩУЮ 
НИЖНЮЮ ГРАНИЦУ

The formulae for pricing of financial derivatives are derived under assumption that the price of 
underlying asset follows the stochastic process with lower reflecting boundary.

Медведев Геннадий Алексеевич — доктор физико-математичес
ких наук, профессор кафедры теории вероятностей и математиче 

V ск°й статистики. Основные направления научных исследований -
ff *«•& . анализ стохастических процессов, статистический анализ данных
' ***■■ (оценивание и предсказание). Автор и соавтор 197 публикаций, сре

ди них четыре научных, восемь учебных изданий.

В своей знаменитой работе об определении цен оп
ционов [1], отмеченной в 1997 г. Нобелевской премией, 
Блэк и Шоулс получили дифференциальное уравнение 
для цен финансовых производных, зависящих от цены 

акции, по которой в период контрактного срока не выплачиваются диви
денды. Основной смысл рассуждений, которые использовали авторы, со
стоит в том, что составляется безрисковый портфель из двух финансовых 
активов: финансовой производной и акции. Затем доход от такого портфеля 
приравнивается к доходу, получаемому от такой же по величине инвести
ции при безрисковой ставке. В модели Блэка—Шоулса принимав м-я, что 
процесс цены St лежащего в основе финансового актива следует геометри
ческому броуновскому движению, возбуждаемому стандартным винеров- 
ским процессом Wt.

dSt = \i St dt + о St dWt. (1)
Такой процесс St является нестационарным, так как его дисперсия (при 

а  > 0) и математическое ожидание (при ц > 0) неограниченно возрастают. 
Кроме того, уровень St = 0 является поглощающей границей для этого про
цесса, так как, попадая на нее, процесс оста^и-я нулевым в течение всего 
последующего времени. Эти свойства делают его не адекватным реальным 
условиям при решении задач стационарно действующего рынка ценных 
бумаг. Поэтому вместо такого процесса для описания изменения цены ле
жащего в основе финансового актива Терпуговым предложено использо
вать «процесс, возвращающийся к среднему с квадратным корнем» (mean 
reverting square root process), введенный в практику финансового анализа
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Коксом, Ингерссолом и Россом [2] при описании процесса безрисковой
ПрОЦеНТНОЙ V i a B K H

dS, = (а  -  В5Л d t+ о  Js^dWb, S1 > 0. (2)
Такой процесс принимает только неотрицательные значения, и для него 

существует стационарный режим с конечным математическим ожиданием 
и дисперсией, а уровень 5, = 0 является отражающей границей, так как, по
падая на этот уровень, процесс с вероятностью единица начинает увеличи
ваться. BMeviv с тем более естественно полагать, что нижней границей из
менения цены лежащего в основе финансового актива может быть не нуль, 
а некоторое значение, которое может существенно от нуля отличаться. По
этому можно также рассмотреть более общий процесс [3], который с прак
тической точки зрения удобно представить в виде (предложено в [4])

dS, = k.(Q -  St) dt +
I

2kDS'— dW(t), St > - X , (3)
0 + *

где параметры модели имеют следующий смысл: х — параметр, опреде
ляющий нижнюю отражающую границу процесса St; 0 = £{5}, D = Var(S) 
(для стационарного, т. е. установившегося, режима); к > 0 -  коэффициент, 
определяющий скорость перехода к стационарному режиму.

Отличие этой модели от модели (2) легко увидеть, если переобозначить 
а=кв, G - yj2kD/(Q + Jt). Форма такого представления удобна, потому 

что модель задается параметрами, имеющими ясный физический смысл.
Заметим, что в [4] использование этой модели при статистическом ана

лизе доходностей ценных бумаг казначейства C111A для долгосрочных (от 
10 до 30 лет) облигаций за период с октября 1993 по октябрь 1996 г. дало 
следующий результат: при средней доходности около 7 % уровень отра
жающей границы был около 2 %. Отсюда видно, что если финансовая про
изводная основывается на доходности облигаций, то имеет смысл при оп
ределении ее стоимости использовать модель (3). Подробный сравнитель
ный анализ вероятностных свойств моделей (2) и (3) содержится в [5].

Введем следующие обозначения:
V(S, т) — стоимость финансовой производной в момент г, если наблю

даемое значение цены лежащего в основе финансового актива в этот мо
мент времени St = S, а срок до его погашения х = T -  t .T  -  дата погашения 
лежащего в основе финансового актива. V(S, т) = 0 для всех S < 0;

Y(S, q) = V(S dx -  преобразование Лапласа функции V(S, т) по 
о

переменной х. Согласно свойствам функции стоимости V(S, т) считаем, что 
Y(S, q) = 0, dY(S,q)/dS = 0 и d2Y(S,q)/dS2 = 0 для всех S < 0;

Z(p,x) = ]v(S,x)e-p(S+x>dS = e-px]v(S,x)e~pSdS;
- X  О

z(p,q)=  \ Y{S,q)e~p(S+x)dS = e-px]Y(S,q)e-pSdS ;
- X  О

V0(S) = V(S, 0); Z0(P) = I V0(S)e~p(s+x)dS =e~px~ V0(S) ^ sdS .
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Таким образом, функция V(S, т) стоимости финансовой производной мо
жет быть найдена как обратное преобразование Лапласа функции Z(p, т) по 
переменной р.

Используя обычный прием, можно получить следующие результаты для 
случая, когда при отсутствии арбитража цена лежащего в основе финансо
вого актива изменяется согласно модели (3). Пусть финансовой производ
ной является портфель, состоящий частично из банковского сч^.а и час
тично из указанного финансового актива. Тогда в отсутствие арбитража 
стоимость такой финансовой производной (ФП) определяйся уравнением 
на частных производных с краевым условием, определяющим его стои
мость на дату погашения V(S. 0) = V0(S):

3V c dV , CT2 ^d2V ч
~ * + rS! s  +T ( s + -‘)^ = rl4 S -'I)-

Здесь и далее для краткости обозначено с 2 = 2kD/(Q + x).
°°dV(S т) _Заметим, что J— _ -— е 4Xdx = qY(S,q)-V 0(S), поэтому уравнение для 
о от

функции Y(S, q) имеет вид

-СТ (S + X) dJ 2 +r S d Y - ( q  + r)Y(S,q) + V0(S) = 0 .
I  ab ab (4)

C учетом того, что Y(S, q) = 0 и dY(S,q)/dS = 0 для всех S < 0, а также 

J e~piS+x)dS = pz(p,q) -  Y(Ob4) = pz(p,q),1 осм

as
7 óY(S,q) _p{s+x) dz(p,q)
J S - - e p ’dS = - ( l+px)z(p ,q)~p  . ,-je dS op

7 d2Y(S,q) .- p(j+x)jo _2dz(p,q) 4J s — T-* d S = - p  —  -------(2 + px)pz(p,q),
- X  oS op

уравнение для функции z(p,q) получается в виде
о 2 

rP + -  P2
dz
dp + (q + 2r +pa2+ rpx)z(p,q) = z0(p). (5)

Симметричная форма однородного уравнения (5) имеет вид
q + 2r+ po1 + грх

Z

что можно записать как
dz _ q + 2r dp 
Z r  p

rp +  G2p 21

(  2_rx__q_
_2

dp,

dp
r P + 2 г/a 2

Отсюда получаем решение однородного уравнения в форме
Г

In z -
q + 2r 2 rx q I n p -  —

I а г

(
In Р + —  +InC,

<г
т. е. если для краткости положить а = 2r / c 2 = r(Q + x)/(kD) , это выражение 
можно записать в виде
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Z = C (р + а)"“+?/г
_2+<7/г

Наконец, считая кон^.анту C зависимой от р и подбавляя выражение 
для z в таком виде в неоднородное уравнение (5), получим соотношение 
для определения функции С(р)\

dC
dp

а Р +Ч,гZoip)
г (р +а) I- a x + q jr  *

Отсюда непосредственно получаем

C (P)=-I -
Л + q / l- Z0W dt.

г U t + а)1- ^  
Таким образом, решение уравнения (5) имеет вид

а(Р + аУ ' U  (p + a)t
ZKpi Q) 2 /. . V

'Ч/Г tZo(t)dt
I-OXtrp pit+ a) ( t+ а)

гд е а  = 2 r / c 2— riQ + x)/ikD).
Теперь вспомним, что zip, q) — это преобразование Лапласа от Y{$, q) по 

S, которое, в свою очередь, является преобразованием Лапласа от V(S, т) 
по т. Переменная q в выражении для zip, q) встречается только в показателе 
подынтегрального выражения. Заметим, что преобразование Лапласа от 
показательной функции сч является 8-функцией Дирака, т. е. равна 
8(т+1п с). Поэтому обратное преобразование Лапласа от функции zip, q) по 
q имеет вид

aip + a Zip, т) = — -----
гр

г

15
I 1T— In 
г

pit + 
ip + a)t

tZoit)dt
it + a)1' “

При замене переменной интегрирования с t на и = -In p i t+ а)
г t i p + а)

(6)

выра

жение (6) для Zip, т) преобразуется к виду
a i p + Cpfax ™ ~, ч a D~r(D +j ö i t - и ь ар du.

Pieur -X) + аеи
Согласно свойствам 8-функции при положительном сроке погятения 

т > 0 интеграл в выражении (6) легко вычисляется, а обратное преобразова
ние Лапласа функции zip, q) по переменной q принимает вид

\ 2+ах

ip, т) = е
ар

pierx -1  ) + аег
(7)

pien - 1) + аеп
Из этих трех сомножителей правой части (7) два первых зависят от х, 

что и i ̂ ажает влияние свойств модели (3). Естественно, что при JC = O раз
личия между моделями (3) и (2) исчезают и исчезает отличие (7) от резуль
тата Терпугова.

Значения параметра jc, имеющие практический смысл (т. е. обеспечи
вающие неотрицательность цены 5,), лежат в интервале (-0, 0). Заметим 
также, что уровень St = -  jc является отражающей границей (см. [4]) только 
тогда, когда выполняется дополнительное условие (0 + jc)2 > D. При jc = О 
оно выполняется, когда ^іандартное отклонение цены актива будет меньше
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среднего ее значения (что на практике обычно всегда выполняется). Поэто
му существует некоторая “ниша” для применения модели (3) при определе
нии цен финансовых производных, когда yfö -Q < x< 0 .

Приведем примеры использования описанного подхода для определения 
цен некоторых финансовых производных. Как известно, функции платежей 
для фьючерсов и европейских опционов-колл имеют вид соответственно 
V0(S)=S-K и V0(S)=Inax {0, S-K}, где К -  цена исполнения контракта. Для 
преобразований Лапласа этих функций соответственно имеем равенства

Z0(P)  =
к_
P

, -P x И Z0 ( P )  =  - I
р(К+х)

Подставляя эти функции в (7), получим в случае фьючерсов
A B a, 

, Р + АZ<b(p, х) = е В* 1 >> I £
I 4ах+\

P 2 Р  +  А V Р + А J

( 8)

(9)

где обозначено А = aenj(en - 1), Вф = ах/(еп -  Г). и в случае опционов-
колл

1 Л ÔK
р+А ( 1 0 )Zok(p , х) = е -  —

2 р + А
где B0K= а(х + К)/(еп - 1).

Для получения обратного преобразования функций Z$(p, х) и Z0K(p, х) 
можно воспользоваться известными формулами [6] для обратных преобра
зований

ехр а _ | е  а  
1^ 1 S

\Ч2

Uv ехр а '

\ и )

I 1 (2VaS),

[ І  T '.{*»).yß

Используя эти соотношения, из (9) можно получить стоимость фьючерса

1 ЛЛ
V*(S,x)=— f е

A  О вл (l + A S - A K e ^ - t y ^ B ^ d t .  ( 1 1 )

Стоимость опциона-колл для ах > 0 получается из (10)
I AS

v()K (Л, i) = [ е
^  о

( \(<и-1)/2

j OK
(AS t)Iax_l(2y]BOVit)d t . (12)
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В. В. БОБКОВ

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ АЛГОРИТМЫ C ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ 
ДЛЯ СИСТЕМ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

УРАВНЕНИЙ
Recursive type numerical algorithms for initial value problem in case of normal form first order 

ordinary differential systems are proposed. They are based on trygonometrical approximation and 
are oriented on use of natural steps of numerical observation.

Бобков Владимир Васильевич — доктор физико-математических 
наук, профессор, заведующий кафедрой вычислительной математи 
ки. Лауреат Государственной премии БССР в области науки и тех
ники. Основное направление научных исследований -  методы чис
ленного решения дифференциальных уравнений.

Автор и соавтор около 200 публикаций, в том числе шести мо
нографий и четырех учебных пособий.

Данная работа посвящена проблеме построения ме
тодов численного решения начальной задачи для сис
темы обыкновенных дифференциальных уравнений ви
да

и (0  = /(*>м(0)- (!)
Главное внимание при этом уделяется возможности повышения точно

сти приближенного решения не столько ценой уменьшения шага сетки 
численного интегрирования, сколько путем специальной (рекурсивного ти
па) организации вычислительного процесса с поэтапным учетом достигну
того приближения к искомому решению системы (1).

Для удобства записи исходную задачу Коши рассмотрим в локальной 
постановке:

и (х )  =  f  ( х , и ( х ) ) , t < x < t  +  x , (2)

u ( t )= y .  (3)
Конструируемые ниже вычислительные алгоритмы станем ориентиро

вать на случай произвольного фиксированного значения г, величина кото
рого может предопределяться лишь естественными требованиями к шагу 
наблюдения соответствующего (2), (3) моделируемого реального процесса 
и не призвана, вообще говоря, служить основным рычагом управления точ
ностью окончательного результата численного интегрирования. Под т, в 
частности, можно понимать и сумму нескольких шагов вспомогательной 
сетки, избранной для построения исходного приближения к искомому ре
шению. Не останавливаясь здесь более Дыально на проблеме построения 
стартового приближения м0(;с) к решению задачи (2), (3), отметим лишь, 
что наряду с упомянутым способом выбора начального приближения с ис
пользованием на вспомогательной сетке какого-либо численного метода в
качестве m0 (jc) 

типа м0 (jc) = у

можно избрать также и более простую конструкцию, даже 

или, скажем,
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« о М  = У + (4 )

где /  = / ( f , y ) ,  Ц > | Л М | ,  % =  x - t .

О некоторых свойствах приближения вида (4) смотри, например, в рабо
те [1].

Локальная ошибка E0 (х) = и (х )-м 0 (х ), E0 (г) = 0 , начального прибли

жения м0 (х) является, очевидно, решением следующей задачи Коши:

E0(■*) = /(■*,.«о(■*)+E0(х))-м0'(х), е0(0 = 0, t < x < t + x .  (5)
C точки зрения сложности численного решения задача (5) мало отлича

ется от задачи (2), (3). Принципиально более доступной в этом отношении 
является начальная задача

= /Тх.мЛхУі-мЛх). 80(f) = 0, t < X < t + x , (6)
для приближения S0(х) к E0 (х ) .

В силу (6) функцию 80(х) можно трактовать (см., например, [2]) как не

вязку приближенного решения м0 (х) на исходной задаче (2), (3). Значение 
этой невязки может быть вычислено в любой точке рассматриваемого от
резка. Добавляя S0 (х) к м0 (х), можно получить новое приближение M1 (х) 
к точному решению задачи (2), (3):

X  _
“i(0 = “o(0 + J f { z , u0( z ) ) - u0(z) d z , t < x < t  + x. (7)

I '
Так как (см. (7))

ui{x) = f {x ,u0{x)), t < x < t  + x,

то для локальной погрешности E1 (х) = и (х) — M1 (х ), E1 (г) = 0 , можно запи
сать следующую задачу Коши:

£,'(*) = /(-̂ m1 M  + E1 (*))-/(*,«оМ), Ei(0 = 0, t < x < t  + x.
Тем самым по аналогии с (6) приближение S1(X) к E1 (х) можно зада

вать посредством начальной задачи
= Пх.м, |х |) -П х .м „ (х )) . S1 (0 = 0 , t <x<t  + x , 

что позволяет (подобно (7)) получить новое приближенное решение
M2(X) = M0(X)-I-So(X)-I-S1 (х)

исходной задачи, где

8OW = .' f  (z,и0(z))- и 0(z) dz,

8O-O = J /(*,«! (O)“ / (*, u0 (z)) dz.

(8)

(9)

Продолжая и далее Дсюльно рассмотренный процесс построения после
довательности приближений к решению задачи (2), (3), можно по аналогии
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с предыдущим (см., в частности, (8), (9)) записать следующую процедуру 
последовательных локальных поправок:

ui+l(x) = u0(x) + 60(x) + 8l (x) + ... + 8i (х), i' = 0,l,..., (10)

M O  = J /(* > М 0 ) - /(*>й7- і(0 )' dz = ) рД г) dz, 7 = 1,2,...,/. (11)

Набор формул (10), (11) должен быть дополнен, конечно, стартовым со
отношением (8).

Описанный способ рекурсивного уточнения начального приближения 
и0 (je) к решению задачи (2), (3) является, очевидно, естественным обоб
щением широко известного простейшего процесса последовательных при
ближений Пикара, привлекательного прежде всего свойствами сходимости 
(см., например, [3, с. 48, 58]). Уровень эффективности численной реализа
ции такого подхода к построению решения исходной задачи в определяю
щей степени будет зависеть, конечно, от избранного способа приближенно
го нахождения интеграла с переменным верхним пределом в (11).

Рассмотрим один из возможных вариантов кон^і жуирования вычисли
тельных алгоритмов на основе данного подхода.

Для нахождения в аналитической форме приближения к интегралу из
(11), а также с целью улучшения свойств сходимости соответствующего 
процесса приближений и ослабления влияния ошибок округлений восполь
зуемся возможностями тригонометрической аппроксимации.

Предварительно в каждом из интегралов в равенствах (11) (в том числе, 
конечно, и в случае (8)) проведем замену переменной интегрирования

Z = t + - { l  + y).

Тогда будем иметь (в случае (8) -  аналогично)
P (

dy ,  j  =1,2 ,. . . , г ,M - O = - J p .' '+ | 0 + т )Z-I z
где (см. (11), (12))

( 12)

(13)

(14)

Теперь уже в (13) с учетом (14) можно использовать следующую триго
нометрическую замену:

Y = -cos(p. (15)
Тем самым взамен (13) получим равенства

M-O=-J Oj2 о
(  , ф ^

/ +  T s i t l -
Ta X°i .  .

sin(0 do = — f S Д фЫ п Ф do = — Г <7* (ф) г/(р,
2 о .................. 2 о '

(16)7 = 1, 2,...,г,
где (см. (14), (15))

a  = arccos(-ß) = a rccos(l-2 (jt-/)/T ), 0< сс< я. (17)
Принимая во внимание (16), (17), равенствам (8), (10), (11) можно при

дать более удобную для записи форму последовательных приближений:
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=  Mi (л:) + — I оГ(ф) </ф, г' = 0,1,... (18)
^ о

При этом для единообразия в (18) приняты следующие обозначения:

<7т(ф ) = /
• 2 ф/ +  Tsm — ,м„

2
■ 2 ф

/  +  ! S m  -

- /
'  • 2 ф • 2 ф

/  +  TSiII  — ,Mm_, | /̂ +  TSin —

Sintp-

sintp, т = 1,2,..., (19)

sintp. (20)
f ,  , . 2 ф " )- M 0 /  +  T S in  —

2
<?ó (ф) =

По построению функции q (v), i = 0,1,..., являются нечетными и

2л-периодическими, при этом q (0) = q* (л) = 0. Поэтому для подынте
гральной функции в каждом из равенств (18) (см. также (19), (20)) естест
венно использовать следующее разложение в ряд Фурье (см., например, 
[4, с. 219, 227, 229]):

q (ф) =LKj s i n  7 Ф ,
J = i

&Г .,= - К ( ф ) 8Іп7Ф d(p.По

(21)

(22)

Для приближенного вычисления интеграла в (22) разобьем отрезок ин
тегрирования [0, л] на п равных частей точками

(23)

и представим каждый из интегралов по частичному отрезку длиной nS

квадратурной формулой трапеций. Тогда можно записать (см., например, 
[5, с. 144]) разложение

2»-i
Kj =  - Е < 7 *  W s m  7 а *п *=1 '

(24)

где

r U j = r U j  (") = К , Suj (ф) = q * (tp)sin Уф , 0 < Tl < Л .
I In

Пренебрегая в (24) остаточным членом rUj рассмотренной составной
квадратурной формулы трапеций и сохранив в разложении (21) лишь пер
вые л-1 слагаемых, мы приходим к приближенным равенствам

п—\

где

К  (ф) =* яіп (ф) = E K in sin уф, i = o,i,...,
J=i

/  п  —I

K j *  = ~  E К  К  )sin -  K j  .

(25)

(26)

Точные соотношения из (25), (26) с учетом (23) совпадают с соответст
вующими формулами интерполяции синусами (см., например, [4, с. 244]).
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Как известно (см., скажем, предыдущую ссылку), такого рода интерполя
ционный многочлен в случае функций с ограниченной вариацией (см. [4, 
с. 219]) сходится к заданной функции в каждой точке рассматриваемого от
резка, когда число узлов интерполирования неограниченно возрастает. 
Этим данная интерполяция выгодно отличав .»,я от ^ .^пенной для случая 
равностоящих узлов.

Подставив полученное приближенное представление функции q ((р)
(см. (23), (25), (26)) в правую часть (18) и выполнив интегрирование, при
ходим к следующим рекурсивным формулам:

X 1
Ум 0*0 = Уі ( * ) + - £ -  k ,(I-COS /ос). i' = 0,l,... 

2 j=i J
Здесь (см. (18)-(22), (26))

Уо(х) =  и0 ( х ) ,  у „ ( х )  = ип ( х ) ,  т =  1,2,. .. ,

2 я_|
К J = -  E  Яі («* )sin /U1 = b*j n, q0 (cp) = q* (cp), n

(27)

• 2 Ф? - (ф )= /І  t+ xsl.. J ,  у • 2 Ф •t + Tsinz — sincp-
2

- /  / + Tsin2 ym_, . 2 Фf + Tsin — sintp, m = 1, 2,...

C учетом (17) рекурсивные равенства (27) могут быть приведены к виду

W + ^ I 1  K j2 J= I J  1

x - t
1-7)1 1 -2  , i = 0,1,...,

v V х JJ
где через Tj (v), j  = I, 2 ,..., п - 1, обозначены многочлены Чебышева (пер
вого рода), для нахождения которых можно использовать, скажем, рекур
рентные формулы

r*+i(v )= 2 v rm (V )-X m (V), /я = 1, 2 ,..., я — 2 (X(V) = IjX(V) = V).
В заключение заметим, что аналогичные построения можно провести и в 

варианте интерполяции косинусами, если в качестве приближаемой рас
смотреть не всю подынтегральную функцию в (16), а аппроксимировать 
лишь ее первый множитель gj (ср).
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УДК 536.24, 517.968

П.А. МАНДРИК

АНАЛИТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ДВУМЕРНЫХ ЗАДАЧ 
НЕСТАЦИОНАРНОЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ СО 
СМЕШАННЫМИ ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ

The method of dual integral equations with L-parameter is offered in theory of the parabolic 
PDEs (heat conduction equations) with mixed/unmixed boundary conditions on a surface of a 
researched half-space solid. Method allows determining analytical regularities of time-space 
development of appropriate temperature fields.

Мандрик Павел Алексеевич — кандидат физико-математичес
ких наук, доцент, декан факультета прикладной математики и ин
форматики. Основное направление научных исследований -  анали 
тические и численные методы исследования динамических систем, 
моделируемых начальными и краевыми задачами для дифференци
альных уравнений.

Автор и соавтор 70 публикаций, среди которых одна моногра
фия, два учебных пособия, одно научно-популярное издание.

На примере осесимметричной двумерной задачи те- 
^  плопроводности рассмотрены аналитические методы,

позволяющие исследовать нестационарные процессы 
теплопереноса при наличии смешанных граничных условий на поверхности 
изучаемого изотропного полуограниченного тела. В основе предлагаемого 
подхода лежат методы сведения исходной дифференциальной задачи к 
парным интегральным уравнениям в области преобразований Лапласа, 
парных интегральных уравнений к эквивалентному интегральному уравне
нию в области изображений Лапласа и, наконец, метод решения последне
го.

Пусть требуется решить дифференциальное уравнение 
е„ .(r,z,T) + r4 0(.(r,z,T) + 0zi(r,z,T) = a“10t (r,z,T), r , z , i>  0 ,  (I)

с начальными условиями
e(r,z,0) = 0 (2)

и краевыми условиями (г = 0 и
9 ,(0 ,z,t) = 0, (3)

0 г ( ° ° , г , т )  =  О г ( г , о о , т )  =  О ,  (4)

где 9(г,г,т) = Г (г ,г ,т )-Г 0 -  избыточная температура; г,z -  цилиндриче
ские координаты; т -  временная координата; T0 = const -  начальная тем
пература; а > 0 -  коэффициент температуропроводности полуограниченно
го изотропного тела.

В общем случае на поверхности z = 0 могут быть заданы смешанные 
граничные условия третьего рода с поверхностными источниками тепла 
внутри круга ( 0 < г < Л ) и  вне круга ( R < г < °°):

а 10(г,О,т)-А.0г(г,О,т) = а 1(7;с (г ,т )-Г 0) + (71(г,т), 0 < r < R ,  (5)

а 20(г,О,т)-Х0г (г,0,т) = а 2 (т2с (г ,т)-Г 0) + ^2(г,т), R<r <  °°, (6)
где X > 0 — коэффициент теплопроводности полуограниченного изотроп
ного тела; Ot1, Ot2 -  коэффициенты теплообмена на поверхности z = 0 со

62



М а т е м а т  к а  и  и н ф о р м а т и к а 80 л е т  Б Г У

средами, имеющими нестационарные температуры /. і г .т i и T2c (г,т) в
соответствующих диапазонах изменения цилиндрической координаты г ; 

(г,х) и q2(r,%) — соответствующие плотности поверхностных источни
ков тепла.

Решение задачи (1)-(6) будем искать с помощью последовательного 
применения интегральных преобразований Лапласа и Ханкеля [1]

= J 0(г,г,т)ехр(-ут)с/-т, Re s> 0 ,  (7)
о

Qh (p,z,s)= J J 0(r, z,x)exp (—.ух)У0 (pr) г dr dx, Re .у> 0. (8) 
о о

В дальнейшем по умолчанию будем предполагать Re s > 0 всякий раз, 
когда будет встречаться комплексный L-параметр s .

Применяя (8) к уравнению (1), учитывая условия (2)-(4) и используя 
формулу обращения для интегрального преобразования Ханкеля, можно 
показать, что

QH(p,z,s) =—A(p,s)exp -zyjp2+% , (9)

е(г, г, j ) = JA(p ,. OexpJ-Z^P2 + i \ f 0{Pr)dp, (10)

где J0(pr) — функция Бесселя вещественного аргумента первого рода ну
левого порядка [2], A(p,s)  -  вспомогательная аналитическая функция- 
изображение.

Учитывая вид решения (10) при z = 0, из смешанных граничных усло
вий (5), (6) после применения к ним преобразования Лапласа приходим к 
парным интегральным уравнениям с L-параметром

J Ct1+ Xyjp2 + i ) A (p , s ) J 0(pr)dp = a x Tlc (r,s)-^j-  +%{г,я),

O c r c R ,  (11)

](a.2 + \ ^ p 2 + ^ Ä ( p , s ) J 0 (pr)dp = a 2[f2c( r , s ) - ^ + q 2(r,s),

R<r<  оо, (12)
из которых необходимо определить аналитическую функцию-изображение

Отметим, что при s —>0 (что соответствует т —><») из уравнений (11),
(12) мы приходим к парным стационарным интегральным уравнениям, по
лученным и исследованным, например, в [3, 4] при решении уравнения Ла
пласа со смешанными граничными условиями. Кроме того, заметим, что 
при Ot1 —» оо, GC2 —> оо мы имеем нестационарную задачу Дирихле, а при 
GC1 = а , = 0 -  нестационарную задачу Неймана для изотропного полупро
странства при несмешанных разрывных граничных условиях соответствен
но первого и второго родов, которые решаются непосредственно по форму
лам обращения интегралов Лапласа и Ханкеля.
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Здесь мы будем рассматривать только случаи смешанных граничных ус
ловий (5), (6), которые приводят к соответствующим парным интегральным 
уравнениям с L-параметром [5].

Если на поверхности Z = O b круге 0 < г < R задана функция избыточной 
температуры у,. і г , т і - і п. а вне круга действует поверхностный тепловой 
источник плотности q2(r,т), который обменивается теплом по закону 
Ньютона со средой, имеющей температуру Т г Л ^ )  и коэффициент тепло
обмена а . ,  то парные интегральные уравнения (11), (12) при Ot1- >°о, 
OC2 > 0 преобразуются к виду

OO г р

{p,s)J0{pr)dp = T,Ar.x)— j-.
А

]ć , ( p , x ) Jp -  + - J 0(pr )dp = X~' f 2(r,s) ,
о У а

O c r c t f ,  (13) 

R < r< °о, (14)

где Q (p ,s )  = 1 + (Хч

^ Р 2 + а
ос.

A(p,s) ,

. f i { r^ )  = QLi T2c (г,s) +<hir’s)-
1V 2 + i + “ 2  ̂ '

Если на поверхности z = 0 в круге O e r e t f  действует поверхностный 
тепловой источник плотности qx (г,т), который обменивается теплом по 
закону Ньютона со средой, имеющей температуру Tic (г,т) и коэффициент 
теплообмена OC1, а вне круга задана функция избыточной температуры 

то из (11), (12) при OC1 > 0 , сс2 —>°о получаем другую стан
дартную форму парных интегральных уравнений с /^параметром

C2(p,s)Jo(pr)dp = h~lf i ( r’S)’ O e r e t f , (15)А

J C2(p ,s)J0{pr)dp = T2c(^s ) - -J - , t f e r e o o ,  (16)

где C2(p,s) = A(p,s) ,  g2(p,s) = ~ GC1

В общем случае ос, > 0 , а2 > 0 , аг + ос; Ф и. приходим к парным инте
гральным уравнениям с /^параметром вида

OO

C{p,s)J0{pr)dp = f x{r,s), O e r e t f ,  (17)

I C (p,s)J0(pr)dp = / 2(гд ) , t f e r e o o , ( 1 8 )

где C{p,s)= а 2+ХуІр2+ ^  A(p,s) ,  g(p ,s )  = -a,
a 2 + XyjP2 + |
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Таким образом, решение смешанных двумерных осесимметричных за
дач нестационарной теплопроводности для полупространства при подводе 
к нему тепла через круг известного радиуса сводится к исследованию стан
дартных парных интегральных уравнений с L-параметром вида (13), (14), 
или (15), (16), или (17), (18), из которых требуйся определить неизвестные 
аналитические функции-изображения соответственно C1 (р,.у), или
C^{p,s), или C{p,s).

Рассмотрим сейчас метод решения парных интегральных уравнений
(13), (14), например, в случае / 2(г,.у) = 0 и  я. i p..vi = u. что не нарушает
общности, так как, доопределив функцию f 2(r,s) нулевым значением на 
интервале 0 < г < к , уравнение (14) всегда можно сделать однородным [5], 
включив известную функцию / 2 (г,.?) в правую часть уравнения (13).

В этом случае интегральные уравнения (13), (14) принимают вид

°\A(p,s)J0(pr)dp = Tw(r,s)~ (19)

] A(p, .?)Jp2 +—J0(pr)dp = 0, R<r<oо. (20)

Введем в рассмотрение новую неизвестную аналитическую функцию 
ср(г,.у), связанную с функцией A I п. s I соотношением

R (  i

\1ТA{P'S) = ~f - ^  fy(M)cos
r 2 + i °

■ dt,  
a (21)

подстановка которого обеспечивает автоматическое выполнение второго 
парного уравнения (20) за счет соответствующего разрывного интеграла 
при R < Г < OO [6].

Подставив (21) в первое парное уравнение (19) и выполнив необходи
мые преобразования для определения неизвестной аналитической функции- 
изображения ср(г,.у), приходим к одному интегральному уравнению вида 
Гб]

ср(г,.у)-^|ф(г,.у)^:1(/-,Г,.9)Л = ^(г,,у ), O c r c f l ,  (22)

где

(г,M ) =
s»n(( '—r)>/¥) s'n(it + r ) y ß )

t - r t + r

ц с о ^ С - м 1)'

J
dp.

Рассмотрим метод определения неизвестной аналитической функции 
ср(г,.у) из интегрального уравнения с /^параметром (22) в случае 
— . T TTic (г, ,•>) = — ZfZ — _ Суть метода (подобно [7, 8]) состоит в том, что анали

тическая функция ср(м) представляв и-я функциональным рядом
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~R'1~ (')(>£) •(p(f ,.s) =  - e x p
л .

а аналитическое ядро K1 (г, t ,  s) рядом

( r , t , s ) =  £  Cm ( t ,  г ) (V7) ,
m=L

где

(23)

sin I гс-м =4 г И  [('+'■ Г ' + ( ' - гГ ' ] - (24)

Тогда из уравнения (22) после определенных преобразований для опре
деления функциональных коэффициентов (ря (f) получаем рекуррентную 
формулу

<?n( t )  =  l ( T c - T 0 )  D n { R , t )  +  - i ] c m(^t) cp„_m ( ą )  d\, 0 < t < R ,  ( 2 5 )
TC TC т - 0  о

где

D m( R f t )  =  - L
J=о

V Y
R

cos .71 V п\

Можно доказать, что функциональные коэффициенты cp„(f), опреде
ляемые формулой (25), могут быть записаны в явном виде

% { t )  =  2 { T c - T 0 ) ( ^ y  i b n, R n- ' t ' , 0 < t < R ,  (26)
i=0

где числовые коэффициенты bn i определяются рекуррентно по формуле

1I
b  . = ---------

V n
ZOS t  — +

I

T T4 __
__

I 7-1
L —

Tt
s in

n , i 2 7=<+i 7  !J t  i I 2
I-J
L -

к =O J
и  . . у

■ I c - І n ~ J ’ k

причем очевидно, что оП1 = 0 для нечетных значений индекса i .
Подставив выражение cpn (t ) из (26) в (23) и воспользовавшись форму

лами (21), (10), находим искомое решение в области изображений.
Отметим, что решение аналогичных смешанных задач математической 

физики возможно и в случае рассмотрения иных тел и способов ’здания 
смешанных граничных условий. Так, например, в работах [9, 10] определе
ны закономерности развития двумерных нестационарных температурных 
полей в неограниченной изотропной пластине при смешанных на окружно
сти граничных условиях на одной из ее поверхностей и любых несмешан
ных граничных условиях на другой ее поверхности; метод решения неста
ционарной задачи нагрева полупространства через бесконечно длинную 
полосу на его поверхности предложен в работе [11], а через кольцевую об
ласть — в работе [12]; модель изотропного непрозрачного полупространства 
при тепловом потоке, характерном для лазерного источника тепла, изучена 
в [13].
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СПЕКТРАЛЬНЫМ РАДИУСОМ И Т-ЭНТРОПИЕЙ

The formula for the spectral radius of arbitrary weighted shift operators acting in Lp spaces is 
established. The formula contains as a component a new dynamic invariant -  T-entropy (the 
mathematical analogue to the thermodynamical entropy). It is proved that the logarithm of the 
spectral radius and Т-entropy are linked by the Legendre transform.
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Спектральный радиус и термодинамика. При решении разнообраз
ных математических и физических проблем возникает необходимость ис
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следования спектральных свойств операторов, действующих в пространст
вах F(X) функций на множестве X, вида

где у -  заданное отображение множества X в себя (описывающее динамику 
процесса), (Г /)(д;) = /(у(л;)), f e F ( X )  -  эволюционный оператор, а(х) -

некоторая функция и (af)(x) = a ( x ) f ( x ) -  оператор, задающий “влияние 
opedbF (в частности, в статистической физике используются функции а ви
да а — ер , где ф -  фазовый потенциал исследуемой системы). В “чисто ма
тематических” задачах оператор аТ обычно называют взвешенным компо
зиционным оператором, или оператором взвешенного сдвига.

C физической точки зрения наибольший интерес представляют равно
весные состояния и предельные характеристики системы. C такими харак
теристиками и связаны спектральные свойства оператора аТ. Так, в стати
стической физике величина In г (аТ) есть термодинамический потенциал
системы. В математике необходимость подсчета спектрального радиуса 
возникает как в связи с проблемами разрешимости различных классов 
уравнений и устойчивости их решений, так и в других задачах, в частности 
в теории случайных процессов, функция In г (аТ) играет роль производя
щей функции для кумулянтов предельной случайной величины.

Напомним, что для термодинамических систем справедлив следующий 
закон, связывающий основные термодинамические величины:

где T -  абсолютная температура, ß = — , к  — постоянная Больцмана, F -  по-
кТ

тенциал Гельмгольца (совпадающий с произведением термодинамического 
потенциала на абсолютную температуру), U -  внутренняя энергия системы, 
S — энтропия.

Кроме того, известно, что S (ß) выпукло зависит от ß и известен вариа
ционный принцип “природа стремится к максимуму энтропии” (при фикси
рованной внутренней энергии системы).

В настоящей статье получена формула для спектрального радиуса про
извольного оператора взвешенного сдвига аТ, действующего в пространст
вах типа If. Установленный результат (теорема 2), по сути, является “чисто 
математическим” аналогом закона (2). При этом использован введенный и 
исследованный авторами в [1] новый “чисто математический” объект -  
Т-энтропия (определяемая в терминах динамической системы (см. опреде
ление 4), обобщающая понятие термодинамической энтропии. Доказано, 
что In г (а7) является преобразованием Лежандра от Г-энтропии. Необхо
димо подчеркнуть, что Г-энтропия не совпадает с известным в теории ди
намических систем понятием энтропии, восходящим к соответствующему 
объекту теории информации.

Вычисление спектрального радиуса. Краткая история. Пусть 
AcL(B)-  подалгебра алгебры L(B) линейных непрерывных операторов, 
действующих в банаховом пространстве В, изометрически изоморфная

([аГ ]/)(х ) = а(л:)/(у(л:)), f s F ( X ) , (1)

F(ß) = n ( ß ) - r S ( ß ) , (2)
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C( X)  для некоторого компакта Х , Т е  L(B) -  некоторый обратимый изо
метрический оператор, удовлетворяющий условию TAT1=A. Оператор аТ, 
as А, мы будем называть (абстрактным) оператором взвешенного сдвига (с 
обратимым сдвигом T и весом а). В такой форме может быть получено 
описание различных операторов взвешенного сдвига, действующих в кон
кретных банаховых простран^шах (см., например, [2]).

А Л
Автоморфизм T : А —> А...(Т(а) = ТаТ~1) каноническим образом поро

ждает гомеоморфизм у: X  —> X  , такой, что Т(а) = а ° у . В частности, это 
означает, что Та = (а °у )Т . Для таких операторов взвешенного сдвига из
вестна следующая формула для вычисления спек^ального радиуса г(аТ) :

In г(аТ) = шах L In а da,  (3)
Ц£ Му'* 1 1 '

где My -  множество всех вероятностных у-инвариантных мер на X.
Гипотеза о справедливости формулы (3) была высказана А.Б. Антоневи- 

чем и для ряда конкретных ситуаций доказана, например, в [3, 4], где также 
осуществлено соответствующее явное описание множества Mr  В общей 
форме (для произвольного гомеоморфизма у) формула была доказана 
А.В. Лебедевым [5] и А.К. Китовером [6]. Приложения формулы (3) к вы
числению спектральных радиусов разнообразных операторов взвешенного 
сдвига приведены в [2].

В ситуации, когда у  -  необратимое отображение, известные на данный 
момент результаты, касающиеся соответствующих формул спектрального 
радиуса, можно разбить на два класса. В первый класс входят результаты, 
относящиеся к ситуации, когда операторы взвешенного сдвига действуют в 
пространствах типа C( X)  или IT ( X ) . В этом случае формула (3) сохра
няет свой вид (см., например, [7]). Во второй класс входят результаты, от
носящиеся к операторам в пространствах типа Lp ( X ), 1<р<оо. Здесь до на
стоящего времени формулы спектрального радиуса были получены только 
для отображений у  очень специального вида. Оказалось, что они имеют 
качественно иную природу; в них добавляются новые компоненты — раз
личные динамические характеристики у. Для непрерывного растягивающе
го к-листного накрытия у  многообразия X  в работах Ю.Д. Латушкина и 
А.М. Стёпина [8, 9] была вскрыта связь между спектральным радиусом 
оператора взвешенного сдвига, порожденного отображением у, и тополо
гическим давлением, ассоциированным с у. Тем самым в силу известного 
вариационного принципа для топологического давления [10], включающего 
в себя в качестве компонент интеграл и энтропию, был найден вариацион
ный принцип для спекірального радиуса в исследуемой ситуации. В рабо
тах А.В. Лебедева и О.В. Маслака [11] с помоіітчо введения новых тополо
гических инвариантов для преобразования у компакта X  был получен ряд
оценок для спек ip ал ьно го радиуса, найдено новое доказательство результа
та Латушкина-Стёпина и показано, что формула (3) и результат Латушки- 
на-Стёпина являются в некотором смысле предельными возможными слу
чаями — в более общей ситуации полученные формулы несправедливы.
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Вопрос об общей формуле спектрального радиуса для операторов взве
шенного сдвига в пространствах типа Lp (X ) н о  том, какие компоненты
должна содержать эта формула, оставался по-прежнему открытым.

В данной работе такая формула найдена.
2. Основные объекты. Аксиоматика

Модельный пример. Начнем с модельного примера, поясняющего есте
ственность вводимых далее объектов.

Пусть lA.iz.D) -  пространство с вероятностной мерой D и у есть из
меримое, сохраняющее меру отображение X в себя, т. е. D(Y-1CO) = D(Oi) для 
любого Oie й  (заметим, что это условие, в частности, влечет за собой ра
венство D(Y(AT)) = I). Рассмотрим пространство Lp (AT, v), 1<р<оо и алгебру

А операторов умножения на функции ае  ZT(Ar5D). Зададим оператор сдви
га Т, порожденный отображением у , формулой

(Tf)(x) = f(y(x)), /G L 1(X 5D) (4)
Оператор аТ будем называть оператором взвешенного сдвига (с весом а). Из 
(4) следует, что

Та = (а°у)Т, а е А .  (5)
Отметим, что на алгебре IT (X 5D) отображение (4) задает эндоморфизм, 
т. е. T (a b) = T{a) T (b), a,be IT (X 5D). Пусть ^ -  разбиение X, образо
ванное прообразами Y > т. е.

4={тГ1(у)}>вЛ. .
Через ^(jc) мы обозначим элемент S1, содержащий д:. Рассмотрим кано

ническое фактор-пространство ( л р,ы,:,х)і), соответствующее разбиению

и множество канонических условных мер Djc(Y)5 где x = Ł,(x) для некото
рого X. Эти объекты определяются равенством

\х f i x ) rfD(ic) = JjftrfD^(t)\j(y)dX>x(у), / e  L1(X 5D)
(детали см., например, в [12], п. 1.5).

На пространстве L°°(A,d) зададим оператор Ъ условного математиче
ского ожидания формулой

=  J v - 'r ,*“ W ß u ; Ч У 1 ,  . (6)
определенной для почти всех х.

Непосредственные вычисления показывают, что

аТ)"
I f ( X y )

En
П-1
п  у
Jt=O

(7)
ЛГ(ДГ.у)

и задача о вычислении спектрального радиуса оператора аТ сводится к 
вычислению предела

'п-1
г(аТ) = Iim En JJ а

*=о
р п
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Аксиоматика. Рассмотрения, приведенные в начале раздела, делают ес
тественным введение ряда объектов, позволяющих аксиоматически описать
операторы взвешенного сдвига в пространствах типа Lp .

Напомним прежде всего, что если А — полупро^іая коммутативная ба
нахова алгебра с единицей, то преобразование Гельфанда задает изомор
физм этой алгебры с некоторой подалгеброй алгебры C(X)  непрерывных 
функций на пространстве X  максимальных идеалов А . Мы будем отожде
ствлять А с ее образом при преобразовании Гельфанда. Известно (см. [7]) 
следующее описание эндоморфизмов таких алгебр:

Если F : А —»А -  эндоморфизм полупростой коммутативной алгебры А 
с единицей, то существуют открыто-замкнутое подмножество Y с  X и 
непрерывное отображение у: Y X  , такие, что

(Fa)(x) = х(х)а(у(х)), ае  А, хе  X, 
где % -  характеристическая функция множества Y .

В частности, если F(I) = 1, то Y = X  и
(Fa)(X) = а(у(х)).  (8)

Пусть теперь F  -  некоторый эндоморфизм алгебры C(X) вида (8), где 
у: X—>Х отображение на и E — некоторый положительный левый обратный к 
F  (т. е. E (а )> 0 , если а > 0 ) ,  удовлетворяющий условию ||Е <1 (ясно,
что при этом |F | =1). Теперь пример, рассмотренный ранее, и сделанные
замечания делают естественными следующие определения.

Определение 1. Пусть AczL(B) -  подалгебра алгебры L(B) линейных 
непрерывных операторов, действующих в банаховом пространстве В , изо
метрически изоморфная C(X)  для некоторого компакта X, F -  некоторый 
эндоморфизм А вида (8) и E — некоторый фиксированный положительный 
левый обратный к F  (т. е. Е(а) > 0 , если а > 0 ), удовлетворяющий условию 
F(I) = I.

Определение 2. Будем говорить, что оператор TeL(B) является (абст
рактным) оператором сдвига, порожденного F, и аТ, аеА, является (абст
рактным) оператором взвешенного сдвига (в пространстве типа Lp, 
1<укоо), если

1) выполняется равенство (5),

2 ) Ial Г E n
Цв) п  > /

*= о
(9)

C ( X )

Замечания. 1) Модельный пример вкладывается в общую схему, и в об
щей схеме сложность вычисления спектрального радиуса та же самая, 
что и в модельном примере (ср. (9) и (7)).

2) Если у -  гомеоморфизм (т. е. F  -  автоморфизм), то Е(а) = а °у  и 
формула (9) имеет более простой вид

л-1
Ia l )

IlL(B) П Y (Ю)
Ar=O C (X )

Именно по этой формуле и вычислялась норма (аТ)п при выводе ва
риационного принципа (3).

71



1921-2001 М атематика и инф орм атика

2. Формула спектрального радиуса оператора взвешенного сдвига
Через M мы обозначим совокупность всех борелевских вероятностных 

мер на X  , а через My -  множество всех у-инвариантных мер из M .
Определение 3. Пусть це M . Конечное борелевское разбиение

D = M J ...... и,, i пространства X  назовем ц. -правильным, если каждый его
элемент имеет внутренние точки, а у его границы есть окрестности сколь 
угодно малой меры ц .

Определение 4. T-энтропией т(ц) меры ре M относительно заданного
оператора E , введенного в определении 2, называется число

„ . т„ (U1D)
T(P) = In f-i^---- -,

n ,D  п

где т . (а.и)  = sup H (D )In  — ( I I )
т е М  D e D  " "

Здесь инфинум берется по р-правильным разбиениям D . Считается, 
что если p(D) = 0, то соответствующее множеству D слагаемое в (11) об
ращается в нуль независимо от значения E,nm(D).

Теорема 1 [1]. 1) т(р)<0 для любой меры ue M .
2) Если у -  гомеоморфизм, то т(р) = 0 для любой меры р е  M .
3) т(р) является вогнутой и полунепрерывной сверху функцией на М. 
Теорема 2. (Вариационный принцип). Для спектрального радиуса опе

ратора а Т , введенного в определении 2, справедлива формула

In г{аТ) =max Jx In a d\l1+ ( 12) 
р

Замечания. I) В силу утверждения 2) теоремы 5 в случае, если у — го
меоморфизм, данная формула переходит в формулу (3).

2) Пусть ф = 1п а , А.(ф) = In г(аТ) , тогда формула ( 12) означает, что 
А,(ф) есть преобразование Лежандра от функции т(р ).

3) Формула (12) вскрывает разделение при вычислении спектрального 
радиуса на статическую составляющую (первое слагаемое в правой части 
зависит только от веса а) и динамическую составляющую (второе слагаемое 
зависит только от сдвига у).

4) При р —»оо формула (12) переходит в формулу (3), и тем самым для 
пространства типа C( X)  и С°( Х)  восстанавливается формула (3) для 
произвольного у.
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М. А. ЖУРАВКОВ

РАСПРОСТРАНЕНИЕ МАКРОТРЕЩИН 
В ПОРОДНЫХ МАССИВАХ

The most of modem theories of fracture are based on the consideration of progress of one 
macrocrack under various kinds of external loading. These theories usually don’t consider 
macrocracks origin ways. The body is assumed to have macrodefects in beginning. These theories 
can be used for solution tasks about fracture of geomaterials, because geomaterials have enough 
microdefects, which even under low stress can leader to appear of macrocrack. But it should be 
noted, some peculiarities of application of these theories for geomaterials. For example, during 
finding of conditions and character of crack increase it should be took into consideration 
inhomogeneous of geomaterials, relative scales both body and crack, possible ways of loading and 
as result special type of fracture conditions. It should be separated types of geomaterials in depend 
on their properties and stages of macrocracks increase. The solution of these problems and 
approximate analysis one of macrocracks origin ways briefly has be stated in this paper.

Журавков Михаил Анатольевич -  доктор физико-математичес
ких наук, профессор, заведующий кафедрой теоретической механи
ки и робототехники механико-математического факультета. Область 
научных интересов — методы математического и компьютерного 
моделирования в механике деформируемого твердого тела и геоме
ханике, геомониторинговые системы. Опубликовал более 200 науч
ных трудов, из них семь монографий. Автор четырех изобретений.

Внешнее воздействие на твердое тело может привес- 
I ти к его механическому разрушению. Предельными 

случаями разрушения являются идеально хрупкое, при 
котором тело разделяется на части без остаточных де

формаций, и идеально вязкое, при котором неограниченно уменьшается хо
тя бы один из линейных размеров тела. На практике обычно предельные 
случаи не реализуются. Поэтому под хрупким и вязким разрушением пони
мают разделение тела на части соответственно без заметных или при ярко 
выраженных остаточных деформациях. В отдельный тип имеет смысл вы
делить разрушение при предельном накоплении микроповреждений. Все 
эти три типа разрушения на финальной стадии обычно сопровождаются об
разованием макротрещин вследствие неоднородности напряженно-дефор
мированного состояния.

Первые два случая реализуются при достижении одной из компонент 
тензора напряжений в некотором элементе горного массива критической 
величины (предела текучести, предела прочности). При этом разрушение
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элемента области от влияния трещины происходит почти мгновенно. Учи
тывая структурные особенности материала и способ приложения внешней 
нагрузки, можно указать разрушившийся элемент массива и возможные на
правления развития трещин (они обычно параллельны площадкам макси
мальных растягивающих напряжений).

Вместе с тем реальные объекты обычно разрушаются при сравнительно 
малых напряжениях. Данное обстоятельство объясняется накоплением по
вреждений, вызванных напряженно-деформированным состоянием (дли
тельное нагружение, циклическое нагружение), воздействием внешней сре
ды, структурой самого материала массива и т. д. Таким образом, развитие 
разрушений с течением времени можно считать результатом сложного 
взаимодействия ряда процессов, развертывающихся во времени. В этом 
случае вследствие неоднородности напряженно-деформированного состоя
ния финальным этапом разрушения элемента также является образование 
макротрещин.

После образования макротрещины происходит разгрузка некоторого 
объема материала. Соответственно встают вопросы: будут ли образовав
шиеся трещины развиваться в других элементах массива и при каких усло
виях и вызовет ли это развитие разрушение массива в целом. Для ответа на 
эти вопросы требуется решить две задачи: об условиях развития трещин и о 
характере этого развития (устойчивом или неустойчивом).

Приближенный анализ возникновения макротрещин 
в условиях роста поврежден пости материала

Повреждения материала можно разделить на рассеянные дефекты -  ма
лые по размерам и встречающиеся во множестве в единице объема, и круп
ные магистральные трещины, появляющиеся обычно в финале процесса 
разрушения. Проанализируем процесс накопления рассеянных поврежде
ний. Прежде всего необходимо отметить, что накопление повреждений яв
ляется случайным процессом. Подобное положение побуждает к поискам 
путей описания поврежденное™, допускающих простое сопоставление с 
опытными данными и рассмотрение различных прикладных задач. Этого 
можно достигнуть, если ввести некоторую априорную характеристику по
врежденное™, которая будет у^іанавлйвать сравнение теории с экспери
ментом.

В простейшем варианте поврежденность можно описать некоторым ска
ляром 1>\| />0 [1]. В начальном состоянии при отсутствии поврежденно-
сти \|/ = 1; с течением времени функция \|/ убывает. Функцию Xj/, по сути де
ла, можно интерпретировать как «сплошность».

В принципе у  можно дать статистическое толкование. Поэтому измене
ние сплошности \|/ можно описать некоторым кинетическим уравнением; 
последнее согласно представлениям статистической физики имеет структу
р у

at ( 1)

где F зависит от \|/ и некоторых других переменных, существенных для 
данного процесса.

Остановимся на простейшем случае, полагая, что процесс разрушения 
прежде всего зависит от уровня напряженного состояния. Как характери
стика напряженного состояния, существенно влияющая на длительную
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прочность, обычно выступает некоторое эквивалентное напряжение с э. 
Можно рассмотреть наиболее простое (но во многих приложениях удовле
творительное) выражение для с э [3]

оэ—Omax, (2)
где Omax -  максимальное растягивающее напряжение.

Функция V)/ характеризует сплошность материала; отношение 
можно интерпретировать как некоторое эффективное напряжение.

Примем, что скорость роста поврежденное™ определяется эффективным 
напряжением, т. е. для (1) получим

d\f
dt

\
= F

Остановимся для простоты на случае степенной зависимости
d\|/
~dt

= -А Опт
V

(3)

(4 )

где А > 0, п > О -  постоянные (А -  коэффициент, п -  показатель трещино
образования).

Замечание. Степенную зависимость следует интерпретировать не как 
физическую закономерность, а лишь как удобную во многих случаях ап
проксимацию.

Интегрируя (4) при начальных условиях (\|/ = 1 при t =1), получаем

I-Y" (5)= A(n + l) \c nmaxdt. 
о

В случае, когда напряжение постоянное и равно а0, из уравнения (5) еле 
дует

I-XjF+1 = Л(л + 1)о£/ •
Считая, что в момент разрушения t сплошность w = 0, то

t = ------ !-----г .  (6)
А(п + 1)<T'Ö

Сопоставляя время t с экспери
ментальным временем разрушения, 
можно определить постоянные А и п 
для данного материала при данных 
условиях (рис. 1).

Если поле напряжений -  однород
но ное, то повреждения нарастают рав

номерно по объему и по достижении 
напряжением своего критического 
значения разрушение происходит 
мгновенно.

Если же напряженное состояние тела неоднородное, то при анализе про
цесса разрушения тела необходимо различать две стадии. На первой стадии 
(сстадии скрытого разрушения) 0<f<fi в каждой точке тела сплошность \|/>0. 
В момент f = f, в некоторой точке (или области) тела возникает местное 
разрушение; рассеянные микротрещины сливаются, возникают макротре
щины; процесс накопления рассеянных микроповреждений становится не

Рис. 1. Кривая зависимости времени хруп
кого разрушения от напряжения O0. 

Пунктиром нанесен действительный ход кривой
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устойчивым. В дальнейшем разрушение протекает сравнительно быстро и 
идет преимущественно вследствие роста магй^і^альных трещин.

Строгий анализ возникновения и развития магистральных трещин про
извести крайне трудно. Однако в первом приближении заключительную 
стадию разрушения тела можно описать, сохранив и при t > схему рассе
янного разрушения путем введения движущегося фронта разрушения.

Итак, пусть в момент t > J1 разрушение захватывает область V2; послед
няя отделена от овальной области V1, где у  > 0 , поверхностью Z -  фрон
том разрушения. На поверхности Z имеем w = О, следовательно,

+ tty rfM = 0 
dt Э и dt

(7)

где и -  координата по нормали к фронту. Учитывая зависимости (4) и (5), из 
(7) получаем уравнение движения фронта разрушения:

du
dt Э

O U  о

Индекс Z означает, что необходимо брать значения соответствующих 
величин на фронте.

В случае однородного напряженного состояния знаменатель правой час
ти уравнения (8) обращается в нуль и фронт разрушения распространяется 
мгновенно. Для неоднородного напряженного состояния скорость du/dt 
конечна.

Распространение фронта приводит к полному разрушению тела в момент 
t — t\ Интервал t: < t< t '  условимся называть стадией распространения 

разрушения.
Рассмотрение фронта разрушения дает представление о кинетике заклю

чительной стадии разрушения. При этом, однако, утрачивается возмож
ность анализа некоторых качественных особенностей картины разрушения. 
Остановимся на одном способе приближенного анализа развития магист
ральных трещин.

Пусть при некотором значении у  = у  0 процесс накопления рассеянных 
повреждений становится неустойчивым и возникает одна или несколько 
магистральных трещин (иногда можно полагать у о=0). Если напряженное 
состояние однородное, то при достижении у  значения у п разрушение про
исходит практически мгновенно, ибо возникшие в слабых Mewах магист
ральные трещины распространяются с большой скоростью в поле рассеян
ных повреждений, находящемся на границе устойчивости.

В неоднородном поле критическое значение ц/п достигается в момент t} 
чаще всего на некотором участке границы тела. Здесь образуется одна или 
несколько изолированных трещин (очагов разрушения), которые в после
дующем распространяются в глубь тела.

В зависимости от способности материала к пластическим деформациям 
напряжения в вершине трещины могут быть оценены величиной G7 (пла
стичность сохранена) или величиной котах , где с _-  номинальное растя
гивающее напряжение в районе вершины трещины, а к -  некоторый эффек
тивный коэффициент интенсивности напряжений (материал охрупчен).
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В первом случае напряжение в вершине трещины а _= а г независимо
от уровня поврежденное™. Разрушение в вершине трещины происходит 
при Xj/ = const, т. е. имеет место соотношение (7), если под и понимать рас
стояние по линии распространения трещины. Тогда согласно кинетическо
му уравнению (4) можно полагать, что d\\f/dt = const. Так как время распро
странения трещины относительно мало, можно принять, что в окрестности 
вершины трещины поле повреждений приближенно характеризуется полем 
\j/T, соответствующим моменту времени J1. В вершине же трещины проис
ходит быстрое нарастание повреждений до критического значения Xjz0. Ес
ли принять, что градиент Эх)//Эи пропорционален сплошности viz, —Xjz0, то
гда из (7) получаем

d u _ __ к
dt

(9)
Vt-Vo

где к, -  некоторая постоянная, определяемая из опытов. Так как Ijz1 извест
ная функция от и, то из (9) имеем

= k. (t - t1), ( 10)

Если разрушение тела происходит при некотором значении и — и ,, из 
(10) находится соответствующее время разрушения.

Во втором случае напряжение в вершине трещины равно Jtamax. Соглас
но (4) в вершине трещины значение 3xjf/dt пропорционально а " .... При 
прежних предположениях относительно Э\|//Эи из (7) получаем

du I /т"
i  -  шах

dt Xjzl -Vo
где к{ -  некоторая постоянная. Отсюда вытекает, что

JIbZlbLrfll ( ,-z ,) .

(H)

(12)

Понятие сплошности viz или поврежденное™ to (со=1—v) [4] можно от
носить как ко всему телу, так и к некоторому конкретному направлению. В 
случае, например, сложного нагружения уровень поврежденное™ удобно 
характеризовать вектором Vv> причем равенство всех его компонент ведет к 
полному разрушению материала. Если же нулю равны одна или две компо
ненты, то разрушение неполное, т. е. материал потерял способность сопро
тивляться растяжению на площадках, перпендикулярных соответствующим 
направлениям, вдоль которых компоненты сплошности равны нулю.

Таким образом, зная либо векторное, либо скалярное поле уровня по
врежденное™ и его зависимость от времени, можно определить место воз
никновения и направление развития магистральной трещины в теле. Одна
ко в реальности уровень поврежденное™ горного массива зависит от мно
жества условий, все из которых учесть невозможно. Также учитывая веро
ятностную природу понятия сплошности, можно лишь приблизительно ука
зать возможное место возникновения трещины в горном массиве. Для по
лучения же возможного направления развития трещины, кроме анализа на
пряженного состояния, также нужно учитывать структурные особенности 
как всего массива, так и его элементов.
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Распространение одиночной трещины в нородных массивах
Для практических расчетов интересен следующий пример, к которому 

можно свести множество реальных случаев развития трещины в породном 
массиве.

Рассмотрим область породного массива, ослабленную одиночной тре
щиной, и примем следующие допущения: изменения параметров внешнего 
нагружения считаем медленными и в каждый момент времени постоянны
ми, т. е. задачу решаем как квази^ютическую, трещину принимаем пренеб
режимо тонкой, а тело -  много большим по сравнению с размерами трещи
ны. Рассмотрим случай силового нагружения, когда приложенную нагрузку 
считаем постоянной и приложенной либо на бесконечности, либо на бере
гах трещины. Нагрузкой на бесконечности можно моделировать напряжен
но-деформированное состояние всего породного массива, а нагрузкой на 
берегах -  локальные изменения НДС в окрестности трещины.

Тогда коэффициенты интенсивности напряжений в случае трех типов 
трещин имеют вид [5]:

K1 = qJnL  + р / JnL -  трещина нормального отрыва,
= X2JnL + Q2/J n L  -  трещина плоского сдвига, (13)
= XlJnL + Q1/J n L  — трещина продольного сдвига,

где Ti и Qi -  соответственно касательное напряжение на бесконечности и 
величина сил, приложенных на берегах трещины в случае антиплоской де
формации, х2 и Q2 -  то же самое в случае плоской деформации, q и P -  со
ответственно растягивающее напряжение на бесконечности и расклини
вающая сила, приложенная на берегах трещины в случае плоской деформа
ции.

Условие начала роста трещины запишем в виде [5]:
К,2 + Kfl + К?,, /I I -  v) = const = C .

Подставляя полученные значения для коэффициентов интенсивности 
напряжений, получим:

A/L + L B + S = 1, (14)
I  ̂ в» ^

где A=—  ( - ^ -  + Ql+ P2), ß = ~ ( —!-+T2 +?2), 
п C  1-v C 1-v 2

S = - ( 2 P q  + ̂ -  + 2x2Q2).
C  1-v

Решая уравнение (14) относительно L, получим:
- (S - l )±y](S  - 4  AB

JL J —  ^ - - ~ ~  .
2А

Таким образом, в пространстве параметров нагружения поверхность L, 
описывающая переход трещины в подвижно-равновесное состояние, состо
ит из двух ветвей -  L1 и L2. Условие устойчивого роста трещины в общем 
случае имеет вид

^ - [ ( 1 - v U  + *' <0.

В данной задаче это условие выписывается следующим образом:
L < yjA/B.
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Поверхность L» разделяет области устойчивого и неустойчивого разви
тия трещины и расположена между поверхностями L1 и L2,

Таким образом, поверхность L1 отвечает устойчивому росту трещины, а 
поверхность L1 -  неустойчивому развитию трещины, в данном случае соот
ветствующему глобальному разрушению (распространение трещины до 
бесконечности).

Процесс развития трещины в пространстве параметров нагружения мо
жет быть описан следующим образом. Пусть L = L0 — длина начальной
трещины и пусть осуществляется некоторый процесс нагружения, под ко
торым понимается изменение параметров А, В. В плоскости (А, В) процессу 
нагружения соответствует некоторая изображающая точка. Когда эта точка 
попадет на одну из поверхностей L1 или L2, то трещина перейдет в подвиж
но-равновесное состояние. Если это поверхность L1, то разрушение носит 
катастрофический характер. Если же это поверхность ^2 , то при дальней
шем нагружении возможен устойчивый рост трещины и движение изобра
жающей точки происходит вдоль поверхности L2. Случай разгрузки приво
дит к тому, что изображающая точка, двигаясь в плоскости L = const, воз
вращается на ось L.

Рассматривая предельные случаи, когда один из параметров А или В ра
вен нулю, получим: если 5=0, то ветвь L2 возрастает от нуля до бесконеч
ности и соответственно трещина будет расти устойчиво до бесконечности 
при увеличении величины А. Таким образом, величина л  определяет пара
метры нагружения, вызывающие устойчивый рост трещины. Если A=0, то 
ветвь неустойчивости убывает с бесконечности до нуля и рост трещины по
сле достижения подвижно-равновесного состояния будет неустойчивым
(лавинообразным).

Для иллюстрации этого подхода рассмотрим случай, когда только один 
из коэффициентов интенсивности напряжений отличен от нуля [6].

Пусть к берегам трещины длины 2L в соляном породном массиве при
ложены сосредоточенные силы Р, а на бесконечности тело нагружено рас
тягивающим напряжением q. Вязкость разрушения Kc порядка 
0,3 МПаУ(м)1/2. Коэффициент интенсивности напряжений вычисляется по 
формуле (13), и пусть длина разведанной трещины равна IL  = I  метра. Рас
смотрим возможные отношения между P и q и характер разрушения тре
щины. Подставляя численные значения, получим отношение между P и q
для перехода в подвижно-равновесное состояние:

7л-0,3 IO6 (15)
и условие устойчивого роста трещины в виде:

dK/dL <0=> qK-  P/L < 0 L< P/q% => I < P/qn.
Например, пусть q =100 000 Па, тогда из (15) получаем, что трещина пе

реходит в подвижно-равновесное состояние при P =217 601 Н, причем в 
области неустойчивого разрушения, так как выполняется условие 1 > Р / к р . 
Если q -70 000 Па, то трещина переходит в подвижно-равновесное состоя
ние при P = 311 801 Н, причем в области устойчивого разрушения.

Если изменять параметры нагружения, пока не выполнится условие
qP = Kc/4  (т. е. изображающая точка в пространстве параметров А, В, L 
достигнет гиперболоида 445= 1), то трещина будет расти устойчиво. Если
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увеличивать нагрузку на бесконечности, тогда при q =72 161 Па трещина 
достигнет длины 2L=2,346 м и перейдет в зону неу^.^йчивого разрушения.

Следует отметить, что переход в зону неустойчивого разрушения в данном 
примере не зависит от длины трещины, а только от отношения между пара
метрами q, P vl K c.

Таким образом, если влияние границ тела на выражение для коэффици
ента интенсивности напряжений не зависит (или слабо зависит) от отноше
ния L/ Lx между длиной трещины и характерным размером тела, то устой
чивость состояния подвижно-равновесной трещины описывается только 
отношением параметров

Подчеркнем, что переход трещи
ны в область неустойчивого разру
шения во многих случаях не приводит 
к глобальному разрушению тела. Для 
иллюстрации этого положения можно 
привести следующий характерный 
пример [6].

Пусть в бесконечном пространстве 
имеется цилиндрическая пора с двумя 
трещинами-отростками, отходящими 
от нее вдоль диаметра поры, и пусть 
пространство сжимается на бесконеч
ности напряжением G|>0 и  растягива

ется напряжением О2>0 (рис. 2).
Пусть радиус поры равня^^я R, а длина отростков составляет L-R. То

гда из соображений анализа размерностей КИН на концах ^ .ностков можно 
записать в виде

Ar1 =G1 InRXy(I)+ G2-JlTiRX2(I). (16)
Здесь l = L/R,  a X1(I) и X2(I)-  некоторые функции, определяемые чис

ленно. Их примерные значения можно выразить как [7]:

Рис. 2. Схема для решения молельной 
задачи

MO= 0 ,5S-JT-1 ,  [ Г п  / - 0 , 2 1
(1-0 ,1)3 ’ \  2 / -0 ,76

Вводя соответствующие замены, перепишем (16) в виде:
+ <7 A2(Z)1 р>  0, q> О, 

где Kj = л , / л с , q = о 2у  zu n /л.с , р =
При этом связь между независимыми параметрами нагружения для под

вижно-равновесной трещины имеет вид:
\ = pXy(l) + qX2(l) (р> 0, <7 > 0 , / > 0 ). (17)

Уравнение (17) описывает поверхность S в пространстве I, р, q. Поверх
ность, разделяющая области устойчивости и неустойчивости, дается урав
нением 0 = рХ[ (I) + qX2 (I) и пересекается с поверхностью S по кривой I 
(рис. 3).

В данном случае неустойчивый рост трещин еще не означает катастро
фического разрушения. В самом деле катастрофическому разрушению со
ответствуют такие парами IJjbi р и q, при которых уравнение (17) имеет одно 
или два решения относительно /. Если же оно имеет три решения, то либо

80



М атематика и инф орм атика 80 лет БГУ

/ подвижно-равновесная тре
щина устойчива, либо она 
неустойчиво подрастает до 
устойчивой длины, либо 
(при наибольшем значении I) 
происходит неустойчивое 
глобальное разрушение. Об
щий вид поверхности S и ли
нии I  приведен на рис. 3. 
Часть К поверхности 5, ог
раниченная линией I  и лини
ей пересечения S с коорди
натной плоскостью I, р, отве
чает устойчивому равнове
сию подвижной трещины, M  
— точка перехода области од-

Рис. 3. Поверхность разрушения и ее характерные нозначности функции l(p, q)

Таким образом, при решении задач о разрушении тел с трещинами зада
ча об условиях начала pocia трещины являьм-я второстепенной, а первосте
пенной является задача о выделении в пространстве параметров нагруже
ния областей устойчивости и неустойчивости. Причем каждая область не
устойчивости должна исследоваться с точки зрения возникновения гло
бального разрушения при попадании изображающей точки в эту область.

Также следует отметить, что попадание изображающей точки в область 
устойчивого развития не снимает вопрос о глобальном разрушении тела 
при неувеличивающейся нагрузке, потому что неучет возможных путей 
разгрузки приводит к возможности попадания изображающей точки в об
ласть неустойчивого развития (это хорошо видно на последнем примере), 
что соответственно приведет к глобальному разрушению. Таким образом, 
неучет возможных путей разгрузки приводит к существованию единствен
ной поверхности разрушения.
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ОБ ОДНОМ ПОДХОДЕ К АВТОМАТИЗАЦИИ И ОПТИМИЗАЦИИ 
ПРОЦЕССА ПРИНЯТИЯ У ПРАВЛЕНЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ

Theoretical background and engineering methods for analyzing, designing, developing and 
function optimization of info-technological organization management are presented.

Курбацкий Александр Николаевич — доктор технических наук, 
профессор, проректор по учебной и информационно-аналитической 
работе. Область научных интересов -  построение информационно
технологических систем организационного управления, корпора
тивных информационных систем. Автор около 100 научных публи
каций, в том числе четырех монографий и трех учебных пособий.

Принятие управленческих решений базируется на 
информации, которая является одним из основных ре
сурсов, сырьем и продуктом управления. Не вникая в 
детали, принятие решений на основе информации мож
но представить как решение трех основных задач: сбор 

релевантной информации; организация информации (хранение, распреде
ление, доступ); переработка информации как сырья в информацию как про
дукт управленческой деятельности. Перечисленные задачи к настоящему 
времени достигли высокой степени теоретической проработки, их решение 
обеспечивается применением развитых технических, программных и мето
дических средств. Между тем хотелось бы обратить внимание на важней
шую проблему, решение которой неизбежно на новом витке развития 
управленческих систем и во^і^ебовано уже сегодня. Речь идет о комплексе 
задач, относящихся к технологии принятия управленческих решений. Чтобы 
понять суть этой проблемы, рассмотрим, как решается сегодня третья -  и 
главная -  из сформулированных "информационных" задач. В конечном сче
те именно она определяет и состав первых двух задач.

Современные системы -  информационно-аналитические, поддержки 
принятия решений -  обеспечивают эффективность анализа и обработки ин
формации в смысле результативности, т. е. получения качественного ре
шения. Центральный вопрос здесь состоит в том, к ак  прин и м ать  пра
вильные  решения на основе имеющейся информации, исчерпывающей 
либо неполной.

Теперь обсудим этот вопрос с другой точки зрения: как обеспечить эф
фективность управленческого процесса в смысле продуктивности, рента
бельности, рациональности, другими словами, к а к  правильно  п р и н и 
мать  решения,  увеличить информативность данных как сырья и коэф
фициент полезного действия органа управления.

Как правило, современные автоматизированные системы напрямую или 
косвенно "удешевляют" и ускоряют решения. Но в большинстве случаев 
повышение рентабельности управления достигается за счет улучшения ко
нечного результата -  решения, а не за счет рационализации процесса при
нятия решения, т. е. технологии.

Одна из центральных наших посылок заключается в том, что на основе 
математического аппарата теории информации целесообразно и возможно 
дать количественную оценку ряду понятий: информация, ее ценность и ре
левантность и др. Даже простые формы теоретико-информационных оценок
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позволяют перевести зачастую иллюзорные интуитивные представления о 
ценности и релевантности информации в плоскость обоснованных заклю
чений. Далее необходимо построить теоретико-информационную модель 
принятия решений, которая позволила бы в любой момент управленческого 
процесса ответить на два важнейших вопроса: какое количество информа
ции о решении получено и какое количество информации необходимо и 
достаточно (требуется получить) для принятия обоснованного решения.

Задача повышения продуктивности и снижения ресурсоемкое™ процес
са управления за счет его внутренних резервов, очевидно, относится к клас
су оптимизационных. Допустим, нам удалось выразить числом I  количество 
релевантной информации о решении и оценить стоимость с этой информа
ции. При проектировании технологических процессов принятия решений 
вместо критерия I  —э max (получить максимально полную информацию, а 
затем переработать ее в решение) целесообразно использовать критерий

/---- мпах,
с

где I  = const для конкретной задачи, т. е. получить с минимальными затра
тами информацию, необходимую и достаточную для принятия обоснован
ного решения (причем формальный аппарат позволяет априори оценить ко
личество этой информации).

Идея здесь в том, что, не зная еще самой информации, приводящей к 
решению, на основе априорных знаний и с использованием формальных 
методов следует определить ее ценность, релевантность и спроектировать 
оптимальную стратегию сбора и переработки этой информации. Помимо 
этого, оптимизация в различных формах, должна выполняться на всех ие
рархических уровнях вплоть до отдельных операций обработки информа
ции [1].

Под процедурой (или операцией) принятия решения будем понимать со
вокупность согласованных действий, выполняемых в целях выработки и 
принятия управленческих решений.

Действующими факторами Ф={фі, ф2, ф„) процедуры принятия ре
шения назовем объективные условия и обстоятельства, непосредственно 
влияющие на ее исход, т. е. на принимаемое решение. К основным группам 
действующих факторов мы относим состояние объекта управления, воздей
ствие со стороны вышестоящего органа управления, факторы внешней сре
ды. Далее мы полагаем, что решение принимается и обосновывается по 
данным анализа значений действующих факторов, а действия, направлен
ные на определение этих значений, составляют основную часть процедуры 
принятия решений.

Тестом назовем совокупность действий, выполняемых с целью определить 
значение действующего фактора. Термин "тест" мы используем для краткого 
именования совокупности технологических OnepiiiiMfi, результатом которых 
является некоторое промежуточное управленческое решение, и л и  решение 
формально представляется как значение действующего фактора. Множеству 
Ф={фь ф2, ..., ф„} действующих факторов поставим в соответствие множе
ство V= {vi, V2, ..., vn) тестов. Под стоимостью с (у,) теста у, будем понимать 
интегральную оценку затрат ресурсов, требуемых для выполнения теста.

Комбинация значений действующих факторов ф,, ф2, ..., ф„ определяет 
конкретные условия принятия решений и описывает, иначе говоря, ситуа
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цию, в которой принимается решение. Установить ситуацию -  означает 
выполнить тесты {vb v2, ...,v„} и  определить их значения а ь O2, Om.

Под стратегией принятия решений будем понимать описание состава и 
порядка анализа действующих факторов. По существу, стратегия принятия 
решений задает способ расходования ресурсов в целях определения ситуа
ции и принятия решения.

По сути, нас интересуют множество альтернативных решений, множест
во действующих факторов, описание тестов и их стоимость и главное -  ап
риори заданное соответствие между ситуациями и решениями.

Одной из наиболее удачных форм представления этих сведений является 
так называемая таблица решений. Исходные данные для проектирования 
стратегий принятия решений будем представлять в этой форме. PaccMui ̂ им 
ее более подробно. Не вникая в детали, будем полагать, что для накопления 
априорных знаний и построения таблиц решений используются два основ
ных подхода: сбор и1атистических данных и (или) экспертиза.

Допустим, определено множество действующих факиров процедуры 
принятия решений, получены данные о возможных комбинациях значений 
действующих факторов (ситуациях), и число этих комбинаций равно К.

Обозначим U=[u\, ..., „s, ..., ик} конечное множество ситуаций, в кото
рых принимается решение. Положим, для каждой ситуации usę. U известна 
вероятность p(us) реализации этой ситуации. Другими словами, p(us) есть 
вероятность определенного "стечения обстоятельств", т. е. комбинации зна
чений действующих факторов. Сумма вероятностей p(us) равна единице.

Положим далее, что на основе прошлого опыта или экспертизы уста
новлено, что в ситуации us& U следует принять решение Xi. Пусть 
Х-{х[, . . . ,хт) представляет собой множество решений, где т — число 
возможных решений.

Таким образом, имеется отображение / :  U ->Х множества ситуаций в 
множество решений. Это отображение представляется таблицей реше
ний. Ситуации м5е U ставятся в соответствие решение XiG X, а также резуль
таты аь а2, ..., On тестов множества V={vi, v2, ..., v„}. Результаты тестов 
представляют значения действующих факторов процедуры принятия реше
ния. Таким образом, ситуации как проявления действующих факторов оп
ределяются в таблице решений комбинациями (или наборами) значений 
тестов.

Заметим, что для принятия управленческого решения совокупность из
вестных значений действующих факторов, как правило, является условием 
необходимым, но недостаточным (в отличие от ряда технических систем, в 
которых решение принимается автоматически по результатам тестов). 
Управленческое решение принимается руководящим лицом либо органом, 
и мотивация этого решения обычно включает дополнительные неформаль
ные соображения.

Один из наиболее эффективных подходов к решению задачи принятия 
решений предполагает построение деревьев и диаграмм решений, в которых 
тесты определяют узлы, а листья дерева (диаграммы) указывают подмно
жества ситуаций, в которых принимается одно и то же решение.

Пусть задана решающая функция / ,  а именно:
а) определено множествоX = {дц, ..., хт) возможных вариантов решения;
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б) определены действующие факторы процедуры принятия решения и 
представлены множеством V= {vb v„} переменных решающей функции; 
каждая переменная предъявляет значения действующего фактора, пере
менной поставлена в соответствие технологическая операция, направленная 
на установление значения действующего фактора; для каждой технологиче
ской операции определена стоимость с(Vj) ее выполнения;

в) сформирована таблица решений, в которой наборы значений 
(Xj , оііг, ..., сIj переменных множества V представляют множество U си
туаций; ситуация отражает совокупное состояние объекта управления и 
факторов внешней среды; указано отображение f : U  —»X  множества ситуа
ций в множество решений.

Таким образом, априори известно, что в некоторой ситуации us реко
мендуется принять решение je,. Следовательно, с точки зрения исследовате
ля задача нахождения формального решения (с целью выработать рекомен
дации лицу либо органу, принимающему ответственное решение) сводится 
к распознаванию ситуации. Oiw означает, что путем выполнения техноло
гических операций и установления значений действующих факторов необ
ходимо выделить ситуацию среди множества других ситуаций. При этом не 
требуется различать ситуации, в которых принимается одно и то же реше
ние. Характерными признаками (атрибутами) ситуации являются значения 
действующих факторов, представленные значениями переменных решаю
щей функции.

Задачи выработки стратегии принятия решений можно рассматривать в 
следующих двух вариантах.

1. Разрабатывается методика нахождения формального решения в реаль
ном режиме времени. Реализация этой методики предполагает создание ин
терактивной подсистемы, задача которой состоит в том, чтобы при задан
ных значениях группы действующих факторов выработать рекомендацию, 
значение какого фактора необходимо определить следующим (т. е. какую 
технологическую операцию нужно выполнить следующей), с тем чтобы 
минимизировать стоимость принятия решения. Данную методику целесо
образно применять при реализации процедур принятия решений уникаль
ного содержания.

2. Разрабатываются методики конструирования деревьев решений. Дере
во решений определяет действия оперирующей стороны, а именно состав и 
порядок выполнения технологических операций во всех заданных в таблице 
решений ситуациях. Эти методики предназначены для проектирования 
стратегий принятия решений типовых (массовых) процедур.

Для поъ1|Юения деревьев решений предлагаются две методики.
Первая методика предназначена для конструирования дерева решений в 

общем случае. При ее реализации строится такое дерево решений, в кото
ром не накладываются ограничения на порядок выполнения тестов. Прак
тически это означает, что узлу дерева решений может ставиться в соответ
ствие любая переменная решающей функции. В результате для различных 
ситуаций порядок выполнения тестов в общем случае различен. Такое де
рево решений отвечает требованиям оптимальности (квазиоптимальности) 
с точки зрения принятого критерия эффективности, но имеет ряд не
достатков при практической реализации стратегий принятия решений в 
управленческой сфере.
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Результатом применения второй методики является так называемое упо
рядоченное дерево решений, в котором выбор следующего теста не зависит 
от результатов предыдущих тестов. Для выполнения этого условия конст
руируется дерево решений, в котором узлам одного уровня соответствует 
один и тот же тест. При реализации стратегии, которую задает такое дерево 
решений, для нахождения решения в различных ситуациях выполняется 
различное число тестов, но порядок их выполнения не изменяется. Этот ча
стный случай интересен как в практическом, так и в теоретическом плане.

C практической точки зрения упорядоченные деревья решений просты в 
реализации, допускают возможность эффективного планирования процесса 
подготовки и принятия решений и его распараллеливание. В теоретическом 
плане рассмотрение данного частного случая деревьев решений позволило 
исследовать более эффективную с точки зрения вычислений технику опре
деления информационных оценок и альтернативный критерий оптимиза
ции. Его применение позволяет находить последовательности выполнения 
технологических операций не только наиболее информативные, но и до
ставляющие информацию, наиболее релевантную искомому решению.

Подробное описание теоретико-информационного метода анализа ре
шающих функций, теоретико-информационной модели процедур принятия 
решений и информационно-технологической модели управления в целом 
имеется в [1—3].
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Пападимитриу и Янакакис [2], Вишванатан [3] исследовали специальные 
случаи (TSP), когда веса ребер (дуг) равны 1 или 2.

Вместо задачи коммивояжера с весами ребер (дуг) 1 и 2 мы будем рас
сматривать задачу коммивояжера на максимум (MTSP) [4-6] с весами 1 и 0. 
Задача MTSP формулируется следующим образом: в полном взвешенном 
графе Kn с неотрицательными весами дуг необходимо найти гамильтонов 
контур с максимальным суммарным весом дуг.

Основная причина подобного сведения состоит в том, что обе задачи 
(TSP с весами 1 и 2 и MTSP с весами 1 и 0) взаимосвязаны с точки зрения 
гарантированных оценок.

Действительно, пусть C -  матрица весов размера пхп для TSP с весами 
1 или 2. Рассмотрим задачу MTSP с матрицей весов С, элементы которой 
вычисляются по правилу C lj- I -C lj.

Множество ребер (дуг), построенных алгоритмом для задачи MTSP бе
рется в качестве решения для исходной задачи TSP с весами 1 или 2.

Очевидно, что если приближенный алгоритм для задачи MTSP с весами 
ребер 1 или 0 имеет гарантированную оценку I-t, то он может быть исполь
зован для задачи TSP с весами 1 или 2 описанным выше образом, причем 
его гарантированная оценка будет равна I +t.

В работе [7] для асимметричной задачи MTSP был предложен алгоритм 
с гарантированной оценкой 4/7, основанной на схеме "разбиение и релакса
ция".

Определим субтур как подмножество дуг некоторого гамильтонова кон
тура. Этот субтур может быть подмножеством дуг некоторой релаксацион
ной задачи, например задачи о назначении. Понятно, что часть дуг из реше
ния задачи о назначении должна быть удалена, чтобы иметь субзур. Схема 
"разбиение и релаксация" состоит в следующем.

Вначале строятся решения некоторых релаксационных задач. Эти реше
ния разбиваются на субтуры таким образом, чтобы линейная комбинация 
этих субзуров представлялась в виде линейной комбинации решений релак
сационных задач. Результатом работы схемы является тот из субтуров, 
суммарный вес которого наилучший.

В работе [3] для асимметричной TSP с весами дуг 1 или 2 был предло
жен алгоритм, гарантированная оценка которого равна 17/12. Было показа
но, что эта задача эквивалентна специальной задаче покрытия вершин гра
фа минимальным числом вершинно непересекающихся путей.

В данной работе предлагается алгоритм для асимметричной MTSP с ве
сами 1 или 0 при условии, что в орграфе существует цикл веса п. Гаранти
рованная оценка алгоритма равна 2/3. Это значит, что имеется алгоритм 
для асимметричной TSP с весами 1 или 2, гарантированная оценка которого 
равна 4/3.

Описание алгоритма
Пусть имеется асимметричная матрица C размера пхп, значения элемен

тов которой равны 1 или 0. Вес ребра e=(i, j ) будет обозначаться как С(е), 
или Cij. Для набора ребер X  величина с(Х) будет обозначать суммарный вес 
ребер из набора X. Через Al0pl будем обозначать величину оптимального ре
шения задачи MTSP.

Пусть множество дуг А соответствует оптимальному решению задачи о 
назначении для графа G с матрицей весов С. Не умаляя общности, мы бу
дем рассматривать в А только дуги с весом I . В соответствии с этими дуга
ми все вершины графа G можно разбить на два класса.
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Первый, "красный", класс состоит из вершин, входящих в контуры дли
ны 2, т. е. котуров, состоящих ровно из двух дуг с весом 1. Такие кошуры 
будут называться "красными" контурами.

Второй, "синий", класс состоит из вершин других котуров ("синие" 
контуры), длина которых больше 2, или незамкнутых маршрутов ("синие" 
маршруты).

Рассмотрим граф Ga, в котором одна “красная” вершина соответствует 
одной красной вершине в G, а две "синие" вершины соответствуют одной 
"синей" вершине в G.

Пусть вершина V в Ga соответствует "красной" вершине i в G, а вершины 
j ' J ” соответствуют “синей” вершине j  в G.

Мы введем ребро между двумя “красными” вершинами Г и /  в Ga, если 
Cy=I или Cjl= 1 в G, и при этом вершины i J  не из одного “красного” цикла.

Мы также введем ребро между “красной” вершиной і' и “синей” верши
н о й /  (/'") в G4 , если Cy=I (Cy1=I) в G.

Между двумя “синими” вершинами и между двумя “красными” из одно
го цикла ребер нет.

Пусть M является паросочетанием в графе G4, которое покрывает макси
мальное количество “красных” вершин. Очевидно, что такое паросочетание 
соответствует максимальному взвешенному паросочетанию в графе Ga, ко
гда ребра между двумя ‘ красными” вершинами имеют вес, равный 2, а реб
ра между “красной” вершиной и “синей” вершиной имеют вес, равный 1.

В соответствии с графом Ga и паросочетанием M построим граф Gm сле
дующим образом.

Сначала склеиваются пары синих” вершин в G4, каждая из которых со
ответствует одной "синей" вершине исходного графа G.

После этого добавляются ребра из паросочетания M и дополнительные 
ребра, причем каждое такое дополнительное ребро соединяет пару "крас
ных" вершин из одного цикла.

Понятно, что степень каждой вершины в графе Gm не превосходит 2, по
этому Gm состоит из циклов и цепочек.

Утверждение. Если два ребра в паросочетании M будут смежные после 
склеивания, то направления соответствующих им дуг в G различны, т. е. 
одна дуга входящая, а другая -  выходящая для соответствующей "синей" 
вершины.

Существует два вида циклов и два типа цепочек в графе Gm
Первый тип циклов состоит только из "красных" вершин. Циклы такого 

вида будуг обозначаться как Rcrr. Цикл такого типа связан с множеством 
вершин и дуг исходного графа G следующим соотношением.

Лемма 1. Пусть цикл вида AJcir состоит из 2к вершин. Тогда на этих вер
шинах существует субтур, состоящий из не менее чем Зк/2 дуг из множест
ва А или имиджей ребер из паросоч&іанйя М.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обходим цикл тс.;, в одном из направлений. Пусть S 
является подмножеством имиджей ребер из М, соответствующих выбран
ному направлению, a T является подмножеством имиджей ребер из М, не 
соответствующих выбранному направлению, т. е. имеющих обратное на
правление. Не умаляя общности, пусть |51>17]. Тогда |51> к/2. Поэтому мно
жество дуг S вместе с соответствующими дугами из каждого “красного”
цикла в Rcir соответствуют субтуру, количество дуг в котором не меньше
Зк/2.
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Первый тип цепочек состоит только из “красных” вершин. Цепочки та
кого вида будут обозначаться как Rch. Цепочки такого типа связаны с мно
жеством вершин и дуг исходного графа G следующим соотношением.

Лемма 2. Пусть цепочка вида Rch состоит из 2Ze вершин. Тогда существу
ет субтур на этих вершинах, состоящий из не менее чем АкЛ> дуг из множе
ства А или имиджей ребер из паросочетания М.

Второй тип циклов состоит из “красных” и “синих” вершин. Циклы та
кого вида будут обозначаться как RBch.

Лемма 3. Для цикла вида RBch существует такой набор ребер М' из М, 
что каждый “красный” цикл, который имеет вершину в рассматриваемом 
цикле RBch, смежен одному из ребер M'.

Второй тип цепочек состоит из “красных” и “синих” вершин. Циклы та
кого вида будут обозначаться как RBch.

Лемма 4. Для цикла вида RBch существует такой набор ребер М' из М, 
что каждый “красный” цикл, который имеет вершину в рассматриваемой 
цепочке Kar.̂ . смежен одному из ребер M'.

Пусть множество Ma является объединением множеств М' для всех цик
лов RBch и цепочек RBch. Используя решение задачи о назначении А и граф 
Gm, произведем разбиение вершин графа G на две группы вершин R и RB 
следующим образом.

Группа R состоит из вершин циклов Rch и цепочек Rch.
Группа RB состоит из вершин одного "синего" цикла (цепочки) множе

ства А и из вершин "красных" циклов, которые связаны с циклом (цепоч
кой) ребрами Ma .

Каждая такая группа определяет множество дуг, состоящее из дуг А и 
дуг, которые являются имиджами ребер Ma, причем концевые точки дуг 
должны быть в одной группе.

Условие С(Л)>С(Х°р{) обеспечивает такое взаимно однозначное соответ
ствие между дугами в А и дугой в оптимальном решении, при котором дуге 
с весом 1 из оптимального решения соответствует дуга с весом 1 в

Поэтому существует соответствие между дугами в группах и дугами в 
оптимальном решении, когда для каждой группы суммарный вес дуг из А в 
группе не меньше суммарного веса соответствующих дуг из оптимального 
решения. Это означает, что можно анализировать каждую группу отдельно.

Лемма 5. Если группа RB состоит из Ze вершин, а суммарный вес ее дуг 
из А и Ma равен w, то существует субтур на этих вершинах с суммарным ве
сом не меньше 2н>/3.

Д о к азател ь ств о .  Пусть группа состоит из 2ki “красных” вершин и кг 
“синих” вершин, Ze=2Zet+Ze2. Возможны все ситуации.

\ . к 2> Ze1.
Если "синие" вершины связаны в цикл, то можно построить субтур с 

общим суммарным весом к\+к2, беря Zc2- I  дуг из "синего" цикла, одну дугу 
из каждого "красного" цикла и один имидж из Ma между вершинами из од
ного из "красных" циклов и одной из вершин из "синего" цикла.

Так как общий вес дуг из А в группе равен к, то из условия к2 > Zc1 следу
ет, что

Ze1-I-Ze2 ^ 2(2Ze1+Ze2)/3.
Если "синие" вершины связаны в цепочки, то можно построить субтур с 

общим суммарным весом Z:.+Ze2-I . беря Ze2-I  дуг из "синей" цепочки и одну 
дугу из каждого “красного” цикла.
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Так как общий вес дуг из Л в группе равен к - 1 , то из условия к2 > кл сле
дует, что

ki+kj-l > 2(2ki+k2~\)/3.
2. к2 < ki.
В этом случае можно построить субтур с суммарным весом 2ки беря од

ну дугу из каждого "красного" цикла и ку имиджей из Ma между каждым 
"красным" циклом и вершиной из "синего" цикла.

Суммарный вес дуг из А в группе не превышает 2ку+к2, поэтому из усло
вия к2 < ki следует, что

2ку> 2(2ki+k2)/3.
Приведенные леммы обосновывают следующий алгоритм AM  для поис

ка субтура в графе с гарантированной оценкой 2/3 в случае разбиения вер
шин графа G на группы R и/или RB.

Алгоритм AM состоит в следующем.
1. Решаем задачу о назначении и строим множество А.
2. Строим Ga и  находим паросочетание максимального веса М.
3. Строим Gm и  определяем группы R.
4. Находим Ma и  определяем группы RB.
5. Строим субтуры для каждой группы.
Лемма 6. Если паросочетание M в Ga покрывает все "красные" вершины, 

то каждая вершина в G принадлежит Rcir или RB.
Теорема. Если а л  ■ )=п. то существует паросочетание в Ga, которое по

крывает все "красные" вершины.
Следствие 1. Если с(Х°р1)=п, то алгоритм AM гарантирует построение 

субтура с суммарным весом, как минимум, 2п/3.
Следствие 2. Если а л  г )=п и все вершины “красные”, то алгоритм AM 

гарантирует построение субтура с суммарным весом, как минимум, Зп/4.
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К у р б а ц к и й  А. Н.  Об одном подходе к автоматизации и оптимизации процесса при
нятия управленческих решений // Вести. Белорус, ун-та Сер 1. 2001. № 3.

Предлагаются теоретические основы и инженерные методы анализа, проектирования, 
создания и оптимизации функционирования информационно-технологических систем орга
низационного управления.

Библиогр. 3 назв.

УДК 519.4
К о т о в  В . М. Асимметричная задача коммивояжера с длинами дуг, равными 1
или 2 // Вести. Белорус, ун-та Сер. 1. 2001. № 3.
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равную 4/3.
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