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МЕХАНИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЙ ФАКУЛЬТЕТ 

P-АДИЧЕСКОЕ ЯДРО ДИРИХЛЕ И СХОДИМОСТЬ РЯДА ФУРЬЕ 
НЕПРЕРЫВНЫХ И СУММИРУЕМЫХ ФУНКЦИЙ НА p]  

М. А. Заренок 

Замкнутый шар с центром в точке a  радиуса pγ
 обозначим через 

[ , ]B a pγ
, а функцию-индикатор множества 

n
pA⊂_  через AI . Характе-

ром ϕ  абелевой топологической группы G  называется непрерывный 
гомоморфизм из абелевой группы G  в мультипликативную группу 

{ :| | 1}z z= ∈ =^T . Всякий аддитивный характер группы pG =_  будет 

аддитивным характером группы [0, ]B pγ
, γ ∈] . Обозначим 

( ) : exp(2 { } )p px i xχ π= , где { }px  – дробная часть числа px∈_ . Известно 

[1] что, произвольный аддитивный характер на p]  имеет вид 
( ) ( )px kxχ χ= , где pk∈_  имеет нулевую целую часть, такие k  находят-

ся во взаимно-однозначном соответствии с элементами фактор группы 
/p p_ ] . 

Теорема 1.  Справедлива формула 
[0, ]

| |

( ) ( )N
N

p

N
p B p

k p

kx p I xχ −

≤

=∑ . 

Определение 1. Ядром Дирихле степени N  будем называть функцию 
:N pD →] ^ , определяемую равенством 

[0, ]
| |

( ) ( ) ( ).N
N

p

N
N p B p

k p

D x kx p I xχ −

≤

= =∑  

Определение 2. Средней по Стеклову от функции ( ) : pf t →] ^  на-

зывается функция [ , ]
1( )( ) ( ) ( ) , 0.

( [0, ]) p
B tA f t f I d

Bδ δτ τ τ δ
μ δ

= >∫]  

Определение 3. Частичной суммой ряда Фурье функции 
( ) : pf t →] ^ будем называть функцию 

| |

( )( ) ( ),
N

N k p
k p

S f x c kxχ
≤

= ∑  где 

( ) ( ) .
p

k pc f t kt dtχ= ∫]  

Теорема 2. Частичная сумма ряда Фурье является средним по Стек-
лову. 
Доказательство. 
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−
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Теорема 3. Для любой функции 1( ) ( )pf x L∈ ]  средние по Стеклову 
( )( )A f tδ  являются локально постоянными функциями. Имеет место схо-
димость средних по Стеклову  по норме 1( )pL ] , а значит и  частичных 
сумм ряда Фурье. 
Доказательство. Зафиксируем 0ε > . Пусть , px y∈]  такие, что 

| |px y δ− <  из чего следует, что [ , ] [ , ]( ) ( )B x B yI t I tδ δ=  для любого pt∈] . То-
гда 

 [ , ] [ , ]
1| ( )( ) ( )( ) | ( )( ( ) ( )) 0.

( [0, ]) p
B x B yA f x A f y f I I

Bδ δ δ δτ τ τ
μ δ

− = − =∫]   

Это означает, что средние по Стеклову ( )A fδ  являются локально по-
стоянными функциями, и в частности равномерно непрерывными. 

Покажем, что ( ( ),( )( )) 0Np
f t A f tρ − →  в 1( )pL ] , при N →∞ . Имеем 
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Так как   1( ) ( )pf t L∈ ] ,   то при достаточно малых   s    имеет место 

следующее неравенство 
| ( ) ( ) |

p

f t f t s dt ε− + <∫] . Тогда 

[0, ] [0, ]
| ( ) ( ) | .

N N
p

N N

B p B p
p f t f t s dtds p dsε ε

− −
− + < <∫ ∫ ∫]

 Таким образом 

( ( ),( )( )) 0Np
f t A f tρ − →  при .N →∞ �  
Определение 4. Максимальной функцией Харди - Литтлвуда называ-

ется функция 1: ( )pL →] ^M  определяемая формулой  
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[ , ]0

1( )( ) sup | ( ) | .
( [ , ]) B x

f x f t dt
B x δδ μ δ→

⎧ ⎫
= ⎨ ⎬

⎩ ⎭
∫M   

Лемма 1 (Харди - Литтлвуда). Если 1( ) ( )pf x L∈ ] , тогда 0α∀ >  

( )( )f xM  удовлетворяет неравенству 1({( )( ) }) L
f

f x cμ α
α

> ≤M . 

Доказательство. Пусть { : ( )( ) }pA x f x α= ∈ >] M , тогда для любого 

x A∈  существует : [ , ]xN
x pB B x p−= ⊆]  такой, что 1 ( ) .

( ) xB
x

f t dt
B

α
μ

>∫  

Обозначим через x A xB B∈= ∪ . Очевидно, что A B⊂ . Из регулярности 

меры Хаара следует, что существует множество *A A⊆  такое, что *A  - 
компактно и имеет место неравенство *(1 ) ( ) ( )A Aμ μ− ≤ε , где ε  фикси-
рованное число и 0 1< <ε . Тогда из покрытия { }x x AB ∈ , которое также яв-
ляется и покрытием A , можно выделить конечное подпокрытие 

1
k

n

x
k

B A
=

⊇� , которое можно выбрать дизъюнктным в силу того, что в p_  

два шара всегда либо не пересекаются, либо один содержится в другом 

[1]. Имеет место неравенство 1( ) ( ) .
x

x B
B f t dtμ

α
< ∫  Тогда с учетом 

1
k

n

x p
k

B
=

⊆ ]�  и предыдущей формулы имеем  

 
1

1 1

1 1 1(1 ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
k

x pk

n n

x LB
k k

A A B f t dt f t dt fε μ μ μ
α α α= =

− ≤ ≤ < ≤ =∑ ∑∫ ∫]   

Из чего следует, что 1({( )( ) }) .
(1 )

L
f

f xμ α
α

> ≤
−

�M
ε

 

Теорема 4. Если 1( ) ( )pf x L∈ ] , то средние по Стеклову ( )( )Np
A f x−  

сходятся к ( )f x  для почти всех px∈] , значит, сходятся почти всюду 
частичные суммы ряда Фурье.  
Доказательство. Имеем 

( )
[ , ] [ , ]

| ( )( ) ( ) | ( ) ( ) ( ) ( ) .N N N

N N
p B x p B x p

A f x f x p f t f x dt p f t f x dt− − −

−− = − ≤ −∫ ∫   

Отметим, что если ( ) C pf ∈ ] , то для заданного  è 0px ε∈ >]  суще-
ствует шар такой ч[ , ] , | (то ) ( ) | NB x p f x f t ε− − < для любой точки 
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[ , ]Nt B x p−∈ , следовательно 
[ , ]

| ( ) ( ) |
N

N

B x p
p f x f t dt ε

−

− − <∫ . Откуда следует, 

что для любой точки непрерывности функции выполняется  

 
[ , ]

lim | ( ) ( ) | 0.
N

N

B x pN
p f x f t dt

−→∞
− =∫   

Определим на 1( )pL ]  оператор L  следующим образом 

[ , ]
( )( ) lim | ( ) ( ) | .

N

N

B x pN
f x p f t f x dt

−→∞
= −∫L  Далее несложно видеть, что имеет 

место неравенство ( )( ) ( )( ) | ( ) |f x f x f x≤ +L M . 
Пусть 0ε > . Существует непрерывная функция 1( )pLϕ∈ ]  такая, что 

1L
f ϕ ε− < . В качестве функции ϕ , например, можно взять функцию 

( )( )A f tδ . Заметим, что для непрерывной функции ( ) 0xϕ =L . Далее пре-
образуем предыдущее неравенство с учетом этого факта 
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) | ( ) ( ) | .f x f x f x x f x f x xϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ= − + ≤ − + ≤ − + −L L L L M
Тогда 0α∀ > {{( )( ) } { ( )( ) / 2} | ( ) ( ) | / 2}f x f x f x xα ϕ α ϕ α> ⊂ − > ∪ − >L M . 
Используя утверждение леммы Харди - Литтлвуда и неравенство Чебы-

шева для | |f ϕ−  получаем 1 1({( )( ) }) 2 2 .
(1 )

L L
f f Cf x

ϕ ϕ εμ α
α α α

− −
> ≤ + ≤

−
L

ε
 

Предыдущее неравенство верно для любого 0ε > , следовательно 
({( )( ) } 0f xμ α> =L . Заметим, что это равенство верно для любого 0α >  

это значит, что ( )( ) 0f x =L  почти всюду. �  
Определение 5. Глобальным модулем непрерывности функции 

( ) : pf t →] ^  будем называть функцию ( ) sup{| ( ) ( ) |:| | }
p

f p
t

f s f t s tω δ δ
∈

= − − ≤
]

. 

Также будем считать, что (0) 0fω = . 
Лемма 2. Если ( ) ( )pf x C∈ ] , то 

0
lim ( ) 0fδ

ω δ
→+

= . 

Теорема 5. Пусть ( ) ( )pf x C∈ ] , тогда частичные суммы ряда Фурье 
сходится равномерно на p] . 

Доказательство.  
 

[ , ] [ , ] [ , ]
| ( ) ( )( ) | ( ) ( ) ( ) ( )

N N N

N N N
N B x p B x p B x p

f x S f x f x p f t dt f x p dt p f t dt
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[ , ] [ , ]
( ( ) ( )) sup{| ( ) ( ) |:| | } ( ).

N N
p

N N N N
p fB x p B x pt

p f x f t dt f x f t x t p p dt pω
− −

− −

∈
= − ≤ − − < =∫ ∫

]
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Так как  т( о) ( ), ( ) 0N
p ff x C pω −∈ →] при N →∞ , значит и 

| ( ) ( )( ) | 0Nf x S f x− →  при N →∞ . Что и требовалось доказать. 
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