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Пусть 𝛼𝑗 = 𝑎 ∈ N, 𝑗 = 2, 𝑟. Тогда, следуя [1], 𝛼1 + 𝑎(𝑟 − 1) = κ0, 𝛼1 > 0.
Пусть 𝑘 = 0, т.е. рассмотрим вопрос о разрешимости задачи (1) в классе функций

A 0,,. Справедлива следующая
Теорема. Если 𝛼 = 𝑝𝛼/𝑞𝛼 ∈ Q+, 𝛽 ∈ N, то при κ0 > 0 задача (1) разрешима в

классе функций A0,𝑙,𝑟 тогда и только тогда, когда выполняется одно из условий:
1) НОД (𝛽; 𝑝𝛼) = 1;
2) НОД (𝑎−𝑚𝑗; 𝑝𝛼) = НОД (𝛽; 𝑝𝛼) = 𝑑 ̸= 1, 𝑗 = 2, 𝑟, где 𝑎(𝑟 − 1) < κ0.
В случае разрешимости решение задачи (1) в классе функций A0,𝑙,𝑟 имеет вид

Φ+(𝑧) = [𝑋+(𝑧)]1/𝛼
[︂ 𝑙1∏︁
𝑖=1

(𝑧 − 𝑧−𝑖 )

]︂𝛽/𝛼
{Ψ+(𝑧) + 𝐶}1/𝛼

𝑟∏︁
𝑗=1

(𝑧 − 𝑡𝑗)
𝛼𝑗/𝛼, 𝑧 ∈ 𝐷+,

Φ−(𝑧) = 𝑧−𝑙0

𝑙1∏︁
𝑖=1

(︂
1 − 𝑧−𝑖

𝑧

)︂
[𝑋−(𝑧)]1/𝛽{Ψ−(𝑧) + 𝐶}1/𝛽

𝑟∏︁
𝑗=1

(︂
1 − 𝑡𝑗

𝑧

)︂𝛼𝑗/𝛽

, 𝑧 ∈ 𝐷−,

где 𝛼𝑗 = 𝛼𝑘𝑗 + 𝛽𝑙𝑗 +𝑚𝑗 > 0, 𝑘𝑗, 𝑙𝑗, 𝑚𝑗 ∈ Z, 𝑗 = 2, 𝑟, 𝑡κ𝐺(𝑡) = 𝑋+(𝑡)/𝑋−(𝑡), а

Ψ±(𝑧) =
1

2𝜋𝜄

∫︁
𝐿

𝑔(𝜏)

(︂[︂ 𝑙1∏︁
𝑖=1

(𝜏 − 𝑧−𝑖 )

]︂𝛽
𝑋+(𝜏)

𝑟∏︁
𝑗=1

(︂
𝜏 − 𝑡𝑗

)︂𝛼𝑗
)︂−1

𝑑𝜏

𝜏 − 𝑧
, 𝑧 ∈ 𝐷±.

Константа 𝐶 выбирается исходя из условия −𝐶 /∈ Ψ+(𝐷+)
⋃︀

Ψ−(𝐷−).
Также получен критерий разрешимости краевой задачи (1) в случае, когда 𝑘 ̸= 0.
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Пусть 𝐿 – простая гладкая замкнутая конечная положительно ориентированная
кривая в комплексной плоскости. Зададим на этой кривой 𝐻-непрерывную (т.е. удо-
влетворяющую условию Гельдера) функцию 𝑓(𝑡) и 𝐻-непрерывно дифференцируе-
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мую функцию 𝑔(𝑡). Будем искать 𝐻-непрерывно дифференцируемую функцию 𝜙(𝑡),
удовлетворяющую уравнению

𝜙(𝑡)

𝜋𝑖

∫︁
𝐿

𝑔(𝜏) 𝑑𝜏

(𝜏 − 𝑡)2
−𝜙

′(𝑡)

𝜋𝑖

∫︁
𝐿

𝑔(𝜏) 𝑑𝜏

𝜏 − 𝑡
+
𝑔′(𝑡)

𝜋𝑖

∫︁
𝐿

𝜙(𝜏) 𝑑𝜏

𝜏 − 𝑡
−𝑔(𝑡)

𝜋𝑖

∫︁
𝐿

𝜙(𝜏) 𝑑𝜏

(𝜏 − 𝑡)2
= 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ 𝐿. (1)

Интегралы, содержащие (𝜏−𝑡), понимаются в смысле главного значения по Коши,
а с (𝜏 − 𝑡)2 – в смысле конечной части по Адамару.

Обозначим 𝑘 порядок нуля в точке 𝑧 = ∞ интеграла типа Коши

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐿

𝑔(𝜏) 𝑑𝜏

𝜏 − 𝑧
.

Пусть этот интеграл имеет также нули порядков 𝑚𝑗 в конечных точках соответствен-
но 𝜁𝑗 ∈ C∖𝐿, 𝑗 = 1,𝑚, а его предельные значения на кривой 𝐿 в нуль не обращаются,
𝑧0 – какая-либо точка внутри 𝐿.

Теорема. Для разрешимости уравнения (1) необходимо и достаточно выполне-
ния условий:

1)
∫︁
𝐿

𝑓(𝜏)𝜏 𝑙 𝑑𝜏 = 0, 𝑙 = 0, 𝑘 + 1;

2)
∫︁
𝐿

𝑓(𝜏) 𝑑𝜏

(𝜏 − 𝜁𝑗)
𝑙

= 0, 𝑙 = 1,𝑚𝑗 − 1, для всех тех 𝑗, для которых 𝑚𝑗 > 2;

3) res
𝑧=𝜁𝑗

(𝐽1/𝐽
2
2 ) = 0, 𝑗 = 1,𝑚, где 𝐽1 ≡

∫︁
𝐿

𝑓(𝜏) 𝑑𝜏

𝜏 − 𝑧
, 𝐽2 ≡

∫︁
𝐿

𝑔(𝜏) 𝑑𝜏

𝜏 − 𝑧
.

Если условия 1)–3) выполняются, то решение уравнения (1) содержит две про-
извольные постоянные 𝐶± и имеет вид

𝜙(𝑡) =

(︂
𝑔(𝑡)

2
+

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐿

𝑔(𝜏) 𝑑𝜏

𝜏 − 𝑡

)︂(︂
𝐶+ − 2𝜋𝑖

𝑡∫︁
𝑧0

𝐽1
𝐽2
2

𝑑𝜁

)︂
+

+

(︂
𝑔(𝑡)

2
− 1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐿

𝑔(𝜏) 𝑑𝜏

𝜏 − 𝑡

)︂(︂
𝐶− − 2𝜋𝑖

𝑡∫︁
∞

𝐽1
𝐽2
2

𝑑𝜁

)︂
,

где интегралы
∫︀ 𝑡

𝑧0
и
∫︀ 𝑡

∞ берутся по любым путям, расположенным соответственно
внутри и вне кривой 𝐿 и не проходящим через точки 𝜁𝑗, 𝑗 = 1,𝑚.

Подробности, связанные с решением уравнения (1) и близких, в том числе более
сложных уравнений, содержатся в [1, 2].
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