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методов анализа систем (методы оптимальных решений, эконометрические методы, про-
изводственные функции) при условии, что структура взаимного влияния неизвестных 
факторов не претерпевает существенных изменений на исследуемых временных отрез-
ках, сегодня сложно ожидать достоверных оценок и полезных рекомендаций. Ввиду раз-
работки новых направлений современной экономической теории необходимо актуали-
зировать аппарат экономико-математического моделирования, осуществлять научный 
поиск новых концептуальных и алгоритмически-вычислительных подходов к созданию 
адаптивных моделей стратегического управления для многоаспектного анализа совре-
менного экономического развития. 

Современные процессы, являющиеся ядром цифровой трансформации, обладают 
свойствами высочайшего динамизма и интеллектуализации, а их взаимодействия фор-
мируют открытые цифровые системы со свойствами универсальности и масштабируе-
мости. Функционирование и взаимовлияние систем порождает цифровую среду, между 
ними осуществляется обмен сигналами (управление).  

На основе ключевых концепций системного, кибернетического и институцио-
нально-эволюционного экономических направлений автор предполагает развивать идеи 
моделирования экономической динамики в рамках процессно-системного подхода [4]. 
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Введение 
Рассмотрим двухфакторную производственную функцию: 

𝑌𝑌 = 𝐹𝐹(𝐾𝐾, 𝐿𝐿),             (1) 

которая в результате влияния [1; 2] научно-технического прогресса (НТП), заданного 
функциями технического прогресса [3, с. 30] 

𝐾𝐾� = 𝜑𝜑(𝐾𝐾, 𝐿𝐿, 𝑑𝑑), 𝐿𝐿� = 𝜓𝜓(𝐾𝐾, 𝐿𝐿, 𝑑𝑑), при условии 𝜑𝜑(𝐾𝐾, 𝐿𝐿, 0) = 𝐾𝐾, 𝜓𝜓(𝐾𝐾, 𝐿𝐿, 0) = 𝐿𝐿          (2) 

трансформируется и переходит в функцию, зависящую от параметра t НТП,  

𝑌𝑌� = 𝐹𝐹(𝐾𝐾�, 𝐿𝐿�) = 𝐹𝐹(𝜑𝜑(𝐾𝐾, 𝐿𝐿, 𝑑𝑑),𝜓𝜓(𝐾𝐾, 𝐿𝐿, 𝑑𝑑)) = 𝐹𝐹�(𝐾𝐾, 𝐿𝐿, 𝑑𝑑). 

В 60–70 годах XX столетия, после выхода двух работ [4] и [5], будущих лауреатов 
Нобелевской премии по экономике Р. Солоу (1987 год) и Дж. Стиглера (1982 год), в научной 
литературе развернулась дискуссия по проблеме отличия влияния НТП от эффекта отдачи 
от масштаба производства для заданного производственного процесса. Полемика получила 
название «противоречие Солоу – Стиглера» (Solow – Stigler controversy) и была оконча-
тельно теоретически решена [6] японским экономистом Р. Сато в 1980 году. Для решения 
данной проблемы Р. Сато была предложена концепция голотетичной (holothetic) производ-
ственной функции и использована теория непрерывных групп преобразований, созданная 
выдающимся норвежским математиком Софусом Ли [7].  

Следуя [6], производственную функцию (1) относительно заданного экзогенного 
НТП (2) будем называть голотетичной, если карта изоквант производственной функции 
(1) при преобразовании (2) остается инвариантной. При этом понятие голотетичной про-
изводственной функции тесно связано с нейтральностью НТП по Хиксу [3, с. 34–35]. 

Основной теоретический результат Р. Сато заключается в следующем [6]: эффект 
от влияния НТП и эффект отдачи от масштаба являются независимыми явлениями и 
различимыми тогда и только тогда, когда производственный процесс описывается не 
голотетичной производственной функцией относительно заданного НТП.  
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Данная работа продолжает исследования авторов [8–11] по изучению производ-
ственных функций, учитывающих НТП. В статье описано все множество голотетичных 
производственных функций (и, тем самым, решено «противоречие Солоу – Стиглера») в 
случае существования линейного неоднородного экзогенного НТП. Способ построения 
голотетичных производственных функций основан на использовании аппарата теории 
групп Ли [7] и нахождении общих решений дифференциальных уравнений в частных 
производных первого порядка спектральным методом [12]. 

Основной результат 
Пусть экзогенный НТП задан посредством линейных неоднородных (относительно 

капитала и труда) функций технического прогресса: 

𝐾𝐾� = 𝜑𝜑(𝐾𝐾, 𝐿𝐿, 𝑑𝑑) = 𝐴𝐴1(𝑑𝑑)𝐾𝐾 + 𝐵𝐵1(𝑑𝑑)𝐿𝐿 + 𝐶𝐶1(𝑑𝑑), 𝐿𝐿� = 𝜓𝜓(𝐾𝐾, 𝐿𝐿, 𝑑𝑑) = 𝐴𝐴2(𝑑𝑑)𝐾𝐾 + 𝐵𝐵2(𝑑𝑑)𝐿𝐿 + 𝐶𝐶2(𝑑𝑑), 

где непрерывно дифференцируемые функции 𝐴𝐴1,𝐴𝐴2,𝐵𝐵1,𝐵𝐵2,𝐶𝐶1,𝐶𝐶2 такие, что 𝐴𝐴1(0) = 𝐵𝐵2(0) = 1, 𝐵𝐵1(0) = 
= 𝐴𝐴2(0) = 𝐶𝐶1(0) = 𝐶𝐶2(0) = 0и 𝐴𝐴1(𝑑𝑑)𝐵𝐵2(𝑑𝑑) ≠ 𝐴𝐴2(𝑑𝑑)𝐵𝐵1(𝑑𝑑).  

Тогда класс голотетичных производственных функций относительно линейного эк-
зогенного НТП имеет вид: 

𝑌𝑌 = 𝐹𝐹(𝑄𝑄(𝑓𝑓) + 𝐷𝐷(𝑓𝑓, 𝐿𝐿)), 

где Q  есть произвольная функция, 𝐷𝐷(𝑓𝑓, 𝐿𝐿) = 𝐷𝐷(𝜎𝜎, 𝐿𝐿)|𝜎𝜎=𝑓𝑓(𝐾𝐾,𝐿𝐿) = ∫ 𝑑𝑑𝐿𝐿
𝑎𝑎2𝐾𝐾(𝜎𝜎,𝐿𝐿)+𝑏𝑏2𝐿𝐿+𝑐𝑐2

   | 𝜎𝜎=𝑓𝑓(𝐾𝐾,𝐿𝐿)(𝜎𝜎 – постоян-
ная), числа 𝑎𝑎𝜉𝜉 = 𝐴𝐴′(0), 𝑏𝑏𝜉𝜉 = 𝐵𝐵′(0), 𝑐𝑐𝜉𝜉 = 𝐶𝐶′(0), 𝜉𝜉 = 1,2 (штрих означает операцию дифференцирования), 
функция 𝐾𝐾 = 𝐾𝐾(𝜎𝜎, 𝐿𝐿) находится из функционального уравнения 𝑓𝑓(𝐾𝐾, 𝐿𝐿) = 𝜎𝜎, а функция 𝑓𝑓 определятся в 
зависимости от следующих случаев: 

1. Если 𝜆𝜆 1 = 0 есть собственное число матрицы 𝐴𝐴 = �
𝑎𝑎 1 𝑎𝑎2
𝑏𝑏 1 𝑏𝑏2�, которому соответствует веществен-

ный собственный вектор 𝜈𝜈1 = (𝛼𝛼1,𝛽𝛽1) при 𝛾𝛾1 = 𝛼𝛼1𝑐𝑐1 − 𝛽𝛽1𝑐𝑐2 = 0, то функция 𝑓𝑓(𝐾𝐾, 𝐿𝐿) = 𝛼𝛼1𝐾𝐾 + 𝛽𝛽1𝐿𝐿; 

2. Если 𝜆𝜆 1 = 0 и 𝜆𝜆 2 ∈ R \ {0} есть собственные числа матрицы ,A  которым соответствуют веще-
ственные собственные векторы 𝜈𝜈1 = (𝛼𝛼1,𝛽𝛽1)  при 𝛾𝛾1 = 𝛼𝛼1𝑐𝑐1 − 𝛽𝛽1𝑐𝑐2 ≠ 0  и 𝜈𝜈2 = (𝛼𝛼2,𝛽𝛽2),  то 𝑓𝑓(𝐾𝐾, 𝐿𝐿) = 
= (𝛼𝛼2𝐾𝐾 + 𝛽𝛽2𝐿𝐿 + 𝛾𝛾2)exp �−  𝜆𝜆 2

𝛾𝛾 1
(𝛼𝛼1𝐾𝐾 + 𝛽𝛽1𝐿𝐿)�, 𝛾𝛾2 = (𝛼𝛼2𝑐𝑐1 − 𝛽𝛽2𝑐𝑐2)/𝜆𝜆2; 

3. Если 𝜆𝜆 1 = 0 есть двукратное собственное число матрицы ,A  которому соответствуют два веще-
ственных линейно независимых собственных вектора 𝜈𝜈1 = (1,0) и 𝜈𝜈2 = (0,1) при условии, что веществен-
ные числа 𝑐𝑐1 ≠ 0 и 𝑐𝑐2 ≠ 0, то 𝑓𝑓(𝐾𝐾, 𝐿𝐿) = с2𝐾𝐾 + с1𝐿𝐿; 

4). Если 𝜆𝜆 1, 𝜆𝜆2 ∈ R \ {0} – собственные числа матрицы A, которым соответствуют линейно независи-
мые вещественные собственные векторы 𝜈𝜈1 = (𝛼𝛼1,𝛽𝛽1)  и 𝜈𝜈2 = (𝛼𝛼2,𝛽𝛽2),  то 𝑓𝑓(𝐾𝐾, 𝐿𝐿) = (𝛼𝛼1𝐾𝐾 + 𝛽𝛽1𝐿𝐿 +
+ 𝛾𝛾1)𝜆𝜆2(𝛼𝛼2𝐾𝐾 + 𝛽𝛽2𝐿𝐿 + 𝛾𝛾2)−𝜆𝜆 1 , где числа 𝛾𝛾𝑘𝑘 = (𝛼𝛼𝑘𝑘𝑐𝑐1 − 𝛽𝛽𝑘𝑘𝑐𝑐2)/𝜆𝜆𝑘𝑘, 𝑘𝑘 = 1,2; 

5. Если 𝜆𝜆 1 = �̂�𝜆 1 + �̃�𝜆 1  𝑖𝑖 – существенно комплексное ��̃�𝜆 1   ≠ 0� собственное число матрицы A, кото-
рому соответствует собственный вектор 𝜈𝜈1 = �𝛼𝛼�1 + 𝛼𝛼�1  𝑖𝑖, �̂�𝛽1 + 𝛽𝛽�1  𝑖𝑖�, то функция 𝑓𝑓(𝐾𝐾, 𝐿𝐿) = ��𝛼𝛼�1𝐾𝐾 + �̂�𝛽1𝐿𝐿 +

+ 𝛾𝛾�1�
2 + �𝛼𝛼�1𝐾𝐾 + 𝛽𝛽�1𝐿𝐿 + 𝛾𝛾�1�

2
� exp �− 2 𝜆𝜆� 1

𝜆𝜆� 1
arctg 𝛼𝛼�1𝐾𝐾+𝛽𝛽�1𝐿𝐿+𝛾𝛾�1

𝛼𝛼�1𝐾𝐾+𝛽𝛽�1𝐿𝐿+𝛾𝛾�1
�,  где числа 𝛾𝛾�1 = �𝜆𝜆� 1𝛼𝛼�1+𝜆𝜆� 1𝛼𝛼�1�𝑐𝑐1−�𝜆𝜆� 1𝛽𝛽�1+𝜆𝜆� 1𝛽𝛽�1�𝑐𝑐2

𝜆𝜆� 1
2+𝜆𝜆� 1

2 ,  𝛾𝛾�1 = 

=
(�̂�𝜆 1𝛼𝛼�1 − �̃�𝜆 1𝛼𝛼�1)𝑐𝑐1 − (�̂�𝜆 1𝛽𝛽�1 − �̃�𝜆 1�̂�𝛽1)𝑐𝑐2

�̂�𝜆 1
2 + �̃�𝜆 1

2 ; 

6. Если 𝜆𝜆 1 ∈ R \ {0}   ̶двукратное собственное число матрицы A, которому соответствуют веществен-
ные собственный 𝜈𝜈1 = (𝛼𝛼1,𝛽𝛽1)  и первый присоединенный 𝜈𝜈2 = (𝛼𝛼2,𝛽𝛽2)  вектора, то функция  
𝑓𝑓(𝐾𝐾, 𝐿𝐿) = (𝛼𝛼1𝐾𝐾 + 𝛽𝛽1𝐿𝐿 + 𝛾𝛾1)exp �− 𝜆𝜆 1 ⋅

𝛼𝛼2𝐾𝐾+𝛽𝛽2𝐿𝐿+𝛾𝛾2
𝛼𝛼1𝐾𝐾+𝛽𝛽1𝐿𝐿+𝛾𝛾1

�,  где вещественные числа 𝛾𝛾1 = (𝛼𝛼1𝑐𝑐1 − 𝛽𝛽1𝑐𝑐2)/𝜆𝜆 1,  
𝛾𝛾2 = (𝛼𝛼2𝑐𝑐1 − 𝛽𝛽2𝑐𝑐2 − 𝛾𝛾1)/𝜆𝜆 1; 
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7. Если 𝜆𝜆 1 = 0 есть двукратное собственное число матрицы ,A  которому соответствуют веще-
ственный собственный вектор 𝜈𝜈1 = (𝛼𝛼1,𝛽𝛽1) при 𝛾𝛾1 = 𝛼𝛼1𝑐𝑐1 − 𝛽𝛽1𝑐𝑐2 ≠ 0 и вещественный первый присоеди-
ненный вектор 𝜈𝜈2 = (𝛼𝛼2,𝛽𝛽2), то функция 𝑓𝑓(𝐾𝐾, 𝐿𝐿) = (𝛼𝛼1𝐾𝐾 + 𝛽𝛽1𝐿𝐿)2 − 2(𝛼𝛼1𝛽𝛽2 − 𝛼𝛼2𝛽𝛽1)(с2𝐾𝐾 + с1𝐿𝐿), где число 
𝛾𝛾2 = (𝛼𝛼2𝑐𝑐1 − 𝛽𝛽2𝑐𝑐2)/𝜆𝜆2. 

Отметим, что полученное утверждение обобщает основной результат работы [11]. 
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В статье рассмотрены перспективные направления развития системы образования в условиях 
цифровой экономики, выявлены проблемы, которые стоят перед системой образования на 
этапе формирования цифрового общества. 
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