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Рассмотрим вещественные системы 
dx
dt =  A { t ) x ,  ^ > 0 , ( 1)

с кусочно-непрерывными коэффициентами и матрицей Коши Хл(/, т).
Определение Р. Конти [1, 2]. Будем говорить, что система (1) принад

лежит множеству MpS с числом р > 0  (соответственно множеству L^S 
(см. также [3. С. 169—214])), и обозначать (AeL^S), если вы
полнено условие

|’||Хл(^ r)\\Pdx Ср (Л) =  const< ;оо, t ^ O ( 2 )

(соответственно условие \ ^ \ \ Х а {1, т ) const <  о о , ^ > 0 ).
о

Эти множества играют важную роль в асимптотической теории ли
нейных систем [4]. Свойства множеств L^S исследованы [1—8] значитель
но полнее по сравнению с множествами M^S. Цель настоящей работы — 
получить аналогичные [8] свойства множеств Af^S.

В ведем  в р ассм отрение м н ож ества: (О  =  т̂ ) II >
> а > 0 } ,  T^ { t ) =[ t ,  о о [\Т „(0 . 0 ) =  В Д П [ ^ , 0 ] .  T “ (t, 0) =  Г “(ОП
П 0 ] ,  являю щ и еся  в си л у  непреры вности  матрицы А л  (Л т )  измеримы 

ми.
Лемма. Линейная система (1) принадлежит множеству р > 0 ,

тогда и только тогда, когда выполнены условия:
(* II Ал(^, т) ||PdT<c, ^ > 0 ; mesT'a(^)<c(a) <  оо, ^ > 0 , (3)—(4)

TiU)
для некоторого а е ( 0 ,  1).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость условий (3) и (4) очевидна. 
Докажем их достаточность. Зафиксируем произвольное Построим
на промежутке [/, оо[ по начальной точке to— t последовательность (4)
точек ti+ i= in f{ T ^ l+ fi : ||Ал(^г, т ) | |^ а } ,  г^О, со свойством 
—/г^1 -|-с (а ), i^O , справедливым по построению и в силу условия (4)_ 
Для произвольного & ^ [ th ,  tk+i) имеем оценки

0 k~\ il+l ®
j  ||Хл(г1, T)||/'dT< [ II Ал(̂ г, 0 ) IK^T-f ] II Ал(Д, т) IKcIt . (5)
t i -O i\ *k
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Для произвольных T i и Т2 , удовлетворяющих условию 
+  1 +  с(а), оценим с помощью неравенств (3) и (4) следующий интеграл-

Та
j  I I <  J  ЦХл (tiTt) ll̂ 'dT +
•Cl У’ДТ,, Та)

-Г I  II Дл (X;i, т) Ц/'сгт <  С-4-С (а) =  6,
ГЧ-Сь Тг)

поэтому из (5) получим требуемое неравенство'
0  00

|||л:л(^, х )1 р ^£ гт< 6 ^а /''= 6 (1 — аР)-‘ Е=Ср(Л), / < 0 < о о .  
t 1 = 0

Лемма доказана.
Следствие 1. Включение Жр+®5с:Л1р5 справедливо при любых 

8> 0 .

З а ме ча ние .  Как и в случае множеств L̂ ’S [1], справедливо свой
ство M''S\Mp̂ ^S Ф  0 ,  если р ф 1 ,  8>0. Для доказательства этого утвер
ждения достаточно рассмотреть скалярное уравнение 
/(^) = еД  l+g-(^) )-1, где g[t) — функция из примера Р. Конти [1], приме
нив к нему те же оценки, что и в [1].

Класс систем из jMJ’S с ограничеиными матрицами A(t) (ЦЛ(/)1|^ 
^ а < о о ,  /^ 0 )  обозначим через CMvS.

Следствие 2. Если A ^ C M pS, то нижний особый показатель [9. С. 109— 
118] шо('4) системы (1) положителен.

Следствие 3. При любых р > 0  и в > 0  справедливо равенство CMpS =  
=  CMp+<̂S.

Теорема. Множество MpS линейных систем (1) совпадает со своей 
внутренностью Int MpS тогда и только тогда, когда 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточность: р ^  1 Int MpS = M pS.
Пусть ЛеЛ1Р5, р ^ 1 . Покажем, что (Л-|-Л) для любой матри

цы B{t) с нормой ||В(0 ||^ 8 (Л ), е (Л )> 0 .
В силу следствия 1 справедливо включение Л е  Докажем, что

( Л- - В) е / И^5  при е(Л) . Зафиксируем произвольное 0 > О  и
0

введем обозначение J (t, 0; Л; р) =  |‘ ||Дд(^, х)\\р йт, O < t < 0 .  Устаио-
i

вим неравенство
J{t, 0; Л-1-5; 1)<2сД Л ), ||5 (0 ||< е (Л ) , ^ е [ 0 ,  0]. (6)

Предположим противное: существуют такие матрицы B[t),  | |5 ( / ) | |^  
^ 8  (Л), при 1е[0, 0] и момент времени t i e  (О, 0 ), что

/(ti, 0; Л +  5; 1) = 2 й  (Л), /  (t, 0; Л +  5; 1)<2с1(Л), te [ti, 0]. (7)
ЕКпользуя формулу Кощи и меняя порядок интегрирования в двойном 
интеграле, получае.м в силу неравенства из (7) оценки

0

y(fi, 0; Л-1-В; 1 Х |||Х ,К К . x)||dT-;-
h

fdT [||X^(ti, ^ ) | | | |5 ( |) | | | |А Х в (^ . ^)\\dl < с Д А )  +

- Ь  8 (Л) j  I I  XAih, 1 )  I I  dl  J  I I  Х ц + в ( | ,  т) I I  dl <  с,{А) Д  28 (Л) с?(Л) <  2q (Л),
и S

противоречащие равенству из (7). Е1з установленного неравенства (6) 
следует оценка

j I I  Хл+в(/, т) II dx <  2ci (Л), t >  О,
t

и включение (ЛД5)еЛ 'Е5.
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Покажем теперь, что (Л+В)еЕ№ 5 и для р > 1 , если ||S (/) | |^ e i  (Л) 
при всех / ^ 0  и некотором e i(^ )> 0 . Функция J{t, 0; Л+В; р) аргумен
та t является непрерывной на отрезке [0, 0], поэтому существует момент 
т)е[0, 0], в котором эта функция принимает наибольшее значение на ука
занном отрезке. Обозначим 7 (0 )= /(т], 0; Л + 5 ; р).

Зафиксируем некоторое а i для него следующим образом
построим последовательность отрезков T)2/fe- )̂]ci[ii, 0], iio =  Л, й > 0 .
Первый максимальной длины отрезок [ро, Рх1 с  [р, 0] таков, что на нем 
выполнено ||Х(Ро, 0 | |> a -  В силу оценки (8) имеем р̂  — Ро <  2q (Л)/а. 
Если этот отрезок не совпадает с отрезком [р, 0], что мы и будем пред
полагать, то ||Х(Ро, Л1) II =  о. Для построения второго отрезка через рг 
обозначим первый после Pj момент (считаем его принадлежащим отрезку 
[р, 0], в противном случае построения закончены), для которого ||Хл-ьв(1Ъ. 
'42)11 =  «. Тогда р-2 есть последний на отрезке [р ,̂ рг] момент, для кото
рого ЦХл+вС'По. 'Чг)!! =  И- Рассмотрим теперь непрерывную на отрезке [р,,
0) функцию ||Хл+в(Р2- ОН- Очевидно, ||Хл+в(р.,, 0 | | > 1  Д-чя ^ ^ [Р з , 
Рг] (в противном случае имели бы ||Хл-ьв(1Ъ. 0 | |< а )  и ЦХл̂ вСЛг- 42)||>  
^  1/а. Через Рз обозначим такой наибольший, принадлежащий (рз, 0] 
момент, для которого на отрезке [р,, рз] выполнено неравенство 
11Хл+в(р2, 0 1 1 ^ “  и, если р з < 0 , равенство ||Хл+в(р2, рз)11 =  сс. При этом, 
как и выше, в силу (8), справедлива оценка рз—p2̂ 2ci(Л)/сс.

Аналогично приведенному построению отрезка [р.,, рд] построим отрез
ки [Рзй, p2/e+i] с; [р, 0], /г> 1 , и принадлежащие им моменты рг*, для 
которых выполнено
1| Дл-ьв(Ч2/р ^е[Рай, P2*+i]; ||Хл+в('12Л. 'l2ft-i-,-)|| =  а, 1, (=1,2;

(9)
1|Дл.Ьв(Чо. 01|<1> ^£=[Р2*—ь Poftl. ||Хл-ьв(Ло> Л2а) | |=  Е /г ^  2;

112/е-м — P2ft<  2сх(Л)/а, й > 1 .

Покажем, что этот индуктивный процесс построения отрезков [р., ,̂ 
P2*_il CI [р, 0] является конечным. Действительно, в противном случае 
имели бы точку Е е [ р ,  0], для которой {р̂ } |  || А'л-ьв (Чо- П2,п)11<
< а"‘-^0  при т ^ о о ,  ||Хл+в(Ло. 42т)|| =  1 при Ргт^СРат, Ргш-О- Это 
же противоречит свойству непрерывности функции ||Хл+в(ро. 011 в точке 
/ =  0. Обозначим объединение этих принадлежащих [р, 0] отрезков 
[р2л, p2/{+i] через Т. По построению справедливы оценки

ЦХлЧ-в(Л) О I I I I  А^Л-Ьв (Л2(!> о  ||> ^ ^ А ;г = [Л 2 (1 >  4 2 * + l] - ( 10)

По определению множества Т и на основании оценки (6) имеем не
равенства

J ( 0 ) ^ / ( p ,  0; Л-1-Д; р ) <  2q (Л) ^  f ЦХл+в( Л, ^ )IN ^  -  2сх(Л) Д (0).
т ( И )

Применяя неравенства (8), (10) и оценку

\ Х а ^ в {1, т ) | | < | | Х л ( Е  т ) | |- 1 - е , ( Л )  f  | |Х л (Е  | ) 1 | | |Х л - в ( 1 .  O ^ t

для матрицы Кощи Хл+в{(, т), а затем неравенство {а-\-Ь)Р^2Р 
-j-bP), р'^1,  а, Ь>0, получаем

Л (0 )= 2 1  fil^^+fl(’l. T)||/'dT<Va^(^ |||Хл+в(Л2й, ^)\\^dx
k д.
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4  2Р~> J {||Хл(1Ъ ,̂ т)Г  ^  X
к

X
X [ j  \\Ха{^Ы, 5 )||||Х л+в( |, x)\\dlY}dr.

''2ft
Используя неравенство Гельдера, последнее условие в (9), а затем ме
няя порядок интегрирования в двойном интеграле, приходим к неравен
ству

k
X

4  е ?  ( 2 C i / a ) P - ‘ J  j  II Х л  ( ^ Ъ ,  1) | |^ || Х а+в ( ? .  х) | | р  d^dx} <

' f̂t’’2fe
2̂ft+l

< 2 P - ‘ 2a*^{Cp(^)-rei(2eiC i/a)P-' f ||Xл(ll2ft. 1)11̂  X
''2ft

'2 ft-H

X j  ||Хл+в(^, T)||PdTd|}<2Pc,,[H-8,(28iCi/a)P->J(e)].
I

Отсюда и в силу неравенства (11) при достаточно малом 8i=ei(A) име
ем окончательную оценку 7i(0) ^Ср (Л+В) =const<;-f-oo, следователь
но, включение (A-{-B)^MpS. Достаточность доказана.

Необходимость. Int MpS — MpS => 1.
Предположим противное: р е  (О, 1). Докажем, что существует такая 

система ЛеМ^В, что для любого 8>-0 существует матрица 
1|Ве(/) 11^8, / ^ 0 ,  такая, что (Л +  Ве) ^  MpS.

Рассмотрим систему (1) с матрицей Л(^) = d iag [a i(0 , o.i{t)], t ' ^0,
'! +  (— l y  p-^k\nk,  t ^ [ k  — i/k, k — (i — 1)Д) =  [Oj, 

где «1 (t) =  . t =  2, 3, ^ >  4;
1 для остальных t ^ O .

a^(t) =  — 1/^), i ^ [ k —1, k), k ^ 4 ,  и 02(0 = 1  для остальных t^O.
Доканаем, что ЛеМ^В. Для этого предварительно установим нера

венство
в  t

Ri(t, 0)EE5fexpJpo;(|)dgdT< 1 = 2 /р , /г — 1 < ^ < 0 < й ,  / =  1, 2. (12)
i X

Если 0 ^ а з ,  то, очевидно, справедливо неравенство Ri{t, 0 )^ 1 /р . 
Пусть 0е[осз, Щ, k' ^4.  Оценим Ri{t, 0) в зависимости от расположения t-.

1) если ^> 02, то Ryj:, 0) также удовлетворяет оценке R. {̂t, 0 )<ft
2) если ^ е [а з , а,], то Rx{t, 0 ) < ^ i ( a 3, ^) =  Дх(аз, a2) - bj expX

«2
« 3  « 2  а з  k

X jP«i(E) d\dx <  jexp I' (p — ^ In^) d^dx X exp p (ag — x ) d x ^  1 X 1/p;
X OL3 аг (X.2

0 аз /
3) если ^ < 03, то Rx(t, 0) =  Rx{t, ag)X [ exp|j‘px(E)cl^ + \pOiiDd^^dx^^C

CC3 T «3
—— Ь Ri (®3> ^) <  1 -i— ~ -
Оценка (12) в случае /= 1  доказана. Аналогично устанавливается 

оценка (12) для 1=2. Из (12) следует неравенство
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\XA{ t ,  x ) f d x ^ 2 { \  - г 2 / р )  =  Ср, (13)

Пусть теперь t ^ [ k - \ ,  Й] и Q ^ [ m j n + \ ]  Тогда на основании
неравенства (13) и оценки /) ||< е^ - ' . . _ _ получаем нера-
венство 

©
Х а{1, т)Ц/’сгт <  J 1|Хл (^ T)||/'dT+ j  || Хл(^, к)\\р\\Хл{к, x)\\Pdx-\- 

i k
0
^\\XA{t, т)||^||Хл(ш, i:)||^dT<Cp[l-f-eP(^~*)_...^eP(<-m)]^

<Cp( l- l -^ e -P ')  =
i = 0

:3cp.

Отсюда и следует требуемое включение A^MvS.
Рассмотрим теперь возмущенную систему х =  [А ~  Вг{1)] х, где у мат

рицы B^{t) элемент bi2 {t) =  8, t ^ O ,  а все остальные равны 0. Для мат
рицы Коши Хл+B^it, т) справедлива оценка

t Т I
\\XA+B,{t, т)|| >вехр[‘аДц)Д1 X \^хр ^ (а̂  (ц) ~  dnd^, т > ^ ,

г t X

поэтому при азе=[й— 1, к] имеем неравенство
а, а, «3 г I
j  ||^ л + в Л « з . 'f) \\'’ dx >  s/'Jexp fp a i (ц) diiQ 'exp ^{a 2,{^])— a^{^))dpdlYdx  >
Г/ - Л/ O' — /

«1
«3

«3
аз T 
аз

>  8'' f exp [ [ (p — /г In k) dц X j  (P -p ^ In k)dц^ X
кг 0.2 T ^

t
X [ jexp j‘(— 2p-^k In k) dx\dlY dx >

as T

> c  (p) 8̂  j k'expklnk (tto — t) ĵ j exp 2p~^k In^ (r — g) =  (/г),
ai

as
где c(p) >-0 — универсальная постоянная, зависящая лишь от р. Пусть 
2бе(0 , 1—р). Тогда, вычислив внутренний интеграл в F { k ) ,  получим 
оценку

а,
F (к)':^ с{р) гР Г р-Р 1п~Рр[ ехр 2р-’Р1пр(т — а^) — l]PdT>

а.-гР
>  с(р) еРк-Р\п-Рк[ехр р~'(1 Д р д- б) 1пР — 1] (а  ̂— Og — Р) >- 

^  с {р) гРк̂  \n~Pk  ^  X  оо

при к -> оо, где р =  (1 X Р -г б)/2Р. Отсюда следует, что (Л X Де) i  MpS, 
при всяком 8 > 0 .  Необходимость, а с нею и теорема доказаны.
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УДК 518.61
ДИНЬ КУАНГ ТХАИ, П. И. МОНАСТЫРНЫИ, НГУЕН ФЫОНГ МАИ

О ПОНИЖЕНИИ ПОРЯДКА СИСТЕМ 
СЕТОЧНЫХ УРАВНЕНИЙ В АЛГОРИТМАХ 

МНОЖЕСТВЕННОЙ РАЗНОСТНОЙ ПРИСТРЕЛКИ 
И НЕКОТОРЫХ ИХ СВОЙСТВАХ

1. В теории метода сеток и в многочисленных его приложениях важ
ное место занимают вопросы разработки вычислительных алгоритмов 
для решения специальных сеточных граничных задач [1—3], в частности 
задач вида:

У/+1 ■+ CjYj +  ==Fj, / =  1, А -  1,

G„Ko -I- G,Y, =  io- H,Y,sj '̂r н Д м -i  =  Hn ,
( 1)

(2 )-(3 )

где Cj=-~ {Cij {̂j))Ty Bj=-- — известные матрицы и векторы;чЛ1

Gs =  (g-jA (s))i , Я з=  (/iife(s))i , S= 0 ,  l,go. 
/ =  о7л^-

заданные матрицы
и векторы; Y j ^ H ‘'\ / =  U, TV — векторы, подлежащие определению

Если никаких специальных и довольно частых ограничений на матри
цы Bj, Cj, Hs, Gs не накладывать, то для численного решения задачи (1) —
(3) нельзя будет применить практически ни одного эффективного алго
ритма [1, 3, 4], предпазиачеиного, например, для решения родственных 
задач в случае эллиптических разностных уравнений. Сеточная задача 
(1) — (3) представляет собой систему ЛАУ (линейные алгебраические 
уравнения) размерности r = M { N -\-\) и г во многих случаях может быть 
очень большим. Это обстоятельство, в частности, при численно.м решении 
систем ЛАУ может стать причиной переполнения разрядной сетки ЭВ.М, 
большого накопления погрешностей и т. д. Актуальна поэтому задача 
построения таких алгоритмов, в которых снижалась бы размерность си
стем ЛАУ и улучшались бы их свойства. Такие алгоритмы можно по
строить, используя идею множественной разностной пристрелки [5, 6, 7].

2. Пусть N = тр-Д 1, где число т определяет количество подынтегра- 
лов пристрелки, а число р — их длину [6]. Для многих задач, например, 
границы изменения 2 m <  10 являются типичными. Определим точки п
параметры пристрелки: / =  0,1; р, р-+-1, ...; тр, тр п Уо- Ур,
Ур-уь ...; У„,р; Y,np^\- Возьмем в качестве начальных значений параметров
пристрелки Уо°\ У1°’; ...; Yml, Утр+i н найдем решения разностных задач 
Коши на подынтервалах пристрелки [(/— 1)р, ( / — 1)р-~ 1; /р, /р -1], 1= 
= 1, т. Используя условия непрерывности решения задачи (1)—(3), обыч
ным путем [5] получим замыкающую систему вида:

AY  =  Ф, (4)

где У =  (У[)°\ УГ', УНО)  77(0) у ( 0 ) тр > Ф =  ( -  go, Ф( 0 )

Фр°2ь ..., Фр" Фр™]’', h/^) R^y"+4‘̂>, а матрица А является блочной
оторой состоят из 
В целях экономии

и четырехдиагональнои, первая н последняя строки которой состоят из 
блоков типа Qp\  Qp+i, P\l\  — Е, 1=0,  т —
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